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PRÉFACE. 


Cet  ouvrage  est  destiné  aux  élèves  qui  suivent  les  cours 
d'analyse  infinitésimale  à  l'Université  de  Louvain.  Il  doit 
servir  en  même  temps  aux  futurs  ingénieurs  et  aux  élèves 
qui  se  préparent  au  doctorat. 

Pour  répondre  à  ce  double  but,  nous  avons  adopté  deux 
textes  différents.  Un  grand  texte  qui  s'adresse  aux  débu- 
tants et  un  petit  texte  qui  apporte  au  précédent  tous  les 
compléments  nécessaires  pour  les  études  supérieures.  Dans 
le  grand  texte,  les  questions  sont  abordées  sous  leur  forme 
la  plus  élémentaire  mais  sans  jamais  sacrifier  la  rigueur. 
Elles  sont  reprises  ensuite  dans  le  petit  texte  et  examinées 
avec  tous  les  développements  qu'elles  comportent  et  sous 
leur  point  de  vue  le  plus  général.  Cette  manière  de  procé- 
der peut  amener  certaines  redites,  mais  elle  a  l'avantage 
d'être  plus  conforme  au  développement  naturel  de  la 
science  et  de  faciliter  l'intelligence  des  démonstrations  les 
plus  abstraites.  D'ailleurs  la  comparaison  des  diverses 
méthodes  les  éclaircit  les  unes  et  les  autres  et  est  toujours 
très  utile. 

La  plupart  des  chapitres  ont  été  complétés  par  des 
exercices.  Quelques-uns  sont  de  simples  applications  des 
théories  exposées.  Le  plus  grand  nombre  constituent  le 
prolongement  du  cours.  Ils  donnent  sous  une  forme  très 
concise  les  résultats  les  plus  classiques  et  les  plus  utiles 
à  connaître.  Ils  sont  toujours  accompagnés  des  indications 
strictement  nécessaires  pour  que  leur  solution  soit  facile  à 
compléter. 

Ce  premier  volume  comprend,  dans  son  grand  texte,  les 
matières  du  cours  de  première  année.  Nous  nous  sommes 
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surtout  occupés  des  fonctions  d'une  varial)le  réelle.  Ce 
sont  celles  par  lesquelles  il  convient  de  commencer  et  c'est 
le  sens  de  la  réalité  seul  qui  intéresse  les  ingénieurs.  Les 
variables  complexes  ont  été  écartées  de  toutes  les  questions 
de  géométrie  et  nous  avons  attaché  une  grande  impor- 
tance aux  discussions  de  signes.  Nous  avons  donné  dans  le 
petit  texte  une  part  considérable  à  l'étude  des  principes 
généraux  de  chaque  théorie.  Ces  questions  prennent,  en 
effet,  une  importance  de  plus  en  plus  considérable  dansJes 
études  ultérieures. 

Le  second  volume  que  nous  espérons  publier  prochaine- 
ment sera  consacré  aux  intégrales  multiples,  aux  équations 
différentielles,  aux  applications  géométriques  qui  n'ont  pas 
trouvé  place  dans  celui-ci  et  aux  fonctions  d'une  variable 
complexe. 

Parmi  les  ouvrages  dont  nous  avons  tiré  le  plus  de  pro- 
fit, nous  signalons  le  Cours  d'analyse  de  M.  G.  Jordan, 
celui  de  notre  ancien  maître  Ph.  Gilbert,  si  remarquable 
par  ses  qualités  d'exposition,  et  aussi  les  Leçons  sur  les 
applications  géométriques  de  ïanalyse  par  M.  Raffy.  Les 
excellents  recueils  de  Frenet  et  Tisserand  nous  ont  égale- 
ment fourni  un  bon  nombre  d'exercices  précieux. 


Gii.-.T.  DE  LA  Vallée  Poussin. 


Louvain,  le  1^'"  août  1002. 
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COURS  D'ANALYSE  INFINITESIMALE 


INTRODUCTION 

§  1.  Nombres  réels. 

1.  Nombres  rationnels.  —  Les  nombres  entiers  et  les  nombres  frac- 
tionnaires positifs  ou  négatifs,  y  compris  le  nombre  zéro,  forment 
Vensemble  des  nombres  rationnels.  Nous  supposerons  que  l'on  connaît 
les  propriétés  les  plus  élémentaires  de  ces  nombres  et  que  l'on  sait 
effectuer  sur  eux  les  quatre  opérations  fondamentales  de  l'arithmétique. 
Toutefois  il  y  a  lieu  de  rappeler  ici  les  propriétés  suivantes  : 

1°  L'ensemble  des  nombres  rationnels  est  ordonné,  c'est-à-dire  que  de 
deux  nombres  rationnels  différents  a  et  b  l'un  est  plus  grand  que  l'autre, 
par  exemple  b  est  plus  grand  que  a,  ce  qu'on  écrit 

a  <i  b  ovl  b  y  a. 

La  notion  d'ordre  exprimée  par  cette  relation  se  réduit  d'ailleurs  à 
cette  seule  propriété  du  signe  d'inégalité  que  si  a  est  <  i  et  è  <  c,  on 
a  aussi  a  <  c. 

2°  Entre  deux  nombres  rationnels  différents  «  et  6  on  peut  toujours 
en  intercaler  une  infinité  d'autres  >  que  l'un  et  <  que  l'autre.  On  dit 
qu'un  ensemble  de  nombres  qui  jouit  de  cette  propriété  est  un  ensemble 
dense  et  cette  propriété  s'appelle  la  densité. 

2.  Nombres  irrationnels.  —  L'introduction  des  nombres  irrationnels 
repose  sur  les  considérations  suivantes  : 

Supposons  que  par  un  procédé  quelconque,  et  nous  allons  en  indiquer 
plusieurs,  on  ait  partagé  tous  les  nombres  rationnels  en  deux  classes, 
une  classe  inférieure  0.  et  une  classe  supérieure  SB,  telles  que  tout 
nombre  a  de  la  première  soit  -  que  tout  nombre  b  de  la  seconde. 
D'abord  il  est  clair,  ce  partage  étant  fait,  que,  si  le  nombre  a  est  de  la 
classe  a,  il  en  sera  de  même  pour  tout  nombre  <  a  et  que,  si  b  est  de 
la  classe  S,  il  en  sera  encore  de  même  pour  tout  nombre  ;,>  b.  Ce  pre- 
mier point  admis,  je  dis  qu»  trois  cas  pourront  se  présenter  : 

1°  La  classe  inférieure  d  renferme  un  nombre  m  plus  grand  que  tous 
les  autres  de  la  même  classe,  de  sorte  que  tout  nombre  <  m  est  de  la 
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classe  d  et  tout  nombre  >  m  de  la  classe  cB,  Le  nombre  m  sépare  donc  la 
classe  d  de  la  classe  SB  et  nous  l'appelons  le  noinbre  fronth^re  des  deux 
classes. 

2°  La  classe  supérieure  18  renferme  un  nombre  m  plus  petit  que  tous 
les  autres  de  la  même  classe.  Dans  ce  cas  encore,  m  est  la  frontière  des 
deux  classes  :  tout  nombre  <  m  est  do  la  classe  il  et  tout  nombre  >  m 
de  la  classe  S>. 

Ces  deux  premiers  cas  s'excluent  l'un  de  l'autre,  car  s'il  y  avait  deux 
nombres  frontières  différents  ru  et  m\  tous  les  nombres  compris  entre 
in  et  ?/z'  seraient  à  la  fois  de  la  classe  d  et  de  la  classe  S,  ce  qui  est  en 
contradiction  avec  la  définition  de  ces  classes.  Donc,  s'il  y  a  un  plus 
grand  nombre  dans  la  classe  d,  il  n'y  en  a  pas  de  plus  petit  dans  la 
classe  cB,  et  réciproquement. 

Ces  deux  premiers  cas  sont  faciles  à  réaliser.  Il  suffit  de  se  donner  un 
nombre  quelconque  >w,  on  range  les  nombres  <  in  dans  la  classe  d,  les 
nombres  >  m  dans  la  classe  «B.  Le  nombre  m  peut  encore  se  ranger 
dans  l'une  ou  dans  l'autre.  On  obtient  ainsi,  à  son  choix,  le  premier  ou  le 
second  des  deux  cas  que  nous  venons  d'examiner. 

.']"  Enfin  il  peut  se  faire  qu'il  n'y  ait  ni  de  plus  grand  nombre  dans  la 
classe  d  ni  de  plus  petit  nombre  dans  la  classe  «B.  Des  considéi-ations 
très  simples  conduisent  à  un  semblable  [)artage.  Soit,  par  exemple,  ra 
un  nombre  •  0  non  carré  parfait  ;  tous  les  nombres  rationnels  pourront 
se  ranger  en  deux  classes  d  et  «B,  la  classe  d  contenant  tous  les  nombres 
négatifs  et  les  nombres  positifs  dont  le  carré  est  <  w,  la  classe  »B  les 
nombres  positifs  dont  le  carré  est  >  m.  Il  n'y  aura  pas  de  i)lus  grand 
nombre  dans  la  classe  d,  car,  étant  donné  un  nombre  quelconque  a  dont 
le  carré  est  <  m,  on  peut  en  trouver  un  autre  plus  grand  en  extrayant 
la  racine  carrée  de  m  par  défaut  avec  un  nombre  suffisant  de  décimales 
pour  que  le  carré  de  cette  racine  soit  plus  rapproché  de  m  que  ne  l'est  «-. 
Pour  une  raison  analogue^  il  n'y  aura  i)as  de  plus  petit  nombre  dans  la 
classe  cB. 

Lorsque  cette  circonstance  se  présente,  il  n'y  a  plus  de  nombre  fron- 
tière séparant  les  deux  classes,  car  ce  nombre  ne  pourrait  ê(re  que  le 
plus  grand  de  d  ou  le  plus  petit  de  sB.  Nous  intercalerons  alors  dans 
l'ensemble  des  nombres  rationnels  un  nouvel  c/émoit,  défini  par  la  con- 
dition d'être  plus  grand  que  tous  les  nombres  de  d  et  plus  jietit  que  tous 
ceux  de  cB,  et  nous  dirons  que  ce  nouvel  élément  est  un  nombre  irra- 
tionnel. 

L'ensemble  des  nombres  irrationnels  correspond  à  tous  les  partages 
possibles  des  nombres  rationnels  en  deux  classes  d  et  «B  jouissant  des 
propi'iétés  que  nous  venons  d'examiner.  Désormais  tout  nombre  irra- 
tionnel pourra  être  représenté  par  une  lettre.  Soit  a  le  nombre  irration- 
nel qui  s'intercale  entre  les  deux  classes  d  et  «B  de  nombres  rationnels  ; 
nous  dirons  en  abrégé  que  le  nombre  i  est  dé/rtii  par  le  parUige  (d,éBi. 
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Lorsqu'un  nombre  irrationnel  a  est  compris  entre  deux  nombres 
rationnels  a  et  h  dont  la  différence  est  égale  ou  inférieure  à  une  fraction 
positive  £,  on  dit  que  a  et  h  sont  des  valeurs  approdiées  par  défaut  ou 
par  excès  de  a  à  moins  de  £  près.  Un  nombre  irrationnel  x  étant  défini, 
on  peut  toujours  en  trouver  des  valeurs  aussi  rapprochées  que  l'on  veut, 
ainsi  qu'il  résulte  du  théorème  suivant  : 

Soit  a  le  nombre  irrationnel  défini  par  le  partage  (d.,  %)  ;  quelque 
petite  que  soit  lo.  fraction  positive  z,  on  peut  trouver  respectivement  dans 
les  classes  Gi  et  S>  deux  nombres  a  et  b  dont  la  différence  soit  égale  à  t. 

En  effet,  soit  «i  un  nombre  de  d,  la  progression 

ai,     rt)  +  £,     <7i  +  2s,     rt, +3£,... 

croissant  indéfiniment,  renfermera  un  premier  terme  de  la  classe  aB, 
par  exemple  a^  +  '^-  =  b.  Le  nombre  précédent  a  ^  a^  -\-  {n  —  l)s  sera 
de  la  classe  d  et  ces  deux  nombres  a.  et  b  satisferont  aux  conditions  du 
théorème, 

3.  Nombres  réels.  —  L'ensemble  des  nombres  rationnels  et  des  nom- 
bres irrationnels  forme  l'ensemble  des  nombres  réels. 

Pour  Vordonner,  il  faut  indiquer  les  relations  de  grandeur  entre  ses 
éléments.  Pour  cela,  il  ne  reste  plus  à  définir  que  celles  entre  nombres 
irrationnels. 

Soit  a  un  nombre  irrationnel  défini  par  le  partage  (d,sB)  ;  un  nombre 
irrationnel  x'  sera  égal  à  a,  s'il  est  défini  par  le  même,  partage,  c'est-à- 
dire  s'il  est  aussi  supérieur  à  tous  les  nombres  de  3.  et  inférieur  à  tous 
ceux  de  SB  ;  mais  a'  sera  différent  de  -j.  s'il  existe  un  nombre  rationnel 
compris  entre  eux.  Ainsi  x'  sera  y.  s'il  est  >  qu'un  nombre  de  îB,  il 
sera  ^    -/  s'il  est  <    qu'un  nombre  de  d. 

Les  théorèmes  suivants  prouvent  que  la  densité  est  aussi  une  propriété 
de  l'ensemble  des  nombres  réels  : 

I,  Entre  deux  nombres  réels  différents,  on  peut  toujours  iûtercaler 
un  nombre  rationnel  et,  par  suite,  une  infinité. 

Si  les  deux  nombres  sont  irrationnels  le  théorème  se  confond  avec  la 
définition  même  de  l'inégalité.  Si  l'un  des  nombres  est  irrationnel  et 
défini  par  le  partage  id,âB),  tandis  que  l'autre  est  rationnel,  celui-ci  sera 
de  la  classe  £1  ou  de  la  classe  ôB  et  ne  pourra  être  ni  le  plus  grand  de  d 
ni  le  plus  petit  de  cB,  la  conclusion  est  donc  la  même.  Enfin,  le  théorème 
est  supposé  connu  (n°  1,  2")  si  les  deux  nombres  tont  rationnels. 

II.  Entre  deux  nombres  réels  différents  on  peut  aussi  intercaler  tm 
nombre  irrationnel  et  par  suite  une  infiMxté. 

Comme  on  peut  commencer  par  intercaler  deux  nombres  rationnels  en 


vertu  du  théorème  précédent,  on  peut  supposer  a  p7'iori  que  les  deux 
nombres  proposés  soient  rationnels.  Désignons-les  par  p  et  q  et  supposons, 
pour  fixer  les  idées,  p  >  t?  >  0.  Soit  m  un  nombre  rationnel  non  carré 
parfait  compris  entre  p'  et  q^.  Rangeons  dans  la  classe  d  les  nombres 
rationnels  dont  le  carré  est  <  m,  dans  la  classe  SB  ceux  dont  le  carré  est 
>  w?  ;  le  partage  (â,oB)  définit  un  nombre  irrationnel  compris  entre  p  et 
q.  Les  autres  cas  se  ramènent  aisément  au  précédent. 

Enfin,  l'ensemble  des  nombres  réels  jouit  d'une  propriété  que  ne 
possédait  pas  l'ensemble  des  nombres  rationnels  et  que  l'on  peut  expri- 
mer par  le  théorème  suivant  : 

III.  Si,  jica^  un  2yrocédé  quelconque,  on  partage  V ensemble  des  nom- 
bres réels  en  deux  classes  A  et  B,  telles  que  tout  nombre  de  la  première 
soit  <  que  tout  nombre  de  la  seconde,  il  existe  nécessaireinent  un 
nombre  frontière,  rationnel  ou  non,  m,  tel  que  tout  nombre  <  m  soit 
de  la  classe  A  et  tout  nombre  >  m  de  la  classe  B. 

Considérons  le  partage  des  nombres  rationnels  en  deux  classes  d  et  cB 
que  l'on  obtient  en  rangeant  dans  d  tous  les  nombres  rationnels  de  A  et 
dans  «B  tous  les  nombres  rationnels  de  B. 

S'il  y  a  un  plus  grand  nombre  m  dans  la  classe  d  ce  sera  aussi  le  plus 
grand  de  la  classe  A.  En  effet,  tout  nombre  rationel  >  m  est  de  la 
classe  cB  et  par  le  fait  même  aussi  de  la  classe  B  ;  tout  nombre  irration- 
nel >  m  étant  supérieur  à  une  infinité  de  nombres  rationnels  >  m  qui 
sont  déjà  de  la  classe  B,  sera  a  fortiori  de  cette  classe.  Donc  m  est  le 
plus  grand  nombre  de  la  classe  A. 

On  montre  de  même  que  s'il  va  un  plus  petit  nombre  ?)i  dans  la 
classe  è&,  ce  sera  aussi  le  plus  petit  de  la  classe  B.  Dans  ces  deux  pre- 
miers cas  le  nombre  m  sera  donc  le  nombre  frontière  des  deux  classes 
A  et  B  et  ce  nombre  sera  rationnel. 

Enfin,  s'il  n'v  a  ni  de  plus  grand  nombre  dans  d  ni  de  plus  petit 
dans  'S,  le  partage  (d,  c&)  définit  un  nombre  irrationnel  a.  Celui-ci  est  de 
la  classe  A  ou  de  la  classe  B.  Supposons-le  de  la  classe  A  ;  je  vais  mon- 
trer que  ce  sera  le  plus  grand  de  cette  classe.  En  effet,  tout  nombre  >  i 
est  aussi  i)lus  grand  (ju'une  infinité  de  nombres  rationiiels  de  la  classe  JB 
qui  sont  par  le  lait  morne  de  la  classe  B.  Donc  tout  nombre  a  fait 
partie  de  la  classe  B  et  a  est  le  plus  grand  de  sa  classe.  On  montre  de 
même  que  si  a  est  de  la  classe  B,  il  est  le  plus  petit  nombre  de  cette 
classe.  Dans  les  deux  cas,  le  nombre  a  est  donc  la  frontière  des  deux 
classes  A  et  B  et  cette  frontière  est  irrationnelle, 

!^  2.  Généralisation  des  opérations  de  Tarithmétique. 

Les  considérations  précédentes  laissent  encore  incomplète  la  définition 
mathématique  des  nombres  irrationnels,  il  reste  à  y  ajouter  les  définitions 
des  quatre  opérations  fondamentales  de  l'arithmétique. 


—  5  — 

4.  Symétrique  d'un  nombre  réel.  —  Nous  appelons  symétrique  d'un 
nombre  rationnel  ce  nombre  changé  de  signe.  La  définition  peut  s'étendre 
aux  nombres  irrationnels.  Soit  a  un  nombre  irrationnel  défini  par  le 
partage  (d,  S>)  ;  désignons  par  —  cB  la  classe  formée  par  les  symétriques 
des  nombres  de  S>  et  par  — dla  classe  formée  par  les  symétriques  des 
nombres  de  d  ;  tout  nombre  rationnel  étant  le  symétrique  d'un  autre  et 
tout  nombre  de  la  classe  —  â5  <  que  tout  nombre  de  la  classe  —  d,  le 
partage  ( —  éB,  —  d)  définit  un  nombre  irrationnel  que  nous  désignerons 
par  —  a  et  que  nous  appellerons  le  symétrique  de  a.  On  aura  encore 
d'après  cette  définition  —  ( —  a)  =  a. 

5.  Nombres  positifs  et  négatifs.  Valeur  absolue.  —  Les  nombres  posi- 
tifs sont  ceux  qui  sont  0  el  ils  sont  alors  >  qu'une  infinité  de  nombres 
rationnels  également  positifs.  Les  nombres  négatifs  sont  ceux  qui  sont 
<  0  et  ils  sont  alors  <  qu'une  infinité  de  nombres  rationnels  négatifs.  Si 
un  nombre  est  négatif,  son  symétrique  est  positif.  Celui  des  deux  nom- 
bres a  ou  —  2  qui  est  positif  s'appelle  la  valeur  absolue  de  a  et  se  désigne 
par  |a  . 

6.  Inverse  d'un  nombre  réel.  —  Soit  a  un  nombre  différent  de  zéro  ; 
s'il  est  rationnel  son  inverse  est  .  Supposons  a  irrationnel  ;  alors  a  par- 
tage tous  les  nombres  rationnels  de  même  signe  que  lui  en  deux  classes 
d  et  cB,  dont  la  connaissance  suffit  évidemment  pour  le  définir.  Désignons 

par  -  la  classe  formée  par  les  inverses  des  nombres  de  oB  et  par  —  la  classe 
formée  par  les  inverses  des  nombres  de  d.  Tout  nombre  rationnel  autre 
que  zéro  étant  l'inverse  d'un  autre,  le  partage  (-,  -x)  ^Q  tous  les  nom- 
bres rationnels  de  même  signe  que  a  en  deux  classes  définit  un  nombre 
irrationnel  de  même  signe,  que  nous  désignerons  par  —  et  que  nous  appel- 
lerons encore  l'inverse  de  'x. 

7.  Addition.  —  Soient  a  et  a'  deux  nombres  réels  quelconques.  Dé- 
signons par  a  et  a  des  nombres  rationnels  quelconques  respectivement  - 
que  a  et<  que  a',  paré  et^' des  nombres  analogues  respectivement  >  que  a 
et  >  que  a'.  Tous  les  nombres  de  la  forme  a  -\-  a'  seront  <  que  ceux  de  la 
forme  b  -\-  b' .  D'ailleurs  on  pourra  supposer  (n°  2)  les  valeurs  de  a  et  de  6 
suffisamment  rapprochées  de  a,  celles  de  a'  et  de  i'  suffisamment  rap- 
prochées de  a',  pour  que  les  différences  h  —  a,  V  —  a'  et  par  suite 
[b  -|-  b')  —  (a  4"  a')  deviennent  aussi  petites  que  l'on  veut. 

Je  dis  qu'il  existe  un  nombre  réel  a"  et  un  seul  >  que  tout  nombre 
de  la  forme  a  -\-  a'  et  ■^'  que  tout  nombre  de  la  forme  b  -\'  b'  Qi  dont  ces 
deux  sommes  représentent  des  valeurs  aussi  rapprochées  que  l'on  veut 
par  excès  ou  par  défaut.  Ce  nombre  a"  s'appelle  la  somme  de  a  et  de  a' 
et  se  désigne  par  -i  -\-  a'. 
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En  effet,  considérons  le  partage  iA,B)  de  tous  les  nombres  réels  en 
deux  classes,  la  classe  A  contenant  ceux  qui  ne  surpassent  pas  tous  les 
nombres  de  la  forme  a  +  a'  et  la  classe  B  les  autres  nombres.  En  parti- 
culier, tous  les  nombres  de  la  forme  a  +  «'  sont  de  classe  A  et  tous  ceux 
de  la  forme  h  +  1/  de  la  classe  B.  Comme  il  n'y  a  pas  de  plus  grand 
nombre  de  la  forme  a  ~\-  a'  ni  de  plus  petit  de  la  forme  J  +  i',  le  nombre 
frontière  a"  entre  les  deux  classes  A  et  B  sera  plus  grand  que  tous  les 
premiers  et  plus  petit  que  tous  les  seconds.  Il  reste  donc  seulement  à 
montrer  que  le  nombre  qui  jouit  de  cette  propriété  est  unique.  A  cet 
effet,  remarquons  que  s'il  existait  deux  nombres  fixes  toujours  supérieurs 
aux  nombres  a  +  «'  et  inférieurs  aux  nombres  b  -\-  b',  on  pourrait  trou- 
ver deux  nombres  rationnels  r  et  r'  compris  entre  ces  nombres  fixes  et 
qui  jouiraient  de  la  même  propriété.  Or  ceci  est  impossible,  car  on  peut 
supposer  la  différence  [b  -\-  b')  —  {a  -\-  a')  inférieure  à  r  —  r'. 

Cette  définition  de  l'addition  permet  de  vérifier  immédiatement  que  l'on 
a  conservé  les  propriétés  fondamentales  de  cette  opéi'ation,  exprimées  par 
les  équations  suivantes  : 

OL  -\-  a.'  =  a'  ~\-  a^ 

a  4-  0  =  a, 

a+(-.)=0, 
h  +  ^'l    <■  hl   -f   l«'.'. 

8.  Multiplication.  —  Soient  a  et  a'  deux  nombres  positifs  ;  désignons 
encore  par  a  et  b,  a'  et  b'  des  nombres  rationnels  et  positifs  (juelconques 
assujettis  à  vérifier  les  inégalités  : 

a  <ct  <b,  «'  <  a'  <  b'. 

Tous  les  produits  de  la  forme  aa'  seront  <  que  ceux  de  la  forme  bb' 
et  l'on  pourra  supposer  les  différences  b  —  a,  b'  —  a'  el  bb'  —  aa'  aussi 
petites  qr3  l'on  voudra.  On  montrera,  en  raisomiant  comme  dans  le  cas 
de  l'addition,  qu'il  existe  un  nombre  réel,  positif  et  un  seul  a"  -  que  tout 
produit  de  la  forme  rm'  et  <  que  tout  produit  de  la  forme  bb'.  Ces  pro- 
duits peuvent  être  supposés  aussi  rapprochés  qu'on  veut  du  nombre  a". 
Celui-ci  se  nomme  le  produit  des  nombres  a  et  2'  et  se  désigne  par  aa'. 

Si  l'un  des  deux  nombres  a,  %  ou  tous  les  deu.x  sont  négatifs,  la  défi- 
nition du  produit  se  ramène  à  la  précédente  par  la  règle  des  signes,  c'est- 
à-dire  par  les  relations 

ti'  =  —  a  ( —  a')  =  ( —  ï;  ' —  X  j. 

Ces  définitions  permettent  de  vérifier  immédiatement  que  l'on  a 
conservé  les  propriétés  de  la  multiplication,  exprimées  par  les  relations 
générales  : 


aa    =  a  a. 


(aa')  a"  =  a(a'a"), 
a  (a'  +  a")  =  aa'  +  aa", 

a 

ot.O  =  0, 

a.l  =  a, 
I  aa'  I   =   1  a  I     |  a'  |   . 

On  observera  encore  qu'un  produit  de  plusieurs  facteurs  ne  peut  être 
nul  que  si  l'un  des  facteurs  est  nul  et  qu'il  est  toujours  nul  dans   ce  cas. 

9.  La  soustraction  est  l'opération  inverse  de  l'addition.  Soustraire  a' 
de  a  c'est  déterminer  le  nombre  qu'il  faut  ajouter  à  a'  pour  obtenir  a.  Ce 
nombre  s'appelle  la  différence  de  a  et  a'  et  on  le  désigne  par  a  —  a'. 
Pour  le  déterminer,  posons  x  =^  '■x  —  a'  ;  on  aura  la  condition  a'  +  a;  =  a, 
et,  en  ajoutant  —  a'  aux  deux  membres,  on  obtient,  parles  propriétés  de 
l'addition,  a;  =  a  -|-  ( —  a').  Donc  la  différence  a  —  a'  s'obtient  en  ajou- 
tant à  a  le  symétrique  de  a'.  Cette  règle  ramène  la  soustraction  à  l'addi- 
tion et  prouve  que  cette  opération  a  toujours  une  solution  et  une  seule. 

10.  La  division  est  l'opération  inverse  de  la  multiplication.  Diviser  a 
par  a'  c'est  déterminer  un  nombre  dont  le  produit  par  a'  reproduise  a.  Ce 

nombre  s'appelle  le  quotient  de  a  par  a'  et  se  représente  par  —  ;  pour  le 

déterminer,  posons  a;  =  -:  ;  on  aura  la  condition  jc  a'  ==:  a.  Si  a    n  est 

"  ,         1 

pas  nul,  on  peut  multiplier  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  —,  et  on 

en  tire,  parles  propriétés  de  la  multiplication,  ^  =  a  |-^l.  Donc  le  quo- 
tient de  a  par  a'  est  égal  au  produit  de  a  par  l'inverse  de  a'.  Cette  règle 
ramène  la  division  à  la  multiplication  et  prouve  que  cette  opération  a 
toujours  une  solution  et  une  seule,  pourvu  que  le  diviseur  soit  différent  de 
zéro. 

^  3.  Limites. 

1 1 .  Continuité  de  l'ensemble  des  nombres  réels.  —  Les  nombres 
réels,  c'est-à-dire  les  nombres  tant  rationnels  qu'irrationnels,  servent 
à  exprimer  la  mesure  des  grandeurs  continues,  longueurs,  aires, 
volumes,  etc.  On  dit  aussi  que  l'ensemble  des  nombres  réels  est  un 
ensemble  continu  et  l'on  peut,  au  point  de  vue  mathématique,  délinir 
la  continuité  de  cet  ensemble  par  les  deux  propriétés  suivantes  : 

1°  Entre  deux  nombres  réels  différents  on  peut  toujours  en  inter- 
caler une  infinité  d'autres  >  que  l'un  et'  <  que  l'autre. 


2°  Si  l'on  partage  tous  les  nombres  réels  en  deux  classes  A  et  B, 
telles  que  tout  nombre  de  A  soit  <  que  tout  nombre  de  B,  ces  deux 
classes  seront  séparées  par  un  nombre  frontière  m  qui  sera  le  plus 
grand  de  A  ou  le  plus  petit  de  B,  mais  tout  nombre  --^  m  sera  de  la 
classe  A  et  tout  nombre  >  m  de  la  classe  B. 

Nous  avons  montré  dans  un  paragraphe  précédent  (n"  3)  comment 
on  peut  démontrer  ces  propriétés  en  toute  rigueur,  en  les  faisant 
reposer  sur  des  définitions  purement  abstraites.  C'est  sur  elles  qu'est 
fondée  la  théorie  des  limites. 

12.  Limites.  —  On  appelle  variable  une  qucnlilé  qui  peut  recevoir 
une  infinité  de  valeurs  différentes.  Soit  u  une  variable  qui  passe  par 
une  infinité  de  valeurs  réelles,  rationnelles  ou  non, 

on  dit  que  cette  variable  tend  vers  une  limite  déterminée,  si  les 
valeurs  de  u  se  rapprochent  indéfiniment  d'un  nombre  déterminé  o, 
de  telle  sorte  que  la  diflérence  [Un  —  a)  finisse  par  décroître  en  valeur 
absolue  en  dessous  de  toute  fraction  donnée  z  si  petite  qu'elle  soit. 
On  dit  alors  que  u  a  pour  limite  a  et  l'on  écrit 

V»<*>  //  —  fe  a. 

Suivant  cette  définition,  une  même  variable  ne  peut  pas  tendre  vers 
deux  limites  différentes  a  et  b,  car,  après  avoir  supjmsé  £<  ~  , 
on  pourrait  aussi  supposer,  dans  ce  cas,  \  u  —  a  \  et  |  u  —  /;  |  tous 
deux  c,  alors  leur  dilTérence  \b  —  a\  serait  <.2£,  ce  qui  est  en 
contradiction  avec  l'hypothèse  faite  sur  s. 

Il  suit  encore  de  la  définition  de  la  linntc  que  si  u  a  |)our  limite  a, 
(m  —  a)  aura  pour  limite  zéro  et  réciproquement. 

13.  Caractère  général  de  convergence.  —  La  condition  nécessaire  et 
suIJisanlc  pour  que  la  variable  u  tende  vers  u)ie  limite  déterminée  est 
que  l'on  puisse  toujours  trouver  un  terme  suHisammotl  éloigné  dans  la 
suite  des  valeurs  successives  de  u  pour  qu'il  diU'ère  aussi  peu  que  l'on 
veut  de  tous  les  termes  suivaiits. 

Cet  énoncé  doit  être  entendu  en  ce  sens  qu'à  tout  nombre  positif  t, 
si  petit  qu'il  soit,  corresjiond  un  indice  n,  tel  que  la  condition 

I   "/*);<  —  M»i    I    ■    ' 

ait  lieu  pour  tous  les  indices  [n  -\- p)  supérieurs  à  n. 

1"  Cette  condition  est  nécessaire,  car,  si  les  valeurs  de  u  se  rap- 


proclient  indéfiniment  d'un  même  nombre  (i,  elles  se  rapprochent 
aussi  indéfiniment  les  unes  des  autres. 

2°  Cette  condition  est  aussi  suffisante. 

Supposons  d'abord  qu'il  existe  un  nombre  a,  tel  que  la  variable  u 
ne  devienne  jamais  ni  définitivement  supérieure  ni  définitivement 
inférieure  à  a.  Dans  ce  cas,  u  aura  pour  limite  a,  car,  les  valeurs  de 
u  suffisamment  éloignées  dans  la  série  se  rapprochant  autant  que 
l'on  veut  de  l'une  d'entre  elles  et  par  suite  les  unes  des  autres,  elles 
se  rapprocheront  aussi  indéfiniment  de  a  qui  reste  toujours  compris 
entre  certaines  de  ces  valeurs. 

En  second  lieu,  s'il  n'existe  aucun  nombre  jouissant  de  cette  pro- 
priété, ils  se  partagent  tous  en  deux  classes,  l'une  A  renfermant  ceux 
auxquels  u  finit  par  devenir  définitivement  supérieur,  l'autre  B  ceux 
auxquels  u  devient  définitivement  inférieur.  Ces  deux  classes  existent 
toujours,  puisque  les  valeurs  de  u  finissant  par  se  rapprocher  autant 
qu'on  veut  les  unes  des  autres,  ne  peuvent  ni  croître  ni  décroître 
indéfiniment.  Soit  a  la  frontière  de  ces  deux  classes;  quelque  petit 
que  soit  s,  u  finira  par  rester  compris  entre  a  —  £  et  a  -\-  z,  car  le 
premier  nombre  est  de  la  classe  A  et  le  second  de  la  classe  B.  Donc 
M  a  pour  limite  a. 

14.  Caractère  particulier  de  convergence.  —  Si  la  variable  varie 
toujours  dans  le  même  sens,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'elle  tende  vers  une  limite  est  que  sa  valeur  absolue  ne  puisse  pas 
surpasser  un  nombre  fixe. 

Cette  condition  étant  évidemment  nécessaire.,  il  suffit  d'établir 
qu'elle  est  suffisante. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  variable  u  ne  varie  qu'en 
croissant.  Comme  il  y  a  par  hypothèse  des  nombres  que  u  ne  peut 
pas  surpasser,  tous  les  nombres  réels  se  partageront  en  deux  classes 
A  et  B,  la  première  renfermant  ceux  que  u  peut  surpasser,  la  seconde 
ceux  que  u  ne  peut  pas  surpasser.  Il  n'y  a  pas  de  plus  grand  nombre 
dans  la  classe  A  ce  qui  impliquerait  contradiction,  donc  le  nombre 
frontière  a  est  le  plus  petit  de  la  classe  B.  Quelque  petit  que  soit  s, 
a  —  t  est  de  la  classe  A  et  u  finit  par  rester  compris  entre  a  —  s  et  a, 
Donc  u  a  pour  limite  a. 

On  énonce  souvent  le  théorème  précédent  en  disant  qyi'une  variable 
qui  varie  toujours  dans  le  même  sens  tend  nécessairement  vers  une 
limite  finie  ou  infinie. 
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15.  Principes  de  la  théorie  des  limites.  ' —  I.  La  Imite  d'une  sommey 
d'une  différence,  d'un  produit  de  variables  qui  tendent  vers  des  limites 
déterminées  est  éf/ale  à  la  somme,  à  la  différence,  au  produit  de  ces 
limites.  La  limite  d'un  quotient  de  variables  qui  tendent  vers  des  limites 
déterminées,  est  égale  au  quotient  de  ces  limites,  pourvu  que  la  limite  du 
dénominateur  soit  différente  de  zéro. 

Ces  propositions  se  démontrent  toutes  de  la  même  façon,  choisis- 
sons la  dernière  comme  exemple.  Soient  deux  variables  x  et  //  ayant 
respectivement  pour  limites  a  et  b  ;  on  pouri'a  poser 

a;  =  a  +  a,        y  =  b-i-'ii, 
a  etjp  ayant  pour  limite  zéro.  On  en  tire 

X        a  _  a  -}-  a       a        cub  —  ^ia 

y  ~  b  ^  r+T^  ~  b^  b{b-\-  {i) 

Si  b  est  diflérent  de  zéro,  cette  dernière  quantité  peut  être  rendue 

ûi  a 

aussi  petite  que  l'on  veut  avec  a  et  [îi,  donc  -  a  pour  limite  y 

De  la  combinaison  des  propositions  précédentes,  on  déduit  le  théo- 
rème suivant  : 

II.  Soit  R  (a;,  </,...)  une  expression  rationnelle  quelconque  des  variables 
x,y,...,  c'est-à-dire  une  expression  dont  le  calcul  ne  comporte  que  les 
quatre  opérations  fondamentales  ;  si  les  variables  x,y,...  ont  respective- 
meiit  pour  limites  a,b,...,  R{x,y,...)  aura  pour  limite  R  {a,b,...). 

Ce  théorème  est  soumis  toutefois  à  cette  restriction  que,  si  parmi 
les  opérations  à  efléctuer  sur  les  nombres  a,b,...  ligure  une  division, 
le  diviseur  ne  soit  pas  nul. 

III.  Si  deux  variables  restent  constamment  égales  et  si  l'une  tend  vers 
une  limite  déterminée,  l'autre  tend  vers  la  même  limite. 

En  effet,  si  u  a  pour  limite  a,  u  —  a  décroit  indéOniment;  si  u  =  v, 
V  —  a  =  u  —  a  décroît  aussi  indéfiniment  et  t;  a  aussi  pour  limite  a. 

IV.  Une  quantité  variable  qui  reste  constamment  comprise  entre  deux 
autres  qui  ont  la  même  limite  a,  tend  aussi  vers  la  limite  a. 

En  effet,  si  w  est  compris  entre  deux  variables  u  et  y  qui  tendent 
vers  a,  IV  —  a  sera  compris  entre  u  —  a  et  v  —  a  qui  décroissent 
indéliniment  et  décroîtra  lui-même  indéliniment.  Donc  w  a  pour 
limite  a. 

16.  Méthode  des  limites.  —  Lor.squ'on  a  obtenu  une  relation  entre 
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des variables  qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  des  variables,  on 
peut,  en  s'appuyant  sur  les  principes  précédents,  y  remplacer  les 
variables  par  leurs  limites.  Cette  opération  porte  le  nom  de  passage  à 
la  limite.  Cette  nouvelle  opération  qui  s'ajoute  aux  quatre  opérations 
fondamentales  de  l'arithmétique,  caractérise  Vaualyse  infinitésimale. 

La  méthode  des  limites  consiste  à  trouver  des  relations  entre  les 
quantités  par  passage  à  la  limite. 

La  méthode  des  limites  se  décompose  en  plusieurs  branches 
suivant  la  nature  des  variables  que  l'on  considère  dans  ce  passage  à 
la  limite  (séries,  produits  infinis,  fractions  continues,  calcul  différen- 
tiel, calcul  intégral). 

17.  Méthode  infinitésimale.  —  Lorsqu'une  quantité  variable  a  pour 
limite  zéro,  on  dit  que  c'est  une  quantité  infiniment  petite  ou  un 
infiniment  petit.  Au  contraire,  une  quantité  intiniment  grande  est  une 
quantité  variable  qui  augmente  au-delà  de  toute  limite  assignable. 

La  méthode  infinitésimale  est  celle  où  l'on  se  sert  de  la  considéra- 
lion  des  infiniment  petits.  Dans  le  calcul  différentiel,  on  considère  les 
quantités  comme  limites  du  rapport  de  deux  intiniment  petits.  Dans 
le  calcul  intégral,  on  les  considère  comme  limites  d'une  somme  d'un 
nombre  indéfiniment  croissant  d'infiniment  petits. 

Dans  les  questions  où  on  les  considère,  on  établit  le  plus  souvent, 
entre  les  divers  infiniment  petits  que  l'on  rencontre,  une  classification 
très  importante,  qui  s'appuie  sur  les  définitions  suivantes  : 

On  dit  qu'une  quantité  a  est  infiniment  petite  par  rapport  à  une 

autre  3,  lorsque  le  rapport  -^  a  pour  limite  0.  Au  contraire,  les  deux 

P 
infiniment  petits  sont  du  même  ordre  si  leur  rapport  a  une  limite  finie 

et  différente  de  zéro. 

Dans  beaucoup  de  questions,  on  est  amené  à  choisir  un  infiniment 

petit  particulier  a,  que  l'on  appelle  infiniment  petit  principal,  et  qui 

sert  il  classer  tous  les  autres.  Un  infiniment  petit  du  même  ordre  que 

a  s'appelle  alors  du  premier  ordre  et  un  infiniment  petit  de  l'ordre  do 

y.   est  de  l'ordre  r. 

1 8.  —  Les  avantages  de  la  méthode  infinitésimale  résultent  de  deux 
principes  fondamentaux,  connus  sous  le  nom  de  principes  de  substitu- 
tion des  infiniment  petits. 

l.  La  limite  du  rapport  de  deux  infiniment  petits  y.  et  [i  n'est  pas 


—  in- 
changée quand  on  leur  substitue  respectivement  deux  autres  infiniment 
petits  ol'  et  (S',  pourvu  que  les  rapports  -j-  et  -L-  aient  pour   limite 
l'unité. 
Eu  effet,  de  l'identité 

on  conclut  par  les  principes  de  la  méthode  des  limites 

a'  ,.       a,.       y.'  ..       3  ,.       a 

La  remarque  suivante  sert  souvent  à  reconnaître  que  le  rapj)ort  de 
deux  infiniment  petits  tend  vers  l'unité  : 

Si  [B  reste  compris  entre  deux  infiniment  petits  a  et  a'  dont  le 
rapport  tend  vers  l'unité,  il  en  sera  de  même  des  rapports  ,j  :  a  et 
(3  :  a'. 

En  effet,  en  divisant  l'inégalité 

a  >  ^  >  a' 

par  a  supposé  positif,  il  vient 

1  >  '-  >  — 

a        a 

et,  comme  a'  :  a  est  supposé  tendre  vers  l'unité,  il  suit  principe  IV 
(n*»  15)  que  [i  :  a  tend  vers  l'unité.  La  même  démonstration  s'applique 
au  rapport  [i  :  a', 

IL    La   limite   d'une   somme   d'infiniment  petits   de   même    sujne 

a, ,  ao a^i,   donl  le  nombre  n   aiu/metite  indéfiniment,   n'est  ])as 

changée  qttand  on  remplace  ces  infiniment  petits  par  d'autres 
{ji,,jo, t^H,  pourvu  que  tes  rapports  ,3,  :  a,  tendent  uniformé- 
ment vers  l'unité. 

Le  mot  uniformément  doit  être  entendu  eu  ce  sens  que,  (juelque 
petite  que  soit  la  fraction  donnée  £,  on  peut  prendre  n  assez  grand 
l)Our  qu'on  ait,  quel  que  soit  l'indice  », 

1  _£  <  &.  ^  1  4-e. 

a, 

S'il  en  est  ainsi,  on  aura,  en  supposant  les  y.  positifs, 
(l_e)a,  <:  p,  <  (l-fe)a/  ; 
puis,  en  additionnant  toutes  les  inégalités  semblables, 

(i  -  t,  ïa,  <    V|ij.  .^^  (1  +  ^]  vg,. 
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et,  par  conséquent, 

l-e<-^-<  l-h£. 
Sa/ 

D'ailleurs,  s  étant  aussi  petit  qu'on  le  veut,  on  en  conclut 

,;,„        ?■    +   ^.   +   +   '^<       ^     , 

«1  +  *-2  +  +  ^-n 

ce  qui  exige  que  ,3j  +  [So  + '^n  et  aj  +  a.  + +  y.n  aient  la 

même  limite  finie,  nulle  ou  infinie. 

19.  Ces  deux  principes  généraux  peuvent  revêtir  un  autre  énoncé 
moyennant  la  remarque  suivante  : 

Quand  deux  infiniment  petits  a  et  y.'  ont  pour  limite  de  leur  rapport 
Ihinité,  leur  différence  o  est  infiniment  petite  par  rapport  h  chacun 
d'eux,  et  réciproquement. 

En  efifet,  l'équation  o  =  a  —  y.'  peut  s'écrire 

y.'      y.'         • 

Le  second  membre  ayant  pour  limite  zéro,  il  en  est  de  même  du 
premier  et  o  est  infiniment  petit  par  rapport  à  a'.  Réciproquement 
si  §  est  infiniment  petit  par  rapport  à  a',  o  :  a'  tend  vers  zéro,  et  par 
conséquent,  a  :  a'  tend  vers  l'unité. 

Les  principes  de  substitution  peuvent  donc  aussi  s'énoncer  comme 
il  suit  : 

On  peut,  sans  changer  la  limite  d'un  rapport  ou  d'une  somme  d'infini- 
ment petits,  négliger  dans  chaque  ternie  une  quantité  infiniment  petite 
par  rapport  à  lui. 

Toutefois  l'énoncé  de  ce  principe  doit  être  complété  dans  le  cas 
d'une  somme  par  la  condition  contenue  sous  le  mot  uniformément 
dans  l'énoncé  primitif. 

L'utilité  de  ces  principes  consiste  en  ce  qu'ils  permettent  de 
négliger  dans  bien  des  cas  itrécisément  1^  parti^des  infiniment  petits 
qui  font  la  difiiculté  du  problème. 

^  4.  Des  fonctions  et  de  la  continuité  des  fonctions 
d'une  variable  réelle. 

20.  Des  variables  en  général.  —  Soit  x  une  variable  réelle,  c'est-à- 
dire  une  quantité  qui  peut  recevoir  une  infinité  de  valeurs  réelles. 
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On  dit  que  celte  variable  est  bornée  supérieurement  si  l'on  peut  assigner 
un  nombre  M  que  cette  variable  ne  peut  pas  surpasser.  Dans  ce  cas, 
il  existe  un  plus  petit  nombre  que  x  ne  peut  pas  surpasser.  En  effet, 
tous  les  nombres  se  partagent  en  deux  classes  A  et  B,  la  première 
renfermant  les  nombres  que  x  peut  surpasser,  et  la  seconde  ceux 
que  X  ne  peut  pas  surpasser.  11  n'y  a  pas  de  plus  grand  nombre  dans 
la  classe  A,  ce^qui  impliquerait  contradiction,  car  si  x  est  >  a,  il 
surpasse  encore  une  infinité  d'autres  nombres  >  a  ;  donc  le  nombre 
frontière  est  le  plus  petit  de  la  classe  B.  Ce  plus  petit  nombre  que  .r 
ne  peut  pas  surpasser  s'appelle  la  limite  supérieure  de  la  variable. 

On  dit  de  même  qu'une  variable  est  bornée  inférieuremcnt  si  l'on 
peut  assigner  un  nombre  m  en  dessous  duquel  elle  ne  jieut  i)as 
descendre.  Dans  ce  cas,  il  y  a  un  plus  grand  nombre,  jouissant  de 
cette  i)ropriété  et  il  s'appelle  la  limite  injérieure  de  cette  variable. 

On  dit  que  ces  limites  sont  accessibles,  si  l'on  peut  attribuer  à  la 
variable  ses  valeurs  limites.  Si  on  ne  le  peut  pas,  ces  limites  sont 
inaccessibles.  Supposons,  par  exemple,  que  x  désigne  une  fraction 
proprement  dite  quelconque,  les  limites  inférieures  et  supérieures 
de  X  seront  0  et  1,  mais  ces  limites  seront  inaccessibles,  puisqu'elles 
ne  sont  plus  fractionnaires. 

On  dit  que  la  variable  x  varie  dans  l'intervalle  {a,  b),  lorsqu'elle 
peut  recevoir  toutes  les  valeurs  comprises  entre  a  et  b,  y  compris  ces 
valeurs  extrêmes.  Nous  supposerons  toujours,  sauf  indication  con- 
traire, que  Ton  art  b.  Ces  noniDres  sont  donc  les  limites  infé- 
rieures et  supérieures  de  x  et  elles  sont  accessibles. 

Si  X  reçoit  toutes  ces  mêmes  valeurs  sauf  la  seule  valeur  a,  ou 
bien  sauf  la  seule  valeur  /^  ou  bien  encore  sauf  les  deux  seules  valeurs 
a  et  b,  on  écrit  respectivement,  pour  indiquer  que  ces  limites  sont 
alors  inaccessibles,  que  x  varie  dans  les  intervalles  [a  +  (»,  b),  ou 
bien  [a,  b  —  0),  ou  enfin  [o  4-  0,  />  —  Oi. 

La  variation  de  x  se  présente  géométriquement  par  le  déplacement 
d'un  point  sur  une  droite  indéfinie  00'  ;  on  porte  sur  00'  une  lon- 
gueur 0\  X  dans  un  sens  déterminé  i)ar  le  signe  de  x.  Sauf 
indication  contraire,  on  suppose  la  droite  borizontale  et  les  .segments 
positifs  comptés  de  gauche  à  droite.  l*ar  allusion  à  celte  représen- 
tation, une  valeur  particulière  de  x  s'appelle  un  point,  la  valeur  a; --« 
le  point  a,  etc. 

2 1 .  Des  fonctions  d'une  variable.  —  Etant  domiées  deux  variables 
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X  et  </,  on  dit  qu'elles  sont  fonctions  l'une  de  l'autre  dans  le  sens  le 
plus  général,  s'il  existe  une  dépendance  quelconque  entre  les  valeurs 
que  l'on  peut  attribuer  à  ces  deux  variables.  En  général,  on  considère 
une  des  deux  variables  comme  indépendante,  par  exemple  x.  La 
valeur  dé  x  peut  être  choisie  à  volonté,  mais,  .t  étant  donnée,  y  n'est 
plus  arbitraire.  On  dit  alors  que  .//  est  fonction  de  x  et  cette  dépen- 
dance s'exprime  par  la  notation 

On  étudie  dans  les  éléments  des  mathématiques  un  certain  nombre 
de  lonclions  particulièrement  simples,  dont  les  propriétés  sont  bien 
connues  et  que  l'on  représente  par  des  symboles  particuliers.  Ce  sont 
les  fonctions  élémentaires 

x'"',  Â"^,  sin  X,  etc. 

On  dit  que  la  fonction  f{x)  est  simple,  si  elle  n'est  susceptible  que 
d'une  seule  valeur  pour  chaque  valeur  de  x,  telles  sont  A''^,  sin  x,... 
Au  contraire,  la  fonction  est  à  déterminations  multiples  si  elle  est 
susceptible  de  plusieurs  valeurs  pour  chaque  valeur  de  x.  Telle  est 
la  fonction  \/x,  qui  peut  recevoir  deux  valeurs  de  signes  contraires 
pour  chaque  valeur  de  x. 

On  classe  les  fonctions  en  fonctions  explicites  et  implicites  suivant 
que  la  relation  entre  y  ei  x  est  donnée  par  une  équation  résolue  par 
rapport  à  la  fonction  //  ou  non  résolue  par  rapport  à  cette  fonction  ; 
en  fonctions  algébriques  ou  transcendantes  suivant  que  la  relation 
entre  y  et  x  peut  ou  ne  peut  pas  être  exprimée  par  une  équation  dont 
les  deux  membres  sont  des  polynômes  entiers  en  x  et  en  y.  Les 
fonctions  algébriques  se  partagent  elles-mêmes  en  rationnelles  ou 
irrationnelles,  suivant  que  l'équation  qui  lie  y  à.  x  est  du  premier 
degré  par  rapport  à  y  ou  ne  l'est  pas.  Une  fonction  rationnelle 
s'exprime  donc  par  le  quotient  de  deux  polynômes  entiers  en  x  ;  en 
pa)ticulier,  si  elle  se  réduit  à  un  polynôme,  on  dit  qu'elle  est  ration- 
nelle et  entière. 

Lorsque  la  relation  y  --  f{x)  qui  lie  y  bi  x  peut  être  résolue  par 
rapport  à  x,  de  telle  sorte  qu'on  en  tire  x  =  -^  {y),  la  fonction  -^  [y) 
s'appelle  la  fonction  inverse  de  f{x).   C'est  ainsi  que  les  foiîUons 

x"^,   A-^,    sin^'...  ont  respectivement  pour  inverses  x'",   logA-,  mt 
sina:,  etc. 
La  variation  d'une  fonction  se  représente  aussi  géométriquement. 
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On  trace  généralement  deux  axes  rectangulaires  OX  et  OY,  par  rap- 
port auxquels  on  détermine  les  coordonnées  xeiy  d'un  point.  L'équa- 
tion y  =  f{x)  sera  généralement  celle  d'une  courbe  plane,  que  l'on 
considère  comme  une  représentation  géométrique  de  la  fonction  f{x). 
Remarque.  —  Il  arrive  souvent  que  l'on  est  amené  à  considérer 
une  constante  ou  bien  la  variable  indépendante  elle-même  comme  des 
cas  particuliers  d'une  fonction.  Il  n'y  a  là  rien  qui  doive  surprendre, 
car  ces  cas  particuliers  se  rencontrent  déjà  dans  les  fontions  élémen- 
taires et  ce  sont  même  les  plus  simples.  Ainsi,  la  fonction  x"^  se  réduit 
à  t  pour  771  =-=  0  et  à  a;  pour  m  =  1 . 

22.  Oscillation  d'une  fonction  dans  un  intervalle  (a,  b).  —  Si  la  fonc- 
tion f{x)  est  bornée  dans  l'intervalle  (a,  b),  elle  a,  comme  on  le  sait 
(20),  une  limite  inférieiiir  m  et  une  limite  supérieure  M.  La  différence 
M  —  m  entre  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  f'{x)  dans  l'inter- 
valle {a,  b)  s'appelle  yoscillation  de  la  fonction  dans  cet  intervalle.  Si 
la  fonction  n'est  pas  bornée  dans  l'intervalle  {a,  b),  on  dit  que  son 
oscillation  est  infinie  dans  cet  intervalle. 

Suivant  ces  définitions,  si  l'oscillation  de  f{x)  est  finie  et  égale  à  M  —  m 
dans  l'intervalle  (a,  b)  et  que  l'on  partage  cet  intervalle  en  plusieurs 
autres  consécutifs  par  des  points  intermédiaires  :  1")  la  limite  supé- 
rieure de  la  fonction  sera  encore  M  dans  un  au  moins  des  intervalles 
partiels  et  ne  pourra  surpasser  M  dans  aucun  ;  2*»)  la  limite  inférieure 
-;^     sera  m  dans  un  au  moins  des  intervalles  partiels  et  ne  sera  inférieure 
'i   .   à  m  dans  aucun  ;  ::5°)froscillation  sera  égale  à  M  — ?«  dans  un  au  moins 
v^      des  intervalles  partiels  et  jne  sera  supérieure  à  M  —  m  dans  aucun, 
f  Enfin,  si  l'oscillation  de  f{x)  est  infinie  dans  l'intervalle  (a,  b),  elle  le 

sera  encore  dans  un  au  moins  des  intervalles  partiels. 

23.  Définitions  relatives  à  la  continuité.  —  I.  Lu  fonction  f{x]  est 
continue  nu  point  a,  ou  pour  x  a,  si  /'(x)  a  pour  limite  f{a)  quand  x 
tend  vers  a  iFune  manière  quelconque.  —  Autrement,  f[x\  est  conlinue 
au  point  a,  si  cette  fonclion  est  bornée  dans  l'intervalle  {a  —  5,  a  |  o) 
à  partir  d'une  valeur  positive  suffisammoit  petite  de  o  <■/  si  rosrillation 
de  f{x)  dans  cet  intervalle  a  pour  limite  zéro  avec  o. 

Ces  deux  définitions  sont  équivalentes.  En  efiét,  1°)  si /'(x)  tend 
vers  f{a)  quand  x  tend  vers  a,  à  tout  positif  nombre  t,  si  petit  qu'il 
soit,  correspond  un  nombre  o  tel  que  l'on  ait 

f{a)  -  t  <  f{x)  <  fia)  +  £, 
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sous  la  condition  \  x  —  a  \  <  3.  Donc  les  limites  supérieures  et  infé- 
rieures de  f{i')  dans  l'intervalle  [a  —  o,  a  -\-o)  seront  comprises  entre 
ces  mêmes  limites  f{a)  —  e  et  f{a)  +  s,  leur  différence  sera  <  2î  et 
elle  aura  pour  limite  0  avec  8.  2°)  Réciproquement,  si  l'oscillation  de 
fix)  dans  l'intervalle  (a  —  5,  a  +  5)  a  pour  limite  0  avec  o,  on  pourra, 
quelquepetitquesojt  s,  supposer /"(a-)  comprise  entre  f{a)  —  e  et /"(a)  -\-z, 
pourvu  que  jc  le  soit  entre  a  —  o  et  «  |-  o,  donc  [(x)  a  pour  limite  f{a) 
quand  x  tend  vers  a. 

On  dit  que  f{x]  est  continue  à  droite  du  point  a,  si  l'on  a,  h  restant 
positif, 

\imf{a  +  h)=f{a). 

Si  cette  relation  a  lieu,  h  restant  négatif,  on  dit  que  f{x)  est  continue 
à  gauche  du  point  a. 

Donc  une  fonction  continue  à  droite  et  à  gauche  du  point  a  est  con- 
tinue en  ce  point. 

II.  La  fonction  f{x)  est  continue  dans  l'intervalle  {a,  b)  si  elle  est 
continue  par  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b,  à  droite  du 
point  a  et  à  gauche  du  point  b. 

On  dit  que  f{x)  est  continue  dans  le  voisinage  du  point  a,  si  elle  l'est 
dans  l'intervalle  (a  —  s,  a  +  e)  à  partir  d'une  valeur  positive  suffisam- 
ment petite  de  t. 

m.  Si  la  fonction  f{x)  n'est  pas  continue  pour  x  a  ou  dans  l'inter- 
valle (a,  b),  on  dit  qu'elle  est  discontinue  au  point  a  ou  dans  linier- 
valle  [a,  b). 

24.  Continuité  des  fonctions  composées.  —  I.  La  somme,  le  produit, 
le  quotient  de  deux  jonctions  continues  au  point  a  ou  dans  Fintervalle 
ia,  b)  sont  des  fonctions  continues  en  ce  point  ou  clans  cet  intervalle, 
à  ynoins  qu'une  fonction  prise  comme  diviseur  ne  s  annule. 

Ces  théorèmes  résultent  immédiatement  des  principes  correspon- 
dants de  la  théorie  des  limites  (n"  15),  Démontrons,  par  exemple,  le 
dernier.  Soient /(.r)  et  ¥[x)  deux  fonctions  continues  au  points; 
si  Y  [a)  n'est  pas  nulle  et  si  x  tend  vers  a,  la  limite  du  quotient 
f{x)  :  Y{x)  sera  égale  au  quotient  des  limites  f{a)  :  F  (a).  Donc  f{x)  :  F  [x) 
est  continue  au  point  a.  En  second  lieu,  si  f[x)  et  Y{x)  sont  continues 
dans  rinlervallo  [a,  b\  et  que  Y [x)  ne  s'annule  pas  dans  cet  inter- 

2 
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valle,  le  quotient  f{x)  :  ¥{x)  sera  continu  pour  toutes  les  valeurs  de  x, 
donc  dans  l'intervalle  {a,  b). 

II.  Soient  u  =-  f{a')  ety  =  ¥  (m)  ;  si  f{x)  est  continue  pour  x  ~  aet  Y{ii) 
continue  pour  ii  =  f{a),  y  sera  fonction  continue  de  x  au  point  a. 
On  a.  en  effet,  x  tendant  vers  a. 

lim  ¥[f{x)]  =  F  [lim  f(x)]=^  F[/"(a)]. 

Nous  concluons  de  là  que  les  fonctions  composées  par  addition,  mul- 
tiplication, division  ou  superposition  du  signe  fonctionnel  ne  peuvent 
être  discontinues  que  si  l'une  des  (onctions  composantes  est  discon- 
tinue ou  si  l'une  des  fonctions  servant  de  diviseur  peut  s'ai\nuler. 

25.  Discontinuité.  —  Si  la  fonction  f{j:)  est  discontinue  au  point  «, 
on  dit  que  a  est  un  i^oiyit  de  discontinuité.  Ce  cas  se  présente,  sous  une 
première  forme,  si  la  fonction  f[x)  n'est  bornée  dans  l'intervalle  [a  —  o, 
a  -\  o)  pour  aucune  valeur  de  ô  si  petite  qu'elle  Foit  ;  on  dit  alors  que  la 
discontinuité  de  f{x)  est  infinie  au  poi)d  a.  Sinon,  roscillatibn  de  /"{ce), 
qui  est  constante  ou  décroissante  quand  o  diminue,  tend  vers  une  limite 
déterminée  quand  o  tend  vers  zéro.  Cette  limite  s'appelle  la  discontinuité 
de  f[x)  au  point  a. 

Cette  discontinuité  s'appelle  la  discontinuité  totale  par  opposition  avec 
les  discontinuités  de  f[x)  à  droite  et  à  gauche  du  point  a.  Celles-ci  se 
définissent  comme  la  première,  mais  en  considérant  la  limite  de  l'oscilla- 
tion respectivement  dans  les  intervalles  («,  a  —  o)  et  [a  —  o,  a). 

Suivant  leurs  définitions,  toutes  ces  discontinuités  sont  donc  essen- 
tiellement positives.  Dire  qu'elles  sont  nulles  revient  à  dire  que  la  fonc- 
tion est  continue  au  point  a. 

26.  Théorème.  —  Soit  e  iin  nombre  positif;  s'il  est  impossible,  en 
intercalant  un  nombre  convenable  de  points  de  sididivison  entre  a  et  b, 
de  partager  Vintervcdle  (a,  b)  en  intervalles  consécutifs,  de  telle  sorte 
que  Voscillcdion  de  f(x)  soit  <  t  dans  chacune  de  ces  parties  consccu- 
tives^  il  existe  dans  l'intervalle  [a,  b)  un  point  au  moins  où  la  disconti- 
nuité de  f[x)  est  —  ou  >  e.  Ce  point  peut  être  a  ou  b,  mais  ccst  cdors 
la  discontinuité  à  droite  du  point  a  ou  la  discontinuité  a  gauche  du 
fioint  b  qui  sera   -■-  ou  >  i. 

Admettons  que  l'impossibilité  supposée  dans  cet  énoncé  ait  lieu  i)our 
'l'intervalle  irt,  b]  et  partageons  cet  intervalle  en  deux  autres  par  son 
point  milieu.  L'impossibilité  subsistera  dans  l'une  au  moins  de  ';es  deux 
parties,  sinon  elle  n'existerait  pas  dans  l'intervalle  total.  Soit  (ûj,  6,) 
celle  des  deux  moitiés  dans  laquelle  l'impossibilité  subsiste,  ou  l'une 
quelconque  des  deux   moitiés  si  l'impossibilité  subsiste  dans  toutes  les 
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deux.  Partageons  de  même  («j,  b^)  en  deux  parties  égales  et  désignons 
par  («2,  ^o)  l'une  des  deux  moitiés  dans  laquelle  l'impossibilité  subsiste 
encore.  Partageons  {a.,,  h„)  en  parties  égales  et  continuons  ainsi  de  suite. 
Nous  formerons  deux  suites  de  nombres  «j,  a^,.,  a»,.,  et  h^,  b^,..  bu  ,.. 
l'une  stationnaire  ou  croissante,  l'autre  stationnaire  ou  décroissante, 
et  tendant  vers  la  même  limite  c,  puisque  b,^  — On  =  {b  —  «)  :  2''  a  pour 
limite  0.  Le  point  c  appartient  donc  a  un  intervalle  {a,i ,  bn)  aussi  petit  que 
l'on  veut  et  intérieur  à  (a,  b)  dans  lequel  l'oscillation  de  f{.r)  est  = 
ou  >  i.  Donc  la  discontinuité  au  pointe  est  =  ou  >  5.  Enfin,  si  c  coïncide 
avec  a  ou  avec  b,  la  discontinuité  se  détermine  en  ne  tenant  compte 
que  des  valeurs  do  f{x)  à  droite  de  a  ou  à  gauche  de  b,  ce  qui  acliève  la 
démonstration  du  tliéorème. 

27.  Propriétés  des  fonctions  continues  d'une  variable.  —  I.  Si  f(x) 
est  continue  au  point  a,  et  ne  s'annule  pas  en  ce  point,  f{x)  sera  de  même 
signe  que  f{a'}  dans  riniervalle  [a  ^  S,  «  +  o)  pourvu  qu'on  ciwisisse  o 
suffisamment  petit . 

En  effet,  f{x)  ayant  pour  limite  /(«)  quand  x  tend  vers  a,  on  peut 
choisira  assez  Betit  pour  qu'on  ait     :  ^  \^,  u 

-^^i-iR)  \~li0i^4  I  A^)  -  /(<ï)  I  <  I  /■(«)  I  ,^. 
sous  la  condition   |^  —  a  |  <  S.  Cela  fait,  !a  somme 

fia)+[f[x)-na)], 

qui  est  égale  à  l\x),  smva.  le  signe  de  son  premier  terme  fia)  dans  l'in- 
tervalle (a  —  S,  a  -\-o). 

II.  Si  f[x)  est  continue  dans  V intervalle  {a,  b),  f{x)  est  bornée  supé- 
rieurement et  inférieurement  dans  cet  intervalle. 

Soit  X  une  quantité  qui  varie  depuis  a  jusqu'à  b  ;  la  fonction  f(x) 
étant  continue  au  pomt  a,  sera  bornée  par  hypothèse  dans  l'intervalle 
(«,  X)  pourvu  que  X  soit  suffisamment  voisin  de  a  (no  23).  Soit  ;  la 
limile  supérieure  des  valeurs  de  X  pour  lesquelles  f{x)  est  bornée 
dans  l'intervalle  [a,  X),  de  sorte  que  la  fonction  f{x)  sera  bornée  dans 
l'intervalle  (a,  z  —  t)  quelque  petite  que  soit  la  fraction  positive  s.  Cette 
fonction  sera  encore  bornée  dans  l'intervalle  (ç  —  s,  ç)  si  l'on  suppose  s 
suffisamment  petit,  puisque  f{x)  est  continue  au  point  ;.  Donc,  P)  la 
fonction  f{x)  est  bornée  dans  l'intervalle  («,  ;j  formé  par  la  réunion 
des  deux  précédents.  Enfin  2°)  je  di5  que  ^  est  égal  à  b,  car,  si  ;  était 
<  b,  f{x)  qui  est  continue  au  point  ç  serait  encore  bornée  dans  l'inter- 
valle suffisamment  petit  (;,  ;-{-£),  donc  dans  l'intervalle  total  [a,  ç  -\- 1) 
et  i  ne  serait  par  la  limite  supérieure  que  l'on  a  supposée. 
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Ce  théorème  est  aussi  une  conséquence  immédiate  de  celui  du  n°  26. 
Puisque  fix)  n'a  pas  de  discontinuité  dans  l'intervalle  [a,  b],  on  peut, 
le  nombre  positif  s  étant  donné,  trouver  un  mode  de  division  de  l'inter- 
valle [a,  b)  en  parties  consécutives,  tel  que  l'oscillation  de  f[x)  soit  <  t 
dans  chacune  d'elles.  Soit  n  le  nombre  de  ces  parties  ;  la  fonction  f[x) 
restera  comprise  entre  f{a)  —  m  ei  f[a)  +  n  z. 

III.  Si  la  fondion  f{x)  est  continue  dans  rintervalle  (a,  b),  ses  liinitcs 
supérieure  et  inférieure  sont  toujours  accessibles,  c'est-à-dire  qu'il 
existe  toujours  au  moins  deux  valeurs  de  x  dans  l'intervalle  {a,  b)  qui 
don7ient  à  f{x)  ses  valeurs  maximum  et  minimum  M  et  m. 

Faisons  la  démonstration  pour  la  limite  M.  A  cet  effet,  considérons 
la  fonction  continue,  non  négative,  M  —  f{x).  Cette  fonction  peut 
décroître  en  dessous  de  tout  nombre  positif  donné  t,  puisque  f{x)  peut 
surpasser  tout  nombre  inférieur  à  M.  Donc  la  fonction  1  :  \^i  —  f{x)\ 
peut  surpasser  tout  nombre  assignable  et  elle  n'est  pas  bornée  dans 
l'intervalle  (a,  b).  Par  conséquent,  cette  nouvelle  fonction  est  discon- 
tinue (II),  ce  qui  n'a  lieu  {n°  24)  que  si  M  —  f{x)  s'annule  dans  rinter- 
valle (a,/'). 

IV.  Si  la  fonction  f[x)  est  continue  dans  l'intervallo  (rt,  b)  et  qu'on 
divise  cet  intervalle  en  intervalles  jmrtiels  consécutifs,  à  tout  nombre 
positif  2t,  si  petit  qu'il  soit,  correspond  nn  nombre  o  tel  que  l'oscillation 
de  f{x)  dans  chaque  intervalle  partiel  soit  inférieure  à  2z  pourvu  que 
V étendue  de  chaque  intervalle  partiel  soit  inférieure  à  o. 

En  effet,  on  peut  trouver  un  premier  mode  de  décomposition,  tel  que 
l'oscillation  de  fix)  soit  inférieure  à  £  dans  chaque  intervalle  partiel, sinon 
la  fonction  aurait  une  discontinuité  >  i  en  un  point  de  l'intervalle  («,  b) 
et  ne  serait  pas  continue  (n°  26).  Soito  l'étendue  du  plus  petit  de  ces  inter- 
valles. Si  l'on  considère  un  autre  mode  de  subdivision  en  intervalle  •  ^, 
un  intervalle  de  ce  second  mode  de  subdivision  ne  pourra  s'étendre  sur 
plus  de  deux  intervalles  du  premier  mode.  Donc  l'oscillation  de  la  fonction 
dans  cet  intervalle  ne  surpassera  pas  la  somme  des  oscillations  de  /'(.r) 
dans  deux  intervalles  du  premier  mode.  Elle  restera,  par  conséquent, 
inférieure  à  £   |-  e  —  2^ 

On  énonce  souvent  le  théorème  précédent  en  disant  qu'une  fonction 
continue  dans  un  intervalle  {a,  b)  l'est  unifonnéynent  dans  cet  intervalle. 

V.  Si  lu  fonction  f{x)  est  continue  dans  l'intervalle  [a,  b)  et  si  /(«)  et 
f(b)  sont  (le  signes  contraires,  f{x)  fi'annule  pour  une  valeur  ^  de  x  com- 
prise dans  l'intervalle  {a,  b). 

Remarquons  d'abord  que  f(.v)  aura  le  signe  de  fia^  pour  x  suflisam- 
ment  voisin  de  a  et  celui  de  f{b)  pour  x  sullisamment  voisin  de  b  (I). 
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Donc,  si  nous  désignons  par  ;  la  limite  inférieure  des  valeurs  de  j 
comprises  entre  a  et  b  pour  lesquelles  f{a)  et  f(x)  sont  de  signes  con- 
traires, ;  sera  >  a  et  <  b.  On  aura  f{c)  =  0,  car  si  /"(?)  avait  un  signe 
déterminé,  [{ce)  garderait  ce  signe  dans  l'intervalle  (;  —  B,  ç  -f  S)  pour- 
vu que  0  soit  suffisamment  petit  (I),  et  i  ne  serait  pas  la  limite  infé- 
rieure des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  f{x)  a  un  signe  particulier. 

VI.  Si  la  fonction  fix)  est  continue  dans  Vintervalle  [a,  b),  cette 
fonction  peut  prendre,  dans  l'intervalle  {a,  b),  toute  valeur  comprise  entre 
t(a)et  f{b). 

En  effet,  soit  A  une  quantité  comprise  entre  ces  deux  valeurs,  la 
fonction  continue  f{x)  —  A,  prenant  des  valeurs  de  signes  contraires 
pour  x  =  a  et  X  =  b,  s'annulera  en  un  point  intermédiaire  ;  et  l'on 
aura,  par  conséquent,  f{q)  =  A. 

On  énonce  souvent  cette  propriété  en  disant  qu'une  fonction  con- 
tinue dans  un  intervalle  (a,  b)  ne  peut  passer  d'une  valeur  à  une  autre 
sans  passer  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 

Exercices. 

1.  Soit  ce  une  variable  positive  et  [x]  le  plus  grand  entier  contenu 
dans  X.  On  considère  la  fontion  ./; —  [x].  Prouver  :  P)  qu'elle  est  dis- 
continue pour  les  valeurs  entières  de  x  et  continue  pour  les  autres  valeurs  ; 
2°)  que  sa  limite  inférieure  est  0  et  sa  limite  supérieure  1,  dans  tout 
intervalle  comprenant  un  nombre  entier  ;  3°)  que  cette  limite  inférieure 
est  accessible  et  cette  limite  supérieure  inaccessible. 

2.  La  fonction  sin  —  est  définie,  sauf  pour  a;  ==  0  ;  on  lui  donne,  pour 
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compléter  sa  définition,  la  valeur  0  pour  x  =  0.  Prouver  :  1°)  que  cette 
fonction  est  discontinue  pour  a;  =  0  et  que  sa  discontinuité  est  égale  à  2  ; 
2°)  que  cependant,  dans  tout  intervalle  comprenant  le  point  0,  la  fonc- 
tion ne  peut  passer  d'une  valeur  à  une  autre  sans  passer  par  toutes  les 
valeurs  intermédiaires. 

3.  On  définit  la  fonction  cp(a;)  en  posant  cp(j;)  =  —quand  x  est  ration- 
nel et  égal  à  une  fraction  irréductible  ±  jo  :  5»  et  'Mx)  —  0  quand  x  est 
irrationnel.  Prouver  :  1"  que  ':,[x)  est  continue  pour  toute  valeur  irra- 
tionnelle de  X  ;  2°)  discontinue  pour  toute  valeur  rationnelle  ;  3°)  que  la 
discontinuité  est  égale  à  la  fonction  elle-même. 

Cet  exemple  prouve  qu'il  existe  des  fonctions  telles  qu'il  y  ait,  dans 
tout  intervalle  si  petit  qu'il  soit,  une  infinité  de  points  où  elles  sont 
continues  et  une  infinité  d'autres  où  elles  sont  discontinues. 

4.  On  peut  définir  la  continuité  en   un  point  et  dans  un  intervalle 
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{a,  h)  comme  au  n°  23,  mais  en  ne  donnant  à  la  variable  indépendante  .r 
que  des  valeurs  rationnelles.  Ceci  posé,  soit  f{x)  une  fonction  définie 
pour  les  valeuj's  rationnelles  de  x  seulement,  et  continue  pour  toutes  ces 
valeurs  dans  l'intervalle  [a,  h).  Existe -t -il  une  fonction  F  (.ri,  continue 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  dans  l'intervalle  (r/,  b)  et  qui  coïncide 
avec  f[x)  pour  .r  rationnel? 

R.  Oui,  si  la  continuité  de  f[x)  est  uniforme  [c'est  à  dire  si  la  pro- 
priété IV  du  n°  27  s'applique  à  f[x)]  ;  non,  dans  le  cas  contraire.  On  le 
prouvera  en  montrant  que,  dans  le  cas  de  l'affirmative,  f{x)  tend  vers 
une  limite  déterminée  ¥{%)  quand  .v  tend  vers  une  valeur  irrationnelle  a. 

§  5.  Fonctions  de  plusieurs  variables. 

.28.  Des  variables,  des  fonctions  et  de  leurs  limites.  —  Si  les  valeurs 
que  reçoit  la  variable  //  dépendent  des  valeurs  qu'on  attribue  à 
plusieurs  autres  variables  .r,  </,...  on  dit  que  u  est  une  fonclion  de 
ces  variables  et  l'on  écrit  u  =  j\x,  </,•••)•  La  fonction  est  simple  ou 
à  déterminations  multiples,  selon  qu'elle  est  susceptible  d'une  seule  ou 
bien  de  plusieurs  valeurs  pour  chaque  système  de  valeurs  de  x,  y,... 
La  fonction  est  algébrique  ou  transcendante,  rationnelle  ou  irration- 
nelle, implicite  ou  explicite^  comme  dans  le  cas  des  fonctions  d'une 
seule  variable. 

On  dit  que  les  variables  x,  y,...  varient  dans  le  domaine  D  limité 
par  les  valeurs  «,  et  a^  de  x,  b^  et  b^  de  //,..  lorsqu'on  peut  donner  à 
X,  y,.,  respectivement  toutes  les  valeurs  comprises  entre  ces  limites 
et,  de  plus,  ces  valeurs  limites  elles-mêmes.  Les  points  où  l'une  des 
variables  au  moins  prend  une  de  ses  valeurs  limites  forment  la  fron- 
tière du  domaine  D. 

Lorsque  les  variables  {x,  y,...)  varient  dans  le  domaine  D,  la  (onc- 
tion f{x,  //,...)  peut  être  bornée  supérieurement  et  inférieurement. 
Dans  ce  cas,  ses  limites  supérieure  et  inférieure  et  son  oscillation  se 
délinissent  comme  dans  le  cas  des  fonctions  d'une  seule  variable. 

Ce  que  nous  avons  dit  (n°  21)  de  ces  divers  éléments,  dans  le  cas 
où  l'on  considère  le  partage  d'un  intervalle  {a,  b)  en  plusieurs  autres, 
peut  évidemment  se  répéter  si  l'on  considère  le  partage  en  plusieurs 
autres  d'un  domaine  D. 

29.  Représentation  géométrique.  —  Quand  on  considère  deux  varia- 
bles X  et  y  seulement,  leiu-  variation  simultanée  se  représente  géomé- 
triquement par  le  déplacement  d'un   point  >I   du   plan  qui  a  pour 
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coordonnées  rectangulaires  x  et  y.  Le  domaine  D  limité  par  les 
valeurs  «i  et  a.^  de.r,  b^  et  b,  de  y  est  alors  figuré  par  le  rectangle 
dont  les  côtés  ont  pour  équations  .i  =  ai,  x  ^  a.  et  y  -^  bi,  y  =^  b,. 
Quand  x  ei  y  varient  dans  ce  domaine,  le  point  représentatif  du 
système  peut  prendre  toutes  les  positions  comprises  dans  l'intérieur 
et  sur  le  contour  du  rectangle.  Par  allusion  à  cette  représentation, 
un  système  de  valeurs  de  x  et  y  s'appelle  un  point,  le  système  a,  b  le 
-point  (a,  b),  etc.  La  représentation  géométrique  s'étend  au  cas  de  trois 
variables  à  condition  de  considérer  le  déplacement  du  point  M  dans 
l'espace.  Au  delà,  la  représentation  géométrique  fait  défaut,  mais  la 
terminologie  que  nous  venons  d'indiquer  S'étend  au  cas  général. 

30.  Définitions  relatives  à  la  continuité.  —  L  Une  fonction  f{x,  y,...) 
est  continue  au  point  {a,b,...)  si  f{x,  y,...)  a  pour  limite  f  [a,  b,...) 
quand  X,  y,...  tendent  respectivement  vers  a,  b...,  d'une  Jiianière  quel- 
conque ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'oscillation  de  f{x,y,...)  dans 
le  domaine  infiniment  petit  limité  par  les  valeurs  a  :iz  t  de  x,  b  ±  7,  de 
y,...  a  pour  limite  0  quand  s,  y,,...  tendent  vers  zéro. 

IL  On  dit  que  f{x,  y,...)  est  continue  dajis  le  domaine  D  limité  par 
les  valeurs  a^  et  a.,  de  x,  b^  et  b..  de  y,..,  si  elle  est  continue  en  toutpoint 
i)itéi'ieur  à  ce  domaine  et  en  tout  point  de  sa  frontière.  Seulement,  sur 
la  frontière  du  domaine  D,  la  condition  de  continuité,  exprimée  par 
l'équation 

\mfix,y,...)  =  f[\imx,\imy,...), 
est  seulement  relative  au  cas  où  les  variables  tendent  vers  leurs  limites 
sans  sortir  du  domaine  D. 

Une  fonction  f{x,  y,...)  est  continue  dans  le  voisinaf/e  d'un  point 
{a,  b,...)  lorsqu'elle  est  continue  dans  un  domaine  suftisamment  petit, 
comprenant  ce  point,  sans  que  ce  point  fasse  partie  de  la  frontière  de 
ce  domaine. 

IIL  Lorsqu'une  fonction  n'est  pas  continue  au  point  (a,  b,...),  on  dit 
qu'elle  est  discontinue  en  ce  point. 

31.  Continuité  des  fonctions  composées.  —  L  La  somme,  le  produit, 
le  quotient  de  deux  fonctions  continues  sont  des  fonctions  continues, 
sauf  si  une  fonction  prise  comme  diviseur  s'annule. 

La  démonstration  est  la  même  que  pour  les  fonctions  d'une  seule 
variable  (n°  24). 


—  24  — 

II.  Si  u,  V,...  sont  des  foncHons  conthiues  de  x, .//,...  et  si  F  (//,  v,...) 
est  une  fonction  continue  de  u,  v,...,  V  sera  aussi  fonction  continue  de 
x,y.... 

Faisons  tendre  x,  y,...  vers  Xo,  //o,---  et  soient  Uo,  Vo,--.  les  valeurs 
de  u,  V,...  en  ce  point.  Les  fonctions  étant  continues,  on  aura  effecti- 
vement : 

lim  F  (m,  ?',...)  -=-  F  (Uni  //,  liin  r,...)  =-  F  (Mo,  Vo,...) 
De  là  nous  concluons  encore  que  les  fonctions  composées  de  plu- 
sieurs variables  ne  peuvent  devenir  discontinues  que  si  l'une  des 
fonctions  composantes  devient  discontinue  ou  si  l'on  doit  faire  une 
division  par  zéro.  Ce  résultat  généralise  celui  obtenu  au  (n^  24)  et  le 
renferme  comme  cas  particulier. 

32.  Discontinuité.  —  Si  la  fonction  f[x,y,...)  n'est  pas  continue  au 
point  (a,  h,...),  elle  peut  être  illimitée  dans  le  domaine  [a  ±  s,  6  ±  tj,...) 
quelque  petit  que  soit  ce  domaine.  On  dit  alors  que  la  discontinuité  au 
point  («, 6,...) est  infinie.  Sinon,  l'oscillation  de  f{x,y,...)  sera  elle  même 
variable  si  l'on  suppose  que  t,  t,,...  tendent  vers  zéro.  La  limite  inférieure 
de  cette  variable  s'appelle  la  discontinuitc  de  f[:i\  y,..)  au  point  [a,  h,..). 

33-  Les  fonctions  continues  de  plusieurs  variables  jouissent  de  pro- 
priétés analogues  à  celles  d'une  seule  variable.  Comme  la  généraMsation 
se  fait  d'elle-même,  nous  allous  les  exposer  en  nous  bornant,  pour  plus 
de  simplicité,  aux  fonctions  de  deux  variables.  Nous  établirons  d'abord 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soient  s  un  nombre  positif  et  f  [x^  y)  une  fonction  de 
deux  variables  .r,  y,  qui  varient  dans  un  domaine  rectangulaire  D.  S'il 
est  impossible,  en  menant  dans  Vintérieur  du  rcctcingle  D  des  parallèles 
aux  côtés,  de  le  décotnposer  en  un  nombre  suffisant  de  domaines  rectan- 
gidaires  suffisamment  petits  pour  que  C oscillation  de  f{x,  y)  dans  cha- 
cun d'eujc  soit  <,  £,  il  y  a  dans  le  domaine  D  un  point  au  ynoins  où  Uc 
discontinuité  de  f{x,  y)  est       ou    >  t. 

En  effet,  décomposons  D  en  quatre  rectangles  égaux  par  les  droites 
qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  ;  l'impossibilité  supposée  dans 
le  théorème  subsistera  dans  l'une  au  moins  des  quatre  parties,  par  exem- 
ple dans  D,.  Partageons  D,  en  quatre  rectangles  égaux  de  la  même 
manière  ;  l'impossibilité  subsistera  encore,  dans  l'une  au  moins,  D^,  des 
quatre  parties.  Partageons  encore  D^  et  continuons  ainsi  de  suite  indéfi- 
niment ;  nous  formerons  une  suite  indéfinie  de  rectangles  D,  D,,  D»,... 
I),,,...  successivement  intérieurs  les  uns  aux  autres  et  de  côtés  indéfini- 
ment décroissants.  Désignons  en  général  pai*  {a„  ,  b„  ]  les  coordonnées  du 
sommet  du  rectangle  D,i  qri  a  les  plus  petites  coordonnées  ;  alors  les 


suites  de  quantités  (îj,  a^,...  «/),...  et  b^,  f>.^,...  b,)y...  seront  stationnaires 
ou  croissantes  et  comme  elles  restent  finies,  elles  convergeront  vers  des 
valeurs  déterminées  ;  et  r,.  Le  point  (:,  r,)  sera  à  l'intérieur  ou  sur  le 
contour  d'un  rectangle  Dn  arbitrairement  petit  et  dans  lequel  l'oscillation 
de  f{x,  y)  est  =  ou  >  £,  Donc  la  discontinuité  de  cette  fonction  au  point 
(^,  -ri)  sera  =  ou  >  £.  C.  Q.  F.  D. 

Le  point  (ç,  t,)  peut  être  situé  sur  le  contour  du  rectangle  D,  mais  alors 
il  est  à  remarquer  que  la  discontinuité  sera  =  ou  >  e  en  ce  point,  même 
si  l'on  ne  tient  aucun  compte,  pour  le  déterminer,  des  valeurs  de  f[x,  y) 
à  l'extérieur  du  rectangle  D.  La  discontinuité  dont  il  s'agit  est  relative  à 
la  variation  de  f  [x,  y)  dans  le  rectangle  D  exclusivement. 

34.  Propriétés  des  fonctions  continues  de  deux  variables.  —  I.  Si 
f{x,  y)  est  continue  dans  le  domaine  rectangulaire  D  et  qu'on  divise  D 
en  domaines  rectangulaires  partiels,  à  tout  nombre  z,  si  petit  qu'il  soit, 
correspond  un  nombre  o  tel  que  l'oscillation  de  f{x,  y)  soit  iti/erieicre 
ci  £  dans  chaque  domaine  partiel,  pourvu  que  tous  ces  domaines  aient 
leurs  côtés  <  o. 

Remarquons  d'abord  qu'il  existe  au  moins  un  mode  de  subdivision  en 

parties  rectangulaires,  tel  que  l'oscillation  de  f{x,y)  soit  <  ~  dans  chaque 

partie,  sinon  le  théorème  du  no  précédent  prouverait  que  la  fonction  est 
discontinue  dans  le  domaine  D.  Supposons  ce  résultat  obtenu  par  un 
premier  mode  de  subdivision  en  rectangles  dont  les  côtés  soient  tous 
>  o;  je  dis  que  cette  quantité  o  réalise  la  condition  du  théorème.  En 
effet,  dans  tout  mode  de  subdivision  de  D  en  rectangles  de  côtés  <  o,  une 
partie  quelconque  ne  peut  s'étendre  sur  plus  de  quatre  rectangles  diffé- 
rents du  premier  mode  de  subdivision,  donc,  dans  cette  partie,  l'oscilla- 
tion de  f(x,  y]  ne  surpassera  pas  4 1  -^  ]=  s. 

II.  Une  fonction  continue  dans  le  domaine  I)  est  bornée  supérieure- 
ment et  inférieurement  dans  ce  domaine. 

Donnons-nous  un  nombre  t  et  décomposons  D  en  parties  assez  petites 
pour  que  l'oscillation  de  f{x,  y)  dans  chacune  d'elles  soit  <  £,  ce  qui  est 
possible  d'après  la  propriété  précédente.  Soit  n  le  nombre  de  ces  parties 
et  (a,  b)  un  point  quelconque  de  D,  à  l'intérieur  de  D,  f{X,  y)  restera 
comprise  entre  f{a,  b)  —  n  z  et  /"(«,  b)   |   w  z. 

III.  Une  fonction  continue  dans  le  domaine  D  atteint  dans  ce  domaine 
ses  limites  supérieures  et  inférieures. 

Même  démonstration  que  dans  le  cas  d'une  seule  variable  (n**  27). 

>5  6.  Fonctions  élémentaires. 

35.  Les  définitions  des  fonctions  exponentielle  et  logarithmique 
appartiennent  aux  éléments  de  l'algèbre.  Ces  définitions  et  les  pro- 
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priétés  fondamentales  de  ces  fonctions  sont  déjà  familières  à  ceux  qui 
abordent  l'étude  de  l'analyse  infinitésimale.  En  les  rappelant  briève- 
ment ci-dessous,  notre  but  est  do  les  rattacher  aux  principes  géné- 
raux et  de  faire  saisir  dans  son  ensemble  la  chaîne  des  déductions  qui 
y  conduisent. 

36.  Exposants  fractionnaires.  —  Dans  sa  signification  primitive,  un 
exposant  indique  le  nombre  des  facteurs  égaux  d'un  produit  :  x"'  désigne 
le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  .'■.  On  généralise  déjà  en  algèbre  élé- 
mentaire la  notion  des  exposants  par  la  définition  des  exposants  fraction- 
naires. Si  a  désigne  un  nombre  positif  quelconque,  l'équation  .r"  -  «  oîin 

est  un  entier  positif  a  une  racine  positive  et  une  seule  que  l'on  appelle  la 

1 

racine  arithmétique  nf^"^<^  de  a.  On  la  représente  par"V«  ou  «".  On 
pose  ensuite,  par  définition,  a"  =  "\/ a" ,x'^  -^  1,X'^=    — ^'  ^  désignant 

une  fraction  quelconque.  Ces  définitions  suffisent  pour  établir,  sans 
aucune  difficulté,  toutes  les  l'ègles  du  calcul  des  exposants  rationnels 
positifs  et  négatifs.  Nous  supposerons  ces  résultats  acquis  dans  les  élé- 
ments. 

37.  Fonction  exponentielle.  —  Soit  a  un  nombre  positif,  la  définition 
de  la  fonction  a-''  résulte  de  celle  des  exposants  fractionnaires  pour 
toutes  les  valeurs  rationnelles  de  x.  Lorsque  x  varie  sans  cesser  d'être 
rationnel,  la  fonction  a^'  est  continue  pour  chaque  valeur  de  x  et  elle 
varie  en  croissant  de  0  à  1  et  de  1  à  ce  auand  x  lui-même  varie  dans  le 
même  sens  de  —  oc  à 0  et  de  0  à  oc  .  Cette  propriété  permet  de  définir,  par 
un  passage  à  la  limite,  la  fonction  «-^pour  les  valeurs  irrationnelles  de  x 
et  de  donner,  par  conséquent,  la  définition  des  e.vposayits  irrationnels.  Sia 
est  irratioimel  a^  sera  la  limite  de  a-^'  quand  x  tendra  vers  a  sans  cesser 
d'être  rationnel.  La  fonction  «'se  trouve  maintenant  définie  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  de  .r,  elle  est  encore  constamment  croissante  avec.r  et 
continue  pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable. 

Les  propriétés  essentielles  de  la  fonction  exponentielle  sont  exprimées 
par  les  équations 

Celles-ci  se  démontrent  directement  dans  le  cas  des  exposants  fraction- 
naires et  elles  s'étendent  par  un  passage  à  la  limite  au  cas  des  exposants 
irrationnels.  Nous  sui»poserons  encore  ces  résultats  acquis  dans  les  élé- 
ments. 

38.  Fonction  logarithmique.  —  Soit  a  un  nombre  •  1  ;  le  logarithme 
d'un  nombre  positif  m  dans  le  svstèrae  de  logai'itlimes  dont  la  base  est  a 
est  l'exposant  auquel  il  faut  élever  a  pour  reproduire  m.  Tout  nombre 
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positif  w.  a  un  logarithme  et  un  seul  dans  la  base  a,  car  «-"^ croissant  de 
0  à  oc  quand  x  croit  de  — yo  à  +  >:,  l'équation  a^  =  ni  a  une  racine  et 
une  seule.  Nous  représenterons  cette  racine  par  Log^,  a;. 

La  fonction  Log^,*'  est  définie  par  là  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et 
positives  de  x  sauf  .'•  =;  0  ;  elle  croit  successivement  de  —  oo  à  0,  de 
0  à  1  et  de  1  à  l'infini,  quand  x  lui  même  croit  de  Oà  1  de  1  à  r<  et  de  a 
à  l'infini.  Elle  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  o:  sauf  x  ^^O. 

Ses  propriétés  fondamentales  correspondent  à  celles  de  l'exponentielle 
a-'\  elle  sont  exprimées  par  les  équations 

Log^, .';  +  Log„  y  =  Log,,  xy,  Log«  x"^  =  m  Log„  x. 

39.  Puissance  quelconque.  —  Lorsque  la  variable  x  est  positive,  la 
puissance  oc^'-  est  définie  par  ce  qui  précède  pour  toutes  les  valeurs 
réelles,  rationnelles  ou  non,  de  a.  On  a,  en  effet,  le  logarithme  étant  pris 
dans  la  base  A, 

Cette  fonction  s'exprime  donc  au  moven  des  fonctions  exponentielle 
et  logariti)mique.  Elle  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x  >  0. 

40.  Fonctions  circulaires  directes,  —  Les  fonctions  trigonométriques 
sont  définies  clans  les  éléments  par  des  considérations  géométriques. 
Nous  supposerons  connues  leurs  propriétés  les  plus  élémentaires. 
Toutes  les  fonctions  trigonométriques  peuvent  se  définir  au  moyen 
de  l'une  d'elles,  considérée  comme  fondamentale,  par  exemple  smx, 
au  moyen  des  formules  : 

■      "^         ,  .  sinj;  ^        ,  /'tz 

cosa;  =  sm  ^  ^—xj,         igx  =  — ^-         coLi;  -  tg^^  "  ^ 

i  1 

seca;  = ,     coseca;-=-^ — 

cosj;  sma; 

Il  y  a  lieu  de  rappeler  ici  le  mode  de  variation  de  ces  fonctions,  sur 
lequel  on  s'appuie  pour  établir  l'existence  des  fonctions  inverses. 

I.  La  fonction  sin./;  ne  peut  varier  que  de  —  1  à  |-  1  ;  elle  est  con- 
tinue pour  toutes  les  valeurs  de  x  ;  elle  croît  constamment  quand  x  croît 

de  —     à  -|-  ^,  de  sorte  qu'elle  prend  une  fois  et  une  fois  seulement  cha- 

cune  de  ses  valeurs  quand  x  varie  dans  l'intervalle  l  —  ô  ,+0  )•  Q'J^nd 

;>;  varie  de ^-  à  -'-^  la  fonction  repasse  par  les  mêmes  valeurs  en  sens 

inverse.  Puis  les  mêmes  variations  se  reproduisent  périodiquement 
chaque  fois  que  x  augmente  d'une  circonférence.  Le  sinus  est  donc  une 
fonction  pénodique  de  période  2-,  et  par  suite,  toutes  les  autres  fonc- 
tions circulaires  auront  cette  même  période. 
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II.  La  fonction  igx  peut  prendre  des  valeurs  quelconques.  Si  œ  varie 

de  —  ^  à  4-  ^.cette  fonction  croit  de  —  yz  à.  |-  :<:  et  elle  est  continue, 

sauf  pour  les  valeurs  limites  de  x  qui  la  rendent  infinie.  Elle  passe  donc 
une  fois  et  une  fois  seulement  par  chacune  de  ses  valeurs,  quand  .«  varie 

dans  1  intervalle  I  — -,-\-^-  j.  La  fonction  a  pour  période  -,  ce  qui  fait 

connaître  son  mode  de  variation  dans  un  intervalle  quelconque. 

41.  Fonctions  circulaires  inverses.  —  Les  fonctions  circulaires  étant 
périodiques,  reprennent  la  même  valeur  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  la  variable.  Donc  leurs  inverses,  ayant  une  infinité  de  valeurs  pour 
chaque  valeur  de  la  variable,  sont  des  fonctions  à  déterminations 
multiples.  Nous  allons  montrer  toutefois  que  l'on  peut  associer  ces 
valeurs  entre  elbs,  de  manière  à  constituer  une  infinité  de  fonctions 
distinctes,  mais  dont  chacune  sera  simple  et  continue.  Nous  appelle- 
rons celles-ci  les  branches  de  la  fonction  primitive. 

1°  La  fonction  y  --  arc  sin  x  est  la  fonction  inverse  du  sinus,  c'est 
la  fonction  implicite  y,  définie  par  l'équation 

X  =  sin  ?/. 

Quand  y  croît  de  ~  ^  à  +  ^.  x  passe  une  seule  fois  par  chacune  des 
valeurs  comprises  entre  —  1  et  \-  \.  Donc  à  chaque  valeur  de  x  dans 
l'intervalle  (  —  1,  -f  i)  ne  correspond  qu'une  seule  valeur  de  y  dans 
l'intervalle!  — ^.  +  ^  j.  Nous  dirons  que  celte  valeur  est  la  valeur 
principale  de  arc  sin  x. 

La  valeur  principale  de  arc  sin  ;r  varie  d'une  manière  continue  avec 
X  et  elle  croît  de  —  ^  à  +  ^^  quand  x  croît  de  —  1  à  t  1  ;  elle  définit 
donc  une  branche  de  la  fonction  arc  sin  x.  Nous  l'appellerons  la  branche 
principale  et  nous  conviendrons  de  considérer  cette  branche,  chaque 
fois  que  le  contraire  ne  sera  pas  dit  expressément. 

La  fonction  a  une  infinité  d'autres  branches.  iMais  il  est  facile  de 
les  ramener  à  la  principale.  En  efiet,  les  seules  valeurs  qui  laissent 
sin  j/  invariable  s'obtiennent  en  changeant  y  en  -  —  j/  ou  en  ajoutant  à 
l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  arcs  un  nombre  entier  jtositif  ou  négatif 
de  circonférences.  Donc  toutes  les  autres  valeurs  de  l'arc  sinus 
peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  la  princij)ale  par  l'un  des  deux 
groupes  de  formules  : 

y  =  arc  sin  x  -\-  SA-, 

J/  ==  (t:  —  arc  sin  x)  i-  2A-7:, 
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où  arc  sin  .l' reçoit  sa  valeur  principale  et  où  l'on  donne  à  k  une  valeur 
entière  <îuelconque.  En  même  temps,  chacune  de  ces  formules  définit 
une  branche  distincte  de  la  fonction. 

La  fonction  arc  sin  x  n'a  de  sens,  d'après  ce  qui  précède,  que  si  ^est 
compris  dans  l'intervalle  ( —  1,  +  1)  ;  en  dehors  de  cet  intervalle, 
l'expression  arc  sin  x,  au  moins  jusqu'à  présent,  ne  représente  plus 
rien. 

"2"  La  fonction  y  --^  arc  cos  x  se  ramène  à  la  précédente  par  la  rela- 
tion 


a:^  cos  y  ^  sin  :^i  —  y) 


d'où  l'on  tire 


^  —  y  -^  arc  sin  x 
arc  cos  ^  =  '^  —  ai'C  sin  x 

Nous  appellerons  valeur  principale  de  arc  cos  x,  celle  qu'on  déduit 

de  cette  formule  en  donnant  à  arc  sin  j:  sa  valeur  principale.  Cette 

valeur  principale  est  une  fonction  simple  et  continue  de  x  ;  elle  varie 

de  -  à  0  quand  x  varie  de  —  i  à  4-  1.  C'est  la  brandie  jmncipale 

de  la  fonction.  Les  autres  branches  s'obtiendront  en  fonction  de  la 

principale  par  les  formules  correspondant  à  celles  relatives  à  l'arc 

sinus  : 

y  ^^k-  -j-  arc  cos  x 

y  =  ^k-  —  arc  cos  x 

Comme  l'arc  sinus,  l'arc  cosinus  n'a  de  sens  que  si  la  variable  est 
comprise  dans  l'intervalle  ( —  1,4-1). 

3°  La  fonction  y  =  arc  \gx  a, pour  chaqu3  valeur  positive  ou  négative 
de  X,  une  valeur  et  une  seule  satisfaisant  aux  conditions 

—  ^  -  âraigx^'^- 

Nous  dirons  (jue  c'est  la  valeur  principale  de  arc  tg  x,  Celle-ci 
définit  la  branche  principale  de  la  fonction.  Elle  croit  de  — g)  à  +  ^ 
quand  x  croît  de  —  >:  à  h  >^.  Les  valeurs  de  l'arc  pour  laqueUe  la 
tangente  reprend  la  même  valeur  diffèrent  entre  elles  d'un  multiple 
entier  quelconque  de  tt;  donc  toutes  les  autres  branches  de  la  fonction 
arc  tgj  s'exprimeront,  au  moyen  de  la  première,  par  le  seul  système 
de  formules 

y  -  arc  tg  x  +  k-. 
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4°  Les  autres  fonctions  inverses  se  ramèneront  aux  précédentes  par 
les  formules,  correspondant  aux  trois  dernières  du  n°  40, 

arc  cot  ^'  =  â  —  ^^^  ^ë^y 

l 

arc  sec  x  =  arc  cos  -, 

X 

.     1 

arc  cosec  x  =  arc  sm  -. 

X 

Exercices. 

1.  Toute  /onction  f{x)  qui  reste  bornée  dans  un  intervalle  aussi  j^etit 
qu'il  soit  (0,  s)  et  qui  satisfait,  pour  toutes  valeurs  réelles  de  x  et  de  y, 
à  la  relation 

r{x  +  y)  =  r[x)-^r[y) 

est  de  la  forme  f[x)  ^  ax,  a  constant. 

En  raisonnant  de  proche  en  proche,  on  déduit  d'abord  de  la  relation 
donnée  que  l'on  a,  m  et  n  étant  des  entiers  quelconques, 

f{mx  +  n)  =-  mf{x)    [-  nf[i) 

Prenons  m  >  1  :  £  ;  faisons  varier  x  d'une  manière  quelconque  dans 

l'intervalle  (0,  —  )  et  faisons  tendre  l'entier  n  vers  l'infini.  La  variable 

V      mj 

mx  '\-  n  =  ^  tendra  vers  l'infini  d'une  manière  arbitraire  et  l'on  déduira 
de  l'équation  précédente,  puisque  f{x)  reste  bornée  par  hypothèse, 

ç  —  oc      î  mx  -]-  n  ' 

Prenons  ensuite  n  ^  0  et  faisons  tendre  m  vers  l'infini  ;  on  déduira 
de  la  même  équation,  en  tenant  compte  du  résultat  précédent, 

fi^)       lim         fl^ii:) 


X  m  —  X     mx 


ni) 


2.  La  seide  fonction  qui  reste  bornée  dans  un  intervalle  si  petit  qu'il 
soit  (0,  e),  qui  nest  pas  constamrneid  nulle  et  qui  satisfait  pour  toute 
valeur  de  x  à  l'égalité 

r{x-Vy^^f[x)f(y) 

est  la  fonction  f{X}       A.^ ,  A  constant. 

On  déduit  d'abord  de  cette  relation  f{2x]  —  fix)^,  f(t)  — -  f{x)  f{i  —  x); 
donc  :  1°  f{x)  est  toujours  positive  ;  2°  si  f{î)  n'est  pas  nulle,  la  limite 
inférieure  de  f{.v)  est    •  0  dans  l'intervalle  (0,  i). 

On  posera  donc  Logf{x)  --  'f  {x),  '^  {x)  sera  bornée  dans  l'intervalle 
(0,  ï)  et  on  appliquera  la  propriété  de  l'exercice  précédent. 

On  remarquera  :  1°  que  dans  ces  thc'orèmes,  on  ne  postule  pas  la 
continuité  de  la  fonction  ;  2°  que  si  l'on  ne  considérait  que  les  valeurs 
rationnelles  de  x,  il  serait  inutile  de  supposer  d'avance  f{x)  bornée. 
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§  7.  Logarithmes  naturels. 

La  définition  des  logarithmes  naturels  repose  sur  les  deux  théo- 
rèmes suivants  : 

42.  Théorème  I.  —  Soit  y.  une  variable  >  —  \  et  qui  varie  sans 
s'annuler  ni  changer  de  signe  :  1°  La  fonction 

cp  (a)  =  (1  +  a)  ^ 
est  une  fonction  continue  de  y.  ;  2°  elle  varie  en  sens  contraire  de  a. 

Lo""  (1  -|-  3c) 

Soit  u  =  — ^^ le  logarithme  de  -f  (a)  dans  une  base  A  quel- 
conque ;  c'est  une  fonction  continue  de  a  pour  toutes  les  valeurs 
considérées,  donc  cp  (a)  =  A"  l'est  aussi,  puisque  cette  exponentielle 
est  fonction  continue  de  u. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie  du  théorème,  nous  partirons  de 
l'identité  suivante 

f^n+i  _  i  _|_  ((,  _  1)  i^a'i  .^  «u-i  ^.,^  ^a  +  \), 

dans  laquelle  a  désigne  un  nombre  positif  quelconque  et  n  un  nombre 
entier  positif. 

Comme  la  dernière  parenthèse  est  >  ou  <  (7«  +  1)  suivant  que  a 
est  >  ou  <  1,  ou  que  le  facteur  {a  —  i)  est  positif  ou  négatif,  on  a, 
dans  les  deux  cas, 

r/"+i  >  1  +  {n-\-i]{a—[). 

Suit  w  un  nombre  quelconque  mais  ^  —  n.  Nous  pouvons,  dans 
cette  inégalité,  remplacer  a  par  le  quotient   IH ^):(  ij_!!^\ 

n  -f-  ly'      V  11  y 

ce  qui  rend  le  second  membre  égal  à  1  :    1  +-  ;  multiplions  en- 
suite  les  deux  membres  par    i  -\-  ~        ,  nous  obtenons 

Soit  m  un  entier  ,-  n  ;  on  en  conclut,  de  i)roche  en  i)roche, 

Elevons  les  deux  membres  à  la  puissance  positive  ou  négative  -,  on 
voit  que  l'on  aura,  dans  les  deux  cas, 


1  +  -—  ;    >i  i  +  -    •        SI  —  >--, 
m  j        V       n  ;  w      w 
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car  ces  deux  inégalités  changent  en  même  temps  de  sens  avec  le  signe 
de  w.  Remplaçons  encore  to  par  ma,  il  viendra 

n 

(1  +  a)     >(H-  — aj       ,  SI  a<  — a. 

Cette  inégalité  prouve  le  théorème  pour  deux  valeurs  de  même 

iïi 
signe  a  et  —  a,  dont  le  quotient  est  rationnel.  Pour  étendre  la  démon- 
stration au  cas  de  deux  valeurs  a  et  [j  >  a,  dont  le  rapport  est 

m 
irrationnel,  on  fera  tendre  —  a  vers  ,j  par  une  suite  de  valeurs  crois- 

^  ,  fm    \ 

santés  ;  le  second  membre  de  l'inégalité  précédente,  -^  i  —  a  1,   sera 

constamment  décroissant  et  l'on  aura,  à  la  limite,  puisque  la  fonction 
est  continue, 

'^(a)  >cp(|3),  sia<[B, 

ce  qui  établit  le  théorème  dans  tous  les  cas. 

43.  Théorème  II.  Définition  du  nombre  e.  —  La  fonction  o(a)  du 
théorème  précédent  tend  vers  une  limite  déterminée  et  unique,  quand  ol 
tend  vers  zéro  d'une  manière  quelconqiie.  C'est  cette  limite  que  l'on 
désigne  par  e^ 

Considérons  deux  variables  simultanées  a  et  [i,  liées  par  la  condition 

1  +  ="  =  n^^ 

on  aura  la  relation,  facile  à  vérifier, 

c.(a)=(l  +  iii)o(|i). 
Faisons  tendre  a  vers  zéro  par  une  suite  de  valeurs  croissantes  ^donc 
négatives),  ^  sera  positif  et  tendra  vers  zéro  par  une  suite  de  valeurs 
décroissantes.  Donc  ©  (a)  variera  en  décroissant  et  cp  ((3)  en  croissant, 
en  vertu  du  théorème  précédent.  Mais  :i  a)  étant  positive,  reste  finie  et 
tend,  par  conséquent,  vers  une  limite  déterminée.  Désignons  cette 
limite  par  <?  ;  la  dernière  équation,  dans  laquelle  (1  I  p)  tend  vers 
l'unité,  nous  donnera,  à  la  limite, 

e  =  lim  'i  (a)  ^  Jim  cp  (p)  ; 

ce  qui  prouve  que  la  limite  e.st  la  même,  quel  que  soit  le  signe  de  la 
variable. 

Pour  évaluer  cette  limite,  nous  remarquons  que  les  quantités  -^(,3) 
et  Y  (a)  ^  (1  +  i^)  r  0)*  tendant  vers  leui-  limite  la  première  en  crois- 
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sant  et  la  seconde  en  décroissant,  on  a,  pour  toute  valeur  positive  de  p, 
cp(|3)<^<(l  +  p)cp(,3). 

Ces  inégalités  permettent,  en  donnant  à  ,3  une  valeur  suffisamment 
petite,  de  calculer  e  avec  l'approximation  que  l'on  désire.  En  y  faisant 
,3  =  ^  on  voit  déjà  que  e  est  compris  entre  f  ^  ^M  «  J  ^^  ^'^  fortiori 
entre  "2  et  4.  Nous  indiquerons  plus  tard  des  méthodes  plus  expidi- 
tives  pour  calculer  e.  Ce  nombre  a  pour  valeur  approchée  par  défaut 

6  =  2,71828... 

Remarque.  —  Il  résulte  des  deux  théorèmes  précédents  que,  si  l'on 
attribue  à  la  fonction  cp  (a)  sa  valeur  limite  pour  a  =  0,  cette  fonction 
sera  une  fonction  continue  et  constamment  décroissante  de  a,  pour 
toutes  les  valeurs  de  a  >  —  1. 

44.  Logarithmes  naturels.  —  Les  logarithmes  naturels  sont  ceux 
qui  ont  pour  base  le  nombre  e,  dont  nous  venons  de  démontrer 
l'existence  dans  le  n°  précédent,  et  qui  est  >  1,  ainsi  qu'on  vient  de  le 
voir.  Ces  logarithmes  sont  ceux  qui  jouent  le  rôle  le  plus  important 
dans  l'analyse.  C'est  pourquoi  nous  nous  servirons,  pour  représenter 
le  logarithme  naturel  de  x,  de  la  notation  Log  x  sans  indice,  tandis 
que  LogA.r  désignera  celui  d'un  système  de  base  quelconque  A. 

Les  logarithmes  naturels  jouissent  d'une  propriété  qui  les  caracté- 
rise. Si  y.  tend  vers  zéro  d'une  'manière  quelconque,  on  aura  d'après 
la  définition  du  nombre  e 

lim  ^^^^^  +  °'^  =  lim  Log  (1  +  a)  "^  -:  Loge  =  1. 

§  8.  Nombres  complexes. 

45.  On  donne  le  nom  de  nombre  complexe  ou  imaginaire  à  l'ensemble 
de  deux  nombres  réels  a  et  è,  rangés  dans  un  certain  ordre,  et  l'wi  repré- 
sente cet  ensemble  par  la  notation 

a    \-  ht. 

Les  expressions  de  cette  forme  sont  soumises  à  des  règles  de  calcul 
conventionnelles,  ("est  dans  l'énoncé  de  ces  règles  que  consiste  la  défi- 
nition mathématique  des  quantités  complexes.  Le  symbole  i  n'a  aucun 
sons  par  lui-même,  il  sert  seulement  à  maintenir  séparés  l'un  de  l'autre 
les  deux  nombres  a  et  b  qui  jouent  un  rôle  différent  dans  les  opérations 
que  nous  allons  définir.  Le  signe  +  sert  à  marquer  la  connexion   des 

3 
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deux  nombres  a  et  h  et  son  emploi  se  justifiera  de  lui-même  un  peu  plus 
loin. 

Le  calcul  des  quantités  complexes  repose  sur  les  huit  conventions 
suivantes  que  nous  indiquerons  en  les  numérotant  : 

46.  La  première  convention  est  relative  à  l'égalité.  On  écrit 

(I)  a  +  bi  -^  a'  +  b'i, 

si  l'on  a  séparément  a  =  a'  et  b  =  b' ,  de  sorte  qu'une  équation  entre 
quantités  complexes  revient  à  deux  équations  entre  quantités  réelles. 

Les  trois  conventions  suivantes,  où  la  notation  elle-même  joue  un  rôle 
essentiel,  sont  exprimées  par  les  trois  équations  : 

(II)  a-\-Oi  =  a, 

(III)  0  +  bi  -=  bi, 

(IV)  0  4-  lî  =  i- 

Elles  font  rentrer  respectivement  dans  l'ensemble  des  quantités  com- 
plexes les  quantités  réelles,  les  expressions  de  la  forme  bi  que  l'on 
appelle  purement  imaginaires  et  enfin  le  symbole  /  lui-même  que  l'on 
appelle  Vunité  imaginaire. 

Les  quantités  réelles  rentrant  maintenant  dans  les  quantités  com- 
plexes, il  faudra  prendre  soin,  dans  les  définitions  suivantes,  de  n'intro- 
duire aucune  règle  qui  contredise  celles  déjà  établie?  pour  les  quantités 
réelles. 

La  règle  II  montre  qu'une  quantité  imaginaire  n'est  nulle  ou  égale  à 
zéro  que  si  l'on  a  séparément  : 

a  --  0,         b  --  0. 


La  quantité  réelle  et  positive  y/cr*  -\-  b-  est  ce  qu'on  appelle  le  module 
de  la  quantité  fa  -\-  bi)  et  on  le  représente  par  |  rt  -f  •'''  |  •  ^  "  nombre 
complexe  sera  donc  nul  si  son  module  est  nul  et  ne  sera  nul  que  dans  ce 
cas. 

47.  L'addition  et  la  multiplication  sont  définies  par  les  équations 

(V)  (a  1-  ^0  f  («'  4-  b'i)  ^  (a  +  a')  +  {b  +  i')/. 

(VI)  [a  +  hi)  (a'  1-  b'i)  _  {aa' —bb')  -\-  {ab'  t  a'b)i 

([ue  l'on  est  en  droit  de  poser,  car  elles  se  réduisent  à  des  identités  quand 
leurs  termes  sont  réels.  Donc  la  somme  et  le  produit  de  deux  nombres 
complexes  sont  de  nouveaux  nombres  complexes  entièrement  déterminés. 
Il  est  à  peine  nécessaire  de  faire  remarquer  que  ces  définitions  sont  faites 
de  manière  à  conserver  les  propriétés  commutatives,  associatives  et 
distributives,  qui  correspondent  aux  relations  : 

(«-h?)-|-T=M-(M-Y/. 
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aux  relations  analogues  dans  la  multiplication  et  à  l'équation 

a  (?  +  y)  =  a?  +  .y 

Les  équations  V  et  VI  donnent  lieu  à  des  cas  particuliers  remarquables  : 

1°  Eu  égard  à  II  et  III,  l'équation  V  montre  que  a  4-  hi  est  la  somme 
des  deux  nombres  a  et  hi.  Le  nombre  a  est  la  partie  réelle  de  a  +  bi  et 
le  nombre  h'i  est  sa  partie  imaginaire. 

2°  Eu  égard  à  IV,  l'équation  VI  montre  aussi  que  hi  est  le  produit  des 
deux  nombres  h  et  /. 

Il  résulte  de  là  que  l'emploi  des  signes  d'opération  dans  la  notation  du 
nombre  complexe  a  -f-  hi  ne  peut  prêter  à  aucune  confusion. 

3°  Si  l'on  fait,  dans  l'équation  VI,  a  =  «'  =  0  et  è  —  è'  =  1,  elle  se 
réduit  à 

i2  =  —  1. 

Donc  tous  les  calculs  relatifs  à  l'addition  et  à  la  multiplication  des 
quantités  complexes  pourront  se  faire  par  l'application  des  règles  du 
calcul  algébrique  habituel,  à  condition  de  traiter  le  symbole  /  comme 
une  quantité  dont  le  carré  serait  égal  à  —  1.  Cette  propriété  explique 
comment  il  se  fait  que  le  nombre  i  se  soit  introduit,  en  algèbre,  sous  la 
forme  y  —  1.  L'usage  que  l'on  a  fait  de  cette  notation  sans  la  définir  a 
fait  considérer  parfois  l'existence  des  quantités  complexes  comme  une 
surte  de  paradoxe. 

4°  Si  l'on  fait,  dans  l'équation  VI,  a'  =  «  et  è'  =  —  h,  elle  donne 

[a-^hi)[a  —  hi)  ^  a}  -{-b-. 

Deux  quantités  complexes  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  de  la 
partie  imaginaire  sont  dites  conjuguées.  On  voit  que  le  produit  de  deux 
quantités  conjuguées  est  réel  et  positif  et  égal  au  carré  du  module  de 
chacune  de  ces  deux  quantités.  La  quantité  a''-  +  h"^  s'appelle  aussi  la 
norme  de  la  quantité  complexe  a  i  hi. 

48.  Les  deux  dernières  conventions  relatives  au  calcul  des  quantités 
complexes  consistent  dans  les  définitions  de  la  soustraction  et  de  la  divi- 
sion. >'ous  conviendrons  que  ce  sont  les  opérations  inverses  de  l'addi- 
tion et  de  la  soustraction. 

Soustraire  {a'  -j-  b'i)  de  [a  —  bi)  c'est  déterminer  le  nombre  x  +  yi 
qui  vérifie  la  condition 

[a  -f  bi)       ia'  -f  />'/)   \-  {x  +  yi)  ^-  [a'  -\-  x)  +  {b'  +  y)i. 

Ce  nombre  x  -\-  yi  se  représente  par  [a  +  bi)  —  (a'  +  b'i).  On  aura 
donc,  par  la  définition  de  l'égalité, 

(VII)         (a   I-  bi)  —  (a'  -I-  b'i)  -^  {a  —  a')  -\^  {b  —  b')i 

et  cette  équation  définit  la  soustraction. 
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Divise)'  («  +  hi)  par  {a'  ~\-  b'i)  c'est  trouver  un  nombres  -|-  î/i  appelé 
quotient  qui  vérifie  la  condition 

{a  +  hi)  =  {a^  +  Vi){x-\-yi), 

ou  en  multipliant  les  deux  membres  par  «'  —  b'i, 

[a  +  hi)  («'  —  b'i)  =  («'-  +  h'^)  [x  +  yi). 

a  -|-  bi      ,  ,, 
Le  quotient  se  représente  par    ,  ,.  et  1  on  a 

Cette  équation  définit  la  division.  Elle  montre  que  la  division  est  tou- 
jours possible  et  conduit  à  un  résultat  unique  et  bien  déterminé  pourvu 
que  le  diviseur  ne  soit  pas  nul. 

49.  Si,  dans  une  somme,  un  produit,  une  différence,  un  quotient  de 
nombres  complexes,  on  remplace  chaque  terme  par  son  conjugué,  les 
formules  précédentes  montrent  que  les  résultats  seront  aussi  remplacés 
par  leurs  conjugués.  Donc,  dans  toute  relation  entre  quantités  complexes 
qui  ne  comporte  que  les  quatre  opérations  rationnelles,  il  est  permis  de 
remplacer  /  par  —  /. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

(a  +  bi)  {(('  +  b'i)  ^  {oa'  —  bb')   1   i  [ab'  —  ba')  ; 
en  la  multipliant  membre  à  membre  avec  sa  conjuguée,  on  trouve 
[câ  +  b^)  (rt'2  +  b'-^)  -  [aa'  —  bb')-  +  [ab'  —  ba')-^ 

Donc  le  module  (la  norme)  d'iin  j)'>'odMit  est  égal  au  produit  des 
modules  (des  normes)  de  diaqiœ  facteur. 

On  conclut  de  là  qu'w>i  produit  de  plusieurs  facteurs  s'annii.le  et  s'cni- 
nule  seulc.ynent  si  Vun  des  facteurs  est  nul. 

50.  Le  module  d'une  somme  ne  peut  pas  sîirpasser  la  somme  îles 
modules  de  chaque  terme. 

Ce  théorème  se  vérifie  d'abord  pour  les  deux  nombres  1  et  [a  -\-  bi), 
c'est-à-dire  (jue  l'on  a,  en  posant  a    |-  bi  —  p, 

1    h  I  p  I  -^  1    1-  \  a^\-b^  =v  (TmJM^-  I  1    I-  '>  I 

En  ellét,  élevée  au  carré,  cette  relation  revient  à  la  suivante 

2  N'«M->     .  '2a, 

qui  est  apparente  et  dans  laquelle  l'égalité  ne  peut  avoir  lieu  que  si  b  est 
nul  et  a  positif,  donc  si  3  est  réel  et  positif. 

Ensuite  la  démonstration  s'étend  au  cas  général.  En  effet,  soient  a  et  a' 
deux  nombres  dllforonts  de  zéi'O  ;  leur  quotient  n'étant  pas  nul,  on  peut 
lioser  -x'  -    /'x  et  il  vient 
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h  I  +  I  -'  i  -^  h  I  (1  +  I  M  ■) 

I  -  +  -'  I  =  1  -^  I    I  1  +  3  I  • 
Donc  le  module  de  (x  +  a')  sera  inférieur  à  la  somme  des  modules  de 
a  et  de  J  sauf  si  le  quotient  3  de  ces  deux  quantités  est  réel  et  positif. 

Cette  propriété  peut  aussi  s'énoncer  en  disant  que  le  module  d'une 
somme  est  au  moins  égal  à  la  différence  des  modules  de  ses  deux  termes^ 
car  les  deux  relations 

I   a   ±  a'  I    <     I   a  I   +    I  a'  I   , 


± 


> 


se  ramènent  l'une  à  l'autre  par  le  changement  de  a  en  a  ip  a'. 

51.  Représentation  géométrique  des  quantités  complexes.  —  La 
quantité  complexe  [a  -j-  hi)  se  représente  géométriquement  par  inie 
droite  de  longueur  et  de  direction  déterminée,  menée  à  partir  d'une 
origine  arbitraire,  et  ayant  comme  composantes  suivant  deux  axes  rec- 
tangulaires les  quantités  a  et  h. 

Si  cette  droite  est  menée  à  partir  de  l'origine  des  coordonnées,  son 
extrémité  M  est  un  point  déterminé,  ayant  pour  coordonnées  rectangu- 
laires a  et  h.  Le  point  M  s'appelle  Yafp.xe  de  la  quantité  complexe  et  peut 
aussi  servir  de  représentation  géométrique  de  cette  quantité. 

Les  coordonnées  polaires  ;•  et  0  de  l'affixe  M  jouent  un  rôle' important 
dans  l'étude  de  la  quantité  complexe.  Elles  sont  définies  par  les  relations 
a  =  r  cos6,  b  ^^  r  sinO  ;  d'où 

r  =  S/a^  +  If'        cos  6  =  —        sin  0  =  — 

r  r 

Le  rayon  vecteur  r  est  le  modide  de  la  quantité  complexe.  L'angle  ô 
s'appelle  son  argument,  il  n'est  déterminé  qu'à  un  multiple  près  de  2- 
quand  a  et  h  sont  donnés. 

Cette  représentation  géométrique  et  la  considération  du  module  et  de 
l'argument  ont  un  intérêt  particulier  dans  les  diverses  opérations  précé- 
demment définies. 

La  somme  de  plusieuis  nombres  complexes  est  représentée  géométri- 
quement par  la  résultante  des  droites  représentatives  de  ses  termes. 

Si  l'on  fait  le  produit  et  le  quotient  de  deux  nombres  complexes 

a  -\-hi  =  r  (ces  6  -]-  i  sin  0) , 
a'  +  h'i  ^--  r*'  (ces  0'  +  i  sin  0'), 

on  trouve,  par  les  propriétés  connues  des  fonctions  trigonométriques, 

[a  -f  hi)  (a'  +  b'i)  =  rr'  [cos  (0  -f  6')  +  i  sin  (0  -f  e')], 
a  -\-  hi      r 


a  —  bi 


cos  (6  — 6')  -fî  sin  (0  —  0') 
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ÏJonc  le  module  d'un  produit  est  égal  au  produit  des  modules  de  ses 
facteurs  et  son  argument  à  la  somme  de  leurs  arguments  ;  le  module 
d'un  quotient  est  égal  au  quotient  des  modules  de  ses  deux  termes  et  son 
argument  à  la  différence  de  leurs  arguments. 

^  9.  Variables  complexes  et  fonctions  rationnelles 
d'une  variable  complexe. 

52.  Variables  complexes.  —  Si  x  et  //  sont  deux  variables  réelles, 
on  dit  que  x  \  yi  est  une  variable  complexe. 

Si  les  variables  x  et  y  ont  respectivement  pour  limites  a  et  h,  on 
dit  que  x  4-  yi  a  pour  limite  a  +  hi  et  l'on  écrit 
lim  [x  -\-  yi)  =  a  +  bi. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  x  -\-  yi  ail  pour 
limite  a  +  bi  est  que 

I  {x  +  yi)  -  {a  H-  M)  |  =  \^{x  —  a)^  +  {y  —  h)- 

ait  pour  limite  zéro. 

Cette  condition  est  suffisante,  car,  si  ce  radical  tend  vers  zéro, 
chacune  des  quantités  de  valeur  absolue  moindre  {x  —  a)  et  (y  —  b) 
aura  pour  limite  zéro.  Elle  est  nécessaire,  car  ce  radical  tend  aussi 
vers  zéro  avec  {x  —  a)  et  [y  —  b). 

Les  principes  généraux  relatifs  à  la  limite  d'une  somme,  d'un  pro- 
duit, d'un  quotient  de  variables  réelles  (n"  15)  s'appliquent  évidem- 
ment aussi  aux  variables  complexes. 

Une  variable  complexe  qui  a  pour  limite  zéro  est  dite  infiniment 
petite.  Pour  qu'une  variable  complexe  soit  infiniment  petite,  il  est 
nécessaire  et  suffisant  que  son  module  soit  infiniment  petit. 

53.  Polynômes  entiers.  —  Soit  z  ^  x  -\~  yi  une  variable  complexe  et 

/■(.)-  Aov»  I   A,;:-"-»-4 1  A„ 

un  polynôme  de  degré  n  à  coefficients  réels  ou  complexes.  A  chaque 
valeur  de  ^-correspond  une  valeur  bien  déterminée  de  ce  polynôme.  On 
peut  donc  dire  que  ce  polynôme  est  une  fonction  de  la  variable  com- 
plexe z.  De  plus  c'est  une  fonction  continue  pour  toute  valeur  de  z,  ce 
qui  veut  dire  que,  si  l'on  fait  tendre  2  vers  une  valeur  particulière  a 
d'une  manière  quelconque,  on  aura  la  condition 

lim  f(z)  -  A(a). 
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On  démontre,  en  algèbre,  que  le  polynôme  f[z)  peut  toujours  se 
décomposer  en  un  produit  de  facteurs  linéaires 

A^)  =  Ao(^-a)^(.-;3)^.., 

les  lettres  a,  (j,  . . .  désignant  des  quantités  réelles  ou  complexes  et  À,  u., . . . 
des  entiers  positifs.  Le  polynôme  ne  peut  s'annuler  que  pour  les 
valeurs  z  =  a,  ^  ==  ,3,...  que  l'on  appelle  ses  racines.  Celles-ci  sont 
simples  ou  multiples  :  les  nombres  a,  u,...  sont  les  degrés  de  multi- 
plicité des  racines  respectives  a,  ,3,...  La  somme  a  4-  u.  +  ...  est  égale 
à  n.  On  énonce  cette  propriété  en  disant  qu'un  polynôme  de  degré  n 
a  toujours  n  racines. 

54.  Fonctions  rationnelles.  —  Le  quotient  de  deux  polynômes 

'^^      Q{z) 
est  ce  qu'on  appelle  une  [onction  rationnelle  de  z.  Sa  valeur  est  bien 
déterminée  pour  toute  valeur  de  z  qui  n'annule  pas  le  dénominateur. 
On  aura  encore,  d'après  les  principes  rappelés  plus  haut  (n"  o2), 

lim  nz)=f{a), 

3  =  1 

sauf  si  a  annule  le  dénominateur.  Donc  une  fonction  rationnelle  est 
aussi  une  fonction  continue,  sauf  pour  les  valeurs  de  z  qui  sont  racines 
du  dénominateur  de  la  fraction  et  qui  la  rendent  infinie. 

Quand  le  dénominateur  se  réduit  à  une  constante,  la  fraction  se 
réduit  à  un  polynôme  entier.  On  dit  aussi  qu'un  polynôme  est  une 
fonction  rationnelle  et  entière  de  z. 

L'expression  P{z)  :  Q  [z)  est  une  fraction  proprement  dite  lorsque  le 
degré  du  numérateur  est  moindre  que  celui  du  dénominateur.  Si  P 
était  de  degré  plus  élevé  Q,  en  effectuant  la  division,  on  décompose- 
rait P  :  Q  en  un  quotient  entier  et  une  fraction  proprement  dite. 
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CHAPITRE    I. 

Dérivation  des  fonctions  explicites  d'une  variable. 


g  1.  Dérivées  et  différentielles. 

55.  De  la  dérivée.  —  Soit  y  =  f[x)  une  fonction  simple  et  continue 
(le  X  dans  un  intervalle  {a,  b)  vXx  un  point  de  cet  intervalle  ;  donnons 
à  j^  un  accroissement  positif  ou  négatif  A  iç^^^i/i,  l'accroissement  A // 
de  la  fonction  sera  f{x  +  h)  —  f{x)  et  le  rapport  de  ces  accroissements 

\y  _  f[x  +  h)-l{x) 
^x  h 

Si  ce  rapport  tend  vers  une  limite  déterminée  lorsque  h  tend  vers 
zéro  d'une  manière  quelconque,  cette  limite  s'appelle  la  dérivée  de 
IXx)  au  point  x. 

Si  f{x)  admet  une  dérivée  pour  tous  les  points  de  l'intervalle  {a,  />), 
l'ensemble  de  ces  valeurs  constitue  une  nouvelle  fonction  que  l'on 
représente  par  f'[x)  (Lagrange)  ou  par  Df{x)  (Cauchy). 

66.  Théorème.  —  Toule  fonction  qui  a  une  dérivée  pour  une  valeur 
donnée  de  x  est  continue  en  ce  point. 
En  effet,  l'égalité 

donne 

lim  \f{x  h  /')  —  f{x)\  --  lim  h  f{x)  =  0. 

57.  Cas  particuliers.  —  1.  Si  f\x)  se  réduit  à  une  constante,  sa  dé- 
rivée sera  nulle. 
On  a,  en  effet,  dans  ce  cas, 

,.     f{x -\~  h)  —  f{x)       ,.    0      ,, 
lim  — — ' — i — ^^'-^  --  lim  y-  =  0. 
h  h 
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II.  Si  f{x)  =  x,  sa  dérivée  est  énale  ii  ï unité. 
On  a,  en  effet, 


lim 


{x  -\-h)  —  X 


1      '*       1 

lini-r   -  1. 
h 


58.  Signification  g-éométrique  de  la  dérivée.  —  C'est  le  problème  des 
tangentes  aux  courbes  planes  (pii  a  conduit  à  la  considération  des 
rapports  d'infiniment  petits  et  à  la  définition  de  la  dérivée.  Nous  allons 
montrer  ,en  etïét,  que  la  détermination  d'une  tangente  à  une  courbe 
plane  revient  à  celle  de  la  dérivée  d'une  fonction. 

Considérons  une  courbe  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  et 
soient  x  q,\,  y  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  (fig.  1^.  Nous 
supposerons  que  celle-ci  ait  pour  équation 

Pour  définir  la  tangente  à  la  courbe  an  point  M,  considérons  une 
sécante  MM'  menée  par  ce  point  ;  si,  lorsque  le  point  M'  se  rapproche 

indéfiniment  du  point  M,  la  sécante  MM' 
tend  vers  une  j)Osition  limite  MT,  cette 
limite  se  nomme  la  tangente  à  la  courbe 
au  point  M. 

Le  point  M  étant  donné,  la  détermi- 
nation de  la  tangente  revient  à  celle  de 
son  coelticient  angulaire  t,  c'est-à-dire  à 
celle  de  la  tangente  trigonométrique  de 
l'angle  que  fait  MT  avec  OX.  Appelons  <j 
le  coefficient  angulaire  de  la  sécante  M  M'  et  désignons  par  j-  +  Aj-  et 
y  \- ly  \es  coordonnées  du  i)oint  M'.  Menons  MI'  parallèle  à  0\  ; 
on  aura,  dans  le  triangle  rectangle  MPM', 

M'PA.v 
"'^   MP~Ax" 

Quand  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  .M,  -  a  pour  limite  -. 
Il  vient  donc 

A// 


Fig.  1. 


uni 


Ix 


^.^j{x-^\j-)-lix)  ^^, 
11 


La  dérivée  de  la  fonction  ((x)est  donc  égale  au  nn'Hicienl  angulaire  de 
la  lungcntc  à  la  courbe  qui  a  pour  étfuation  ii  f{Xj,  cette  tanaente 
étant  menée  an  point  de  roiinlnnnécs  .i.  ii. 


59.  Des  différentielles.  —  La  dilférentielle  d'une  fonction  f{x)  est, 
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par  définition,  le  produit  de  la  dérivée  /  '  (x)  par  l'accroissement  \x  de 
la  variable  indépendante.  Cette  différentielle  se  représente  par  d/"(a;). 
On  a  donc,  par  définition, 

(1)  df{x)==f'{x)^x 

Dans  le  cas  particulier  où  f(x)  se  réduit  à  x,  on  a  vu  que  /'  [x]  =i, 
de  sorte  que  l'équation  précédente  se  réduit  à 

(2)  (Ix    -  Ix. 

La  differenlielle  de  la  variable  indépendante  se  confond  donc  avec  r ac- 
croissement généralement  arbitraire  de  cette  variable. 
La  formule  (1)  peut  ainsi  être  remplacée  dans  le  cas  général  par 

(3)  dfix)  =f'{x)dx. 

Donc  la  différentielle  d'une  fonction  est  le  produit  de  sa  dérivée  par 
la  différentielle  de  la  variable  indépendante. 
Si  l'on  divise  cette  formule  par  dx,  on  trouve 

Doncja  dérivée  d'une  fonction  est  égale  au  rapport  de  la  différentielle 
de  lafariahle  à  la  différentielle  de  la  fonction,  ce  qui  fournit  une  nouvelle 
expression  de  la  dérivée  (Leibnitz)  et  celle  qui  est  la  plus  employée. 

Remarque.  —  La  substitution  de  dx  à  A^'  dans  l'équation  (1)  n'a  rien 
de  nécessaire, Jmais  elle  est  consacrée  par  l'usage  et  cet  usage  est  jus- 
tifié. Nous  verrons  en  effet  (n°  61,  V)  que  l'équation  (3)  est  plus  générale 
que  l'équation  (1)  :  celle-ci  suppose  que  x  soit  la  variable  indépendante 
tandis  que  l'équation  (3)  n'est  pas  soumise  à  cette  restriction., 

60.  Signification  géométrique  des  différentielles.  —  La  différentielle 
est  aussi  susceptible  d'une  interprétation  géométrique  qui  se  rattache 
à  celle  de  la  dérivée.  Considérons  encore  la  courbe,  rapportée  à  des 
axes  rectangulaires,  qui  a  pour  équation 

y  -r{x). 

Menons  la  tangente  au  point  M  qui  a  pour  coordonnées  x  et  y. 
Donnons  ensuite  à  x  un  accroissement  arbitraire  Ai-  et  soit  M"  le 
point  de  la  tangente  qui  a  pour  abscisse  x-\'  ^.x.  On  aura  Aj;  =  MP 
(fig.  i)  et  l'aecroissement  correspondant  de  l'ordonnée  de  la  tangente 
sera  PM".  Or  on  a 

M"P  =  iMP  tg  (PMM")  -  \xf'  [x]  =  df{x). 

La  différentielle  de  f[x)  est  donc  égale  à  l'accroissement  de  l'ordonnée 
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de  la  tangente  à  la  courbe  y  ==  f{x),  lorsqu'on  ixissc  de  rabsrisse  x  du 
point  de  contact  à  une  autre  abscisse  x   |-  S.x. 

61.  Règles  de  dérivation.  —  L'opération  par  laquelle  on  déleriiiine 
la  dérivée  d'une  ronelion  s'appelle  dérivation  ;  celle  par  laquelle  on 
détermine  la  différentielle,  difj'érentiation.  Le  premier  objet  du  calcul 
différentiel  est  d'établir  les  règles  de  ces  opérations. 

Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  la  fonction  proposée  est  com- 
posée au  moyen  d'un  certain  nombre  de  fonctions  plus  simples,  dont 
la  dérivée  est  supposée  connue 

\.  Dérivée  d'une  somme.  —  Soit  j/  -=  m  +  i»  —  w  -\-...  une  somme 
algébrique  de  fonctions  ayant  des  dérivées  connues  u\  /•',  w\... 
Donnons  à  x  un  accroissement  Ix  et  désignons  par  lij,  A//,  Ar,  A»-,... 
les  accroissements  correspondants  des  fonctions  ;  on  aura  : 

Ai/  _  Alt      Av A»' 

\x  ~~  Aa;      Ax       '\x 

d'où,  en  faisant  tendre  Aa;  vers  zéro  et  en  passant  à  la  limite. 
y'.  =  w'  -h  v'  —  w'  +... 
En  multipliant  les  deux  membres  par  dx,  il  vient 

dy  ==  du  -\-  dv  —  dw  |- . . . 
Donc  la  dérivée  (ou  la  différentielle)  d'une  somme  algébrique  de 
fonctions  est  la  somme  des  dérivées  (des  différentielles^  de  chacune 
de  ces  fonctions. 

IL  Dérivée  d'un  produit.  —  Soit  </  -  uv  un  produit  l\o  doux  fnnrtion.^^ 
ayant  des  dérivées  connues  ».'  et  v'.  On  aura  : 


Ai' 

(m  I-A»)  [v  1  Ar 

)  — 

ur 

Ai 

.(''    i 

Ai' 

}j 

Ai 

Ar 

et, 

en 

faisant  tendre  \x  vers  zéro, 

y- 

,.     A»  ,.     , 
hm  ,     lim  [V   ! 
Ai-        ^ 

IV) 

; 

// 

lun 

\x 

-  n'v  1 

-  r'u. 

Kn  multipliant  pai'  dx,  on  trouve 

dy  --^  u  dv    \   V  du . 

Donc  la  dérivée  (ou  la  différentielle)  d'un  produit  de  deux  facteurs 
est  égale  à  la  somme  de  chacun  des  facteurs,  multipliés  respectivement 
par  la  dérivée  \ou  la  différentielle)  de  l'autre. 

Si  V  se  réduit  à  une  constante  a,  sa  dérivée  et  sa  différentielle  sont 
nulles,  donc 


l):uvw...=  uuw...  ,  -—  +  ^:r  +  T:r  +  •••  ) 
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D.fm  =  a  Bu,  d.au  =  rt  du. 
On  voit  que  la  dérivée  (ou  la  différentielle)  du  produit  d'une  fonction 
par  une  constante  est  égale  au  produit  de  la  constante  par  la  dérivée 
(ou  la  différentielle)  de  la  fonction.  On  exprime  cette  propriété  en 
disant  qu'un  facteur  constant  peut  sortir  du  signe  de  dérivation  (ou  de 
différentiation^. 
On  aura,  ]iar  la  même  règle, 

D.iww  =  vwhu  +  îiD.vw  =  vwDu   |   uwDv  ~\-  uvDw 
et,  en  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs, 

Du  ,i^,i}w 

\  n         V         w 

Si  l'on  fait  u  ^  v  ^  w  =  ...  elsi  l'on  suppose  le  nombre  des  facteurs 
égal  à  m,  il  vient  (pour  m  entier) 

Du»^  --  mw"  n)u, 

En  particulier,  si  u    -  x, 

\)x"'^  mx"'-^. 

Si  l'on  multiplie  les  deux  dernières  équations  par  dx,  il  vient 

,  ''du       ;lv    ,    dw   ,       ^, 

d.uvw...       nvH\..  i A -h... 

\  u         V         w  y 

du'"  =  7nu'"-'du. 

III.  Dérivée  d'un  quotient.  —  Soit  y  ^  —  ;  on  aura 

u  +  \u        u        ^  \u         Iv 
\ll        V  -\-  \v         V  _     Ax         \x 

\X  IX  V  (Î^+Af  ; 

d'où,  eu  passant  à  la  limite, 

,      vu'  —  uv' 
pi 

Si  l'on  multiplie  par  dx,  il  vient 

,         ,   u       V  du  —  u  dv 
du       d — ^ — --— r 

Dans  le  cas  particulier  où  u  se  réduit  à  une  constante  u,  sa  dérivée 

est  nulle  et  il  vient 

.(I  bv  1  (i  dv 

I)  —  a    7>  d         -  —  a       ■ 

v  v'^  V  v- 

IV.  Dérivée  d'une  fonction  inverse.  —  Soit  y  —  f  {x)  une  fonction 
admettant  une  fonction  inverse  de  telle  sorte  qu'on  ait  a;  ^  ç;  (</).  Si 


l'une  de  ces  lonctions  admet  une  dérivée  différente  de  zéro,  l'autre 
fonction  aura  aussi  une  dérivée  et  celle-ci  s'obtiendra  immédiatement. 
Supposons  connue  la  dérivée  de  es  par  exemple.  On  a 

VA» 
il  viendra  donc,  à  la  limite, 

Donc  la  dérivée  de  y  considérée  comme  fonction  de  x  est  l'inverse  de 
la  dérivée  de  x  considérée  comme  fonction  de  y. 

Si  l'on  convient  de  représenter  par  un  indice  la  variable  considérée 
comme  indépendante  dans  la  dérivation,  ou  en  d'autres  termes,  la  va- 
riable par  rapport  à  laquelle  on  dérive,  la  règle  précédente  pourra 
s'écrire 

V.  Dérivée  d'une  fonction  de  fonction.  —  Soient  y  =  F  (u)  et  u  ^  f{x), 

de  sorte  que  y  s'exprime  en  fonction  de  m,  u  étant  lui-même  fonction 

de  X.  Supposons  que  F  (w)  et  fix)  aient  des  dérivées  déterminées  F'  (m) 

eif'ix).  On  a 

A /y     \y  Au 

^xlu  A.r 

et  à  la  limite.  A»  tendant  vers  zéro  avec  Aa-, 

y'      V'{u)r{x). 

Donc  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x  est  le  produit  des  dérivées  su])- 
posées  existantes  de  y  par  rapport  à  n  et  de  u  par  rapport  à  x.  Si  ces 
dernières  dérivées  n'existaient  pas,  la  règle  ne  serait  plus  applicable, 
mais  il  n'en  résulterait  pas  nécessairement  que  //  n'admit  pas  de  déri- 
vée par  rapport  à  .r. 

Si  l'on  mullij)lie  l'équation  j)récédente  par  dx,  on  obtient 
dy  --  F'  {u)du. 

Donc,  .si  y  --  F  (m),  dy  s'exprime  au  moyi'ii  de  du  comme  si  u  était  la 
variable  indépendante.  Toutefois  celte  règle  est  soumise  à  cette  restric- 
tion que  du  et  F'  (m)  sont  supposés  délermiii'js. 

Cette  règle  est  fondamentale,  car  elle  montre  que  la  ditférentielle 
d'une  fonction  de  x  se  calcule  toujours  par  les  mêmes  règles,  qu'elle 
soit  expiiinée  direclemenl  en  foncliun  de  x  uu  au  moyen  de  varia- 
bles auxiliaires. 
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62.  Dérivées  des  fonctions  élémentaires.  —  I.  Fonction  exponentielle. 
On  a,  par  définition  de  la  dérivée, 

px  +  h f>:r  ph -1 

D  e^  =  lim  - — ^--^  =  e^lim       ,      • 

7?  =  0  fl  h=o        II 

Posons  e^'  — 1  =  a,  d'où  //  =  Log  (1  +  a)  ;  a  aura  pour  limite  0  avec 
h.  Donc 

,.     e^  —  i      ,.  a  1  1  , 

lim f =  lim  = rj—, — ;  = =  -f =  1 . 

h  Log  (1  +  a)  1       Log  e 

lim  Log  (1  +  y.f 
Il  vient  ainsi 

Donc  la  fonction  e^  se  reproduit  par  dérivation. 
La  dérivée  d'une  autre  exponentielle  quelconque  s'obtient  par  la 
règle  des  fonctions  de  fonctions.  On  a 

D  A^-  =  D  e-^- Log  A  _  g.rLog  A  Q  (^j.  Log  ^)  _  A^  Log  A. 

IL   Fonction  logarithmique.  Considérons  d'abord  les  logarithmes 
pris  dans  la  base  A  et  soit 

i/  =  Log..j;. 

Cette  fonction  est  l'inverse  de  l'exponentielle  x  =-  A^  et  sa  dérivée 
se  calcule  par  la  règle  des  fonctions  inverses.  On  a 

''^        \}yX         A  ^  Log  A        arLogA' 
Eu  particulier,  si  les  logarithmes  sont  naturels,  on  a 

D  Log X  =  -' 

^  X 

III.  Puissance  quelconque.  Soit  a  un  nombre  donné  etx  une  variable 
])0sitive.  On  a,  par  les  propriétés  des  logarithmes, 

^a  __  pa  Log  :>■ 

On  en  lire,  par  la  règle  des  fonctions  de  fonctions, 

D  X"  ^-  e"  Log  ■■^  [)  {a  Log  x)  ^  x"  ^  =  a^"-'. 

Donc,  la  règle  établie  précédemment   (n"  61)  pour  a  entier,  est 
générale. 

En  particulier  pour  u  =  ^,  on  a 


V^" 
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IV.  Fonctions  tr'ujonométrïqiu's.  1"  Soit  d'abord//  =  sina;.  On  a,  par 

définition, 

h        f     ,   li\ 

■     1      ,    i\         ■  ^1"  ^  CCS    .1'  -h  s^ 

D  y  =  lim ^^ — -~ =  i2  lim j -• 

/(  =  0  "  h  =  o  II' 

Or  cos  \  X  -\-  ^  ]  ù  pour  limite  cos  x,  il  vient  donc  en  remplaçant 

h  :  2  par  y. 

^                 lim  sin  a 
D  w  =  cos  a-       • 

^  a  =  0    a 

On  sait,  par  les  éléments  de  trigonométrie,  qu'un  arc  moindre  qu'un 
quadrant  est  compris  entre  son  sinus  et  sa  tangente  ;  donc,  si  a  est 

positif,  on  a 

a  1 

sin  a  <  a  <  tg  a,  d'oÙ  1  <  -. —  < 


sm  a       cos  a 

Ainsi,  si  a  tend  vers  zéro  en  restant  positif,  -r^- reste  compris  entre 
deux  quantités  (pii  ont  pour  limite  l'unité  et  l'on  a  aussi  (n»  18) 

lim^ —  --  1. 
sma 

D'ailleurs,  comme  a  :  sin  a  ne  change  pas  de  signe  avec  a,  celte 

limite  subsiste  pour  a  négatif  et  on  peut  la  substituer  dans  la  valeur  de 

D  !i,  ce  qui  donne 

D  i/  --=  D  sin  .1-  =^  cos  x. 

2"  On  a  ensuite  par  la  règle  des  fonctions  de  fonctions, 

D  cos  X  --  1)  sin     ''  —  x        cos     '  —  x  ,  [)  ^  [a  —  x  , 

On  conclut  de  là 

1)  cosi'  =  —  sin  X. 

8*>  La  règle  pour  dériver  un  quotient  donne 

,,  sin  a;       cos  a:!)  sin  a-  —  sin.rDcosx 
°  cos  .r  cos-'  .r 

d'où 

1 

"         cos"  .r 

4''  On  trouve  de  même 

1.  rw  /     1      1       sin  u       . 

1)  sec  X  =  D =-  — ,     -  Ig  .1-  sec  x. 

W  Eulin,  en  changeant  .r  en     %  —  '^     «^l^'is  les  deux  dernières 
fonctions,  on  obtient  par  la  règle  des  (onctions  de  fonctions 

i 

D  eut  X .  -  ,    l)  cusec  x      —  cot  x  cosec  x. 

sur  û^ 
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V.  Fonctions  trigonométriques  mverses.  —  1"  Soit  //  =  arc  sin  x  ;  la 
branche  principale  de  la  fonction  est  définie  par  les  conditions 

—  I  <  2/  <  J- 

Pour  en  trouver  la  dérivée,  appliquons  la  règle  des  fonctions 
inverses.  On  a  x  =  sin  y  ;  donc 

BijX  =  cosy  =  V 1  —  sin*  y  =  \/i  —  x^. 
Ce  radical  doit  être  pris  avec  le  signe  -|-,  car  cos  //  est  positif 
quand  //  varie  de  —  ^  à  +  ^-  On  a  donc 

D,,x  =  +  \/l  —X', 
d'où 

D,r  y  =  D  arc  sin  x  -=  r-  / 

+  Vl  — x-^  -^ 

Les  autres  branches  de  la  fonction  arc  sin  x  se  partagent  en  deux 
classes  liées  à  la  principale  par  les  deux  systèmes  de  formules  (n°  41)  : 
y  ^  arc  sin  x  +  2A:-, 
y  =  {-  —  arc  sin  x]  +  ^kTz. 

Les  premières  auront  donc  même  dérivée  que  la  branche  principale 
et  les  secondes  une  dérivée  de  signe  contraire. 

2°  La  dérivée  de  y  =  arc  tg  x  s'obtient  aussi  par  la  règle  des 
fonctions  inverses.  On  a  a;  =  tg  ?/  ;  donc 

cos'^  y  '    s  j 

On  en  conclut 

D:,y^  Darctgx  =  ^-^— 

et  le  résultat  est  le  même  pour  toutes  les  branches  de  la  fonction. 
3"  Les  dérivées  des  autres  fonctions  circulaires  inverses  se  cal- 
culent au  moyen  des  précédentes  par  les  formules 

I)  arc  cos  x  --  h  (-  —  arc  sin  x\  ^  —  D  arc  sin  x 
b  arc  col  X  =-  D  ([^  —  arc  tg  A       —  \)  arc  tg  x 

I  ^  1 

1)  arc  sec  x  ---D  arc  cos   -  -^  — 


X  ^  / ,       I        x\  x-  —  1 

1 


V'-. 


D  arc  cosec  a;  -=  D  arc  sin      —  , 

^  X\X''^  —  1 


J 
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63.  Différentielles  des  fonctions  élémentaires.  —  Ces  dilTérentielles 
s'obtiennent  en  niiillipliant  les  dérivées  par  djc.  On  obtient  ainsi  le 
tableau  suivant,  qu'il  est  indispensable  de  connaître  jiar  cœur  : 

d  x^'  ^  ax"  -  *  dx  d\x-=  —r-^- 

d  A-'-  ^  Â'--  I.og  A  dx  d  LogA  X  ^     V'-  ,- 

^  X  Log  A 

d  ef  ----  c-''  dx  d  Log  x  =-  — 

®  X 

d  sin  X  ^  ces  xdx  d  arc  sin  x 


\  I— x-^ 

d\%x  ^  — ^  r/  arc  tg  x  ^--  j-, — ^ 

d  sec  5;  -=  tg  a:  sec  a-rfi;  rf  arc  sec  x  -= 


x\x'—\ 

d  cos  X  =--  —  sin  xdx  (/arccosa-      —  (/arcsin  j: 

d  cot X  -^ i~i—  d  a'c  col X      —  rfarc tga: 

sin'^  X  ° 

rfcoseca;  =  —  cota;  cosecaï/a:       d  arc  cosec  x  -^  —  rfarcseca.- 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  les  formules  de  ce   tableau 

subsistent  encore  quand  on  y  remplace  la  variable  x  par  une  fonction 

quelconque  u  de  x.  Ainsi 

dk"  =  A"LogArf»,  etc. 

64.  Différentiation  des  fonctions  composées.  —  Les  règles  générales 
du  n°  (')[  et  les  formules  du  tableau  précédent  sulVisent  pour  détermi- 
ner la  dillérentielle  d'une  fonction  explicite  quelconque  y,  pourvu 
qu'elle  soit  exclusivement  composée  par  addition,  soustraction,  multi- 
plication, division  ou  superposition  du  signe  fonctionnel  au  moyen 
des  fonctions  élémentaires.  En  elïét,  par  l'introduction  de  variables 
auxiliaires  on  ramènera  la  fonction  y  à  des  sommes,  produits,...  de 
simples  lettres  ou  à  des  fonctions  élémentaires  d'une  seule  lettre.  La 
dilïérenlielle  s'exprimera  par  les  règles  des  n"'  Gl  cl  63  au  moyen  des 
dillérentielles  des  variables  auxiliaires.  On  recommencera  la  même 
opération  pour  calculer  les  différentielles  des  variables  auxiliaires  et 
l'on  continuera  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  les  différentielles  puis- 
sent s'exprimer  en  fonction  de  .r  et  de  dx  seulement.  En  éliminant 
alors  les  variables  auxiliaires  et  leurs  différenlielles,  on  obtiendra  dy 
en  fonction  de  x  et  de  dx.  Pour  trouver  la  dérivée  by  il  sulîira  de 
diviser  par  dx. 
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Avec  un  peu  d'exercice,  ces  calculs  se  font  très  rapidement.  On 
peut  même  se  dispenser  d'introduire  de  nouvelles  lettres  et  la  série 
des  substitutions  se  fait  mentalement.  Soit,  par  exemple,  à  trouver 
la  différentielle  de  esin-rcosx-  ;  on  a  successivement 
cl.e  *"i  '-'  cos  X  =  CCS  X  d.e^i"''  +  gsïn  .r  dxos  x 

=  cos  X  e^'"  ^  il. sin  x  —  e^"^  -'^  sin  x  dx 

=  g  sin  a?  (^COS^  X  —  Sin  x)  dx. 

Remarque.  —  Certaines  fonctions  de  fonctions  revêtent  parfois  une 
forme  sous  laquelle  le  mode  de  composition  n'est  pas  immédiatement 
apparent,  et  il  faut  alors  les  transformer  avant  de  les  différentier. 

C'est  le  cas  pour  les  fonctions  u^  et  Log^v,  dans  lesquelles  u  et  v 
désignent  des  fonctions  de  x.  On  commencera  par  les  exprimer  au 
moyen  d'une  base  constante,  par  exemple  e  ;  on  aura  ainsi 

Log  V 

uv  =  e  "--  Log  V  Log„  V  =  j-^' 

'  ^  Logw 

et  les  différentielles  s'obtiennent  alors  par  les  règles  précédentes. 

65.  Extension  des  définitions  au  cas  d'une  variable  complexe.  —  Soit 

z  =  X  -{-  yi  une  variable  complexe,  la  dérivée  d'un  polynôme  ou  d'une 
fraction  rationnelle  fiz)  se  définit  comme  dans  le  cas  oti  la  variable 
est  réelle.  C'est  la  limite,  /'  [z),  vers  laquelle  tend  le  rapport 

f{z^h)-f{z) 
h 

des  accroissements  correspondants  de  la  fonction  et  de  la  variable 
quand  on  donne  à  celle-ci  un  accroissement  h,  réel  ou  complexe,  qui 
tend  vers  zéro  d'une  manière  quelconque.  Lorsque  cette  limite 
n'existe  pas,  on  dit  que  la  fonction  n'a  pas  de  dérivée  pour  la  valeur 
correspondante  de  z. 

Les  différentielles  se  définissent  aussi,  comme  dans  le  cas  des  va- 
riables réelles,  en  multipliant  les  dérivées  par  la  différentielle  dz  de  la 
variable  indépendante.  Cette  dernière  différentielle  n'est  autre  chose 
que  l'accroissement  arbitraire  h  -  \x  -^-  i  A<y  que  l'on  attribue  à  cette 
variable. 

Les  règles  qui  ont  été  établies  (n°  61;  pour  lormer  la  dérivée  d'une 
somme,  celle  d'un  produit,  celle  d'un  quotient  de  deux  fonctions, 
celle  d'une  puissance  entière  de  la  variable  indépendante,  règles  qui 
résultent  immédiatement  do  la  définition  de  la  dérivée  comme  limite 


d'un  quotient,  subsistent  intégralement  dans  le  cas  où  la  variable  est 
complexe.  Ces  règles  suflisent  pour  former  la  dérivée  d'un  polynôme 
et  d'une  fraction  rationnelle. 

I.  Si  f{z)  est  un  polynôme  entier, 

f{z)  =  A(z)  =  Ao  z''  -h  Al  z>'-'  -\ h  Ah-1  z  +  A,, , 

on  aura 

/'(::,)  _-  A'  =  mAo2:.»->+  (w— 1)  Ai2»-2-H h  A„.,. 

Donc  la  dérivée  d'un  polynôme  est  finie  et  déterminée  pour  toutes 
les  valeurs  de  z  sans  exception. 

II.  Si/'(2)  *»**  est  une  fraction  rationnelle,  ses  deux  termes  sont  des 
polynômes  A  et  B  et  la  règle  pour  dériver  un  quotient  donne 

A       BA'-AB' 

Donc  une  fraction  rationnelle  a  une  dérivée  déterminée  par  toutes 
les  valeurs  de  z  sauf  les  racines  du  dénominateur  B. 

m.  Lorsque  /(:;)  est  un  polynôme  décomposé  en  facteurs  linéaires, 
sa  dérivée  s'obtient  aussi  par  la  règle  de  dérivation  d'un  produit.  Soit 

fi^z)  =  {z-a.)"'{z-by'--.; 
on  aura 

r  w  =  (.  -  «)'»(^  -  0»  -  [jêï  +  ï^  + -j 

Remarque.  —  Comme  nous  le  verrons,  on  se  sert  souvent  de  la 
considération  des  variables  complexes  pour  obtenir  plus  facilement 
des  résultats  relatifs  aux  variables  réelles.  Ceux-ci,  en  ellel,  se  dé- 
duisent comme  cas  particuliers  des  premiers  en  supposant  que  la 
variable  devienne  réelle. 

Exercices. 

Démontrer  les  formules  suivantes  : 

.     hx  abdx  ,1  .  ,  -  o-  -I-  ^^         2abd^ 

d.  arc  tg  ^        .^rrpp^  •  ^^  a—bx~a^  —  ô^ar^ 

(Le  ,  .    X  dx 

d.  Logsin  x  =  cot.T  dx  d.  Log  cosx       —  igx d.v 

d.  Log  tg  ^  =  -. —  '/.  Log  tg    --  — - 

°  °  2       sina;  °  °   ,2        1  cos.r 

,   fb,      \  abdx  ,.      a{^bigx  2ab  dx 

d.  arc  tg  -  tgx    -—„ — :; — —i^r^-T-     d.  Log r-^-  =^  —  — ^ ,,  .  ., 

°Vfl       y     n-co&-x -\  rrsnvx  ° a  —  btgx     n-coS'X — o^sm-r 
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d   tga;  +  ôtg^a;  = j- 

-^  +  (  9  <^os  X  +  cos^a;  j  sin  <»  =  4  cos^^  dx, 

%  2.  Propriétés  de  la  dérivée. 

66.  Théorème.  —  Si  l'on  suppose  \x  infiniment  petit  et  que  f{x)  ne 
soit  pas  nulle  au  point  donné  x,  ^f{x)  qui  est  égal  à  f{x  +  \x)  —  f{x) 
et  df[x)  qui  est  égal  à  f'{x)\x  sont  deux  infiniment  petits  dont  le  rap- 
port a  pour  limite  l'unité. 

En  etfet,  on  a,  par  définition  de  la  dérivée, 
\f{x) 


^x 


r(^')+e, 


£  ayant  pour  limite  0  avec  A.r.  D'où  en  divisant  par  f'{x],  qui  n'est  pas 
nulle  par  hypothèse, 

^n^)  -14-  ^ 


r{x).\x      '  fix) 

Le  théorème  résulte  de  cette  égalité,  dans  laquelle  s  :  f'{x)  a  pour 
limite  0  avec  àx. 

Donc,  quand  \x  est  infiniment  petit,  ly  et  dy  sont  deux  infiniment 
petits,  susceptibles  d'être  substitués  l'un  à  l'autre  sous  les  conditions 
exposées  plus  haut  (n°  18).  On  doit  se  garder  toutefois  de  les  con- 
fondre entre  eux  (^). 

Corollaire.  —  Si  en  un  point  donné  x,  f\x)  n'est  pas  nulle,  on  peut 
assigner  un  nombre  o  tel  que  lf(x]  et  df[x)  =  f'{x]ùix  aient  le  même 
signe  sous  la  condition  \  ^x  \  <  8. 

En  effet,  ^f{x)  -.  df[x],  ayant  pour  limite  l'unité  quand  A.r  tend 
vers  zéro,  doit  nécessairement  devenir  et  rester  positif  à  partir  d'une 
valeur  suflisamment  petite  de  ^x,  par  exemple  à  partir  de  |  Ai-  |  <  5. 
Cette  condition  réalisée,  ^f[x)  et  di{x)  auront  le  même  signe  pour 
toutes  ces  valeurs  de  Aa;. 

67.  Fonction  croissante,  décroissante  en  un  point.  —  Si  l'\x)  est 
positif  au  point  x,  il  résulte  du  corollaire  précédent  que,  pourvu  que 
Aa;  soit  suffisamment  petit,  A/'(a;)  sera  de  même  signe  que  ^x.  On  dit 
dans  ce  cas  que  la  fonction  est  croissante  au  point  x. 

(1)  Dans  les  ouvrages  d'application,  on  a  souvent  le  tort  de  les  confondre,  au 
moins  dans  le  langage. 


/ 
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Si,  au  contraire,  l''(x)  est  négatif,  \f{x)  et  \x  seront  de  signes  con- 
traires pour  les  valeurs  sufîisaniment  petites  de  \x.  On  dit,  dans  ce 
cas,  que  la  fonction  est  décroissante  au  point  x. 

Il  résulte  de  là  que,  si  f'{x)  n'est  pas  nulle,  la  fonction  peut  toujours 
acquérir,  dans  le  voisinage  immédiat  du  point  x,  des  valeurs  supé- 
rieures et  inférieures  à  celles  qu'elle  acquiert  au  point  x.  Les  valeurs 
supérieures,  par  exemple,  s'obtiendront  à  droite  du  point  x  si  la  fonc- 
tion est  croissante  et  à  gauche  si  elle  est  décroissante.  Celte  simple 
remarque  sert  de  base  au  théorème  de  Rolle  : 

68.  Théorème  de  Rolle.  —  Si  la  fonction  continue  f{x)  admet  une 
dérivée  dans  l'intervalle  {a,  b)  et  s'annule  pour  x  —  a  et  pour  x  =^  b,  sa 
dérivée  s'annulera  en  un  point  intermédiaire. 

En  effet,  f{xj  a  une  plus  grande  valeur  M  et  une  plus  petite  valeur  m 
dans  l'intervalle  (a,  b)  {n°  22).  Si  ce  maximum  et  ce  minimum  sont 
nuls  tous  deux,  {\x),  étant  égale  à  zéro  dans  tout  l'intervalle,  est  une 
constante  et  sa  dérivée  sera  nulle  dans  tout  l'intervalle.  Dans  ce  cas, 
le  théorème  est  démontré.  Si,  au  contraire,  le  maximum  est  plus 
grand  que  zéro,  la  fonction  f{x)  atteindra  ce  maximum  (n°27),  pour  une 
valeur  que  x  comprise  entre  a  et  b.  On  aura  f'(q)  =  0  ;  car,  s'il  en 
était  autrement,  la  fonction  fix)  serait  croissante  ou  décroissante  au 
point  ;  et  acquerrait  dans  le  voisinage  immédiat  de  ce  point  des 
valeurs  supérieures  à  f(c.),  comme  on  l'a  montré  au  n°  précédent. 
Donc  fil)  ne  serait  pas  le  maximum  que  nous  avons  supposé. 

Hemarques.  —  On  observera  :  I")  que  cette  démonstration  ne  sup- 
pose pas  la  continuité  de  la  fonction  dérivée  ;  2''  qu'elle  subsiste 
intégralement  même  si  la  dérivée  cesse  d'exister  pour  les  valeurs 
extrêmes  a  et  b,  pourvu  que  f{x)  reste  continue. 

Corollaire.  —  Si  f{x)  reprend  la  même  valeur  pour  x  -  a  et  pour 
X  --=  b,  sa  dérivée  s'annulera  en  un  point  intermédiaire,  car  la  fonc- 
tion f(x)  —  f{a),  qui  a  la  même  dérivée,  s'annulera  pour  .r  a  et  pour 
X  ^  b. 

69.  Formule  des  accroissements  finis.  —  Soit/  ^j')  une  fonction  con- 
tinue ayant  une  dérivée  dans  l'intervalle  {a,  b];  il  en  sera  de  même 
pour  la  fonction  -^  (.r),  définie  par  l'équation 

'^(.r)       [b  -  a)  \f{x)  ^f{a)\  -  {x  -  a\  \f[b)  -  f  («)]. 


Mais  cette  fonction  s'annule  pour  x  =  a  et  pour  d  ^  h,  donc,  en 
vertu  du  théorème  de  Rolle,  sa  dérivée,  qui  a  pour  expression 

'^'  ix)  =  {b-a)r  [x]  -[f{b)  -fia)], 
s'annulera  pour  une  valeur  ;  de  x  comprise  entre  a  et  b.  La  substitu- 
tion de  cette  valeur  donne  donc 

f{b)-na)^{b-a)rrz). 

Telle  est  la  formule  des  accroissements  finis.  On  la  met  le  plus 
souvent  sous  une  autre  forme.  Remplaçons-y  a  par  xetb  par  (x  +  //), 
alors  l  (qui  est  compris  entre  x  et  x  -f-  h)  peut  être  remplacé  par 
x  +  hJi,  h  désignant  un  nombre  généralement  inconnu  >  0  et  <  1. 
On  trouve  ainsi 

L'¥  -\-hl—f{x)  =3J  [x  +  Q  h) 
(0  <  6  <  4). 

Cette  formule  suppose  simplement  que  la  dérivée  soit  déterminée 
dans  l'intervalle  de  x  2^  x  +  h,  ces  valeurs  extrêmes  pouvant  faire 
exception.  Le  nombre  6  reste  inconnu,  il  dépend  de  x  et  de  h,  mais 
on  sait  qu'il  est  toujours  compris  entre  0  et  1. 

La  formule  des  accroissements  finis  est  une  des  formules  fonda- 
mentales du  calcul  différentiel.  Elle  est  d'un  usage  continuel.  On  en 
déduit  les  théorèmes  suivants  : 

70.  Théorème.  —  Toute  fonction  continue  f(x),  dont  la  dérivée  est 
constamment  nulle  dans  un  intervalle  [a,  b),  se  réduit  à  une  constante 
dans  cet  intervalle. 

Soient,  en  effet,  x  et  x  -\-  h  deux  valeurs  de  x  appartenant  à  l'inter- 
valle'(a,  b),  on  aura,  par  la  formule  précédente, 

fix  L  h)  —  f  [x)  -  0,        d'où        f{x^h)  =--f  [x) , 
c'est-à-dire  que  la  fonction  est  une  constante. 

71.  Théorème.  —  Deux  fonctions  f'{x)  et  -^  (x)  dont  les  dérivées  sont 
constamment  égales  dans  un  intervalle  («,  b)  ne  peuvent  différer  que  par 
une  constante  dans  cet  intei^valle. 

En  effet,  la  fonction  f(x)  — -j  [x),  ayant  une  dérivée  constamment 
nulle  se  réduit  à  une  constante  C  dans  cet  intervalle  et  l'on  a 

f{x)    -~'^{x)-\-C. 

Ce  théorème  est  le  tliéorème  fondamental  du  calcul  intégral.  Dans 
celui-ci  on  se  propose  de  trouver  toutes  les  fonctions  ayant  une  déri- 
vée connue.  On  voit  que  le  problème  sera  résolu  si  l'on  peut  en 


—  re- 
trouver une  seule,  car  toutes  les  autres  pourront  se  déduire  de  celle- 
là  par  Taddition  d'une  constante. 

72.  Théorème.  —  Si  f(.r)  a  une  dérivée  f  {x)  et  tend  vers  rin(ini 
quand  x  tend  vers  une  valeur  finie  a,  il  est  impossible  que  f  [x)  conserve 
une  valeur  finie  quand  x  tend  vers  a. 

En  effet,  si  |  f  {x)  \  avait  pour  limite  supérieure  M,  la  formule  des 
accroissements  finis  donnerait 

\f{x\-h,-f{x)  \  <\mh\ 

et  comme  on  peut  faire  tendre  x  vers  a  dans  cette  formule  et  choisir 
h  de  manière  que  f{x  +  h)  reste  fini,  on  voit  que  l'{x)  ne  croîtrait  pas 
indéfiniment  quand  x  tend  vers  a. 

73.  Formule  de  Cauchy.  —  Soient  f[x)  et  F  {x)  deux  fonctions  conti- 
nues et  admettant  des  dérivées  dans  Vintervalle  de  aàa  +  h  ;  supposons, 
en  outre  que  F'  {x)  ne  s  annule  pas  dans  cet  intervalle.  Si  l'on  désigne 
par  0  une  quantité  ijénéralement  inconnue  mais  comprise  entre  0  et  1, 
on  aura  la  relation 

f{a^h)-f{a)       f'ia-{-^h) 
F(a  +  /0  — F(rt)~     F'(a  +  0/O" 

Cette  (ormule  est  due  à  Cauchy  ;  pour  la  démontrer,  considérons  la 
fonction  -s  {x},  définie  par  la  formule 

.  (X)  ^-^  ir  W  -  /■(»)!  -  [F  (X)  -  F  (»)1  ^f'^^-Ç^f 

elle  s'annule  pour  x  -  a  et  pour  x  -  a  \  h;  donc,  en  vertu  du  théo- 
rème de  Kolle,  sa  dérivée  -f  '  (x)  s'annule  en  un  point  intermédiaire 
(a  +  6  ^).  On  obtient  ainsi 

On  peut  diviser  les  deux  membres  par  F'  {a  (  h  h)  qui  n'est  pas 
nulle  par  hypothèse  et  l'on  trouve  la  formule  de  Cauchy. 

liemarque.  —  La  formule  des  accroissements  finis  n'est  qu'un  cas 
j)articulier  de  celle-ci  :  elle  s'en  déduit  en  posant  F  [x)  -^  x,  ce  qui  est 
permis  puisque  F'  [x)  ~^  1  et  ne  peut  s'amuder. 

EXF.RCICKS. 

1.  Si  f  (./•)  est  déterminée  et  si  .c'  et  x"  t,^,,ihuit  rprs:  •■  r»  xn/iM faisant 
aïuv  conditions  x'  <  x  <  x",  on  aura 
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On  remarque  que  le  premier  membre  a  une  valeur  intermédiaire  entre 
les  quantités 

f,cc")-f{œ)  f[x)-f[x') 

x" X  X X 

qui  tendent  toutes  les  deux  vers  f"[x). 

m 

2.  Si  ce'  et  x"  sont  tous  deux  >  x  ou  tous  deux  <  x,  la  formule  pré- 
cédente subsistera,  pourvu  que  f'[x)  soit  continue  au  point  x. 

On  considère  la  relation 

r(x'-)  -r{x')  =  {x"  -  x'i  r  [^'  +  ^  (>^"  -  ^')]. 

3.  Si  la  dérivée  f  [x^  est  conti)iue  dans  l'intervalle  (a,  b),  à  tout  nom- 
bre positif  t,  si  petit  qiCil  soit,  correspond  un  nombre  o  tel  qu'on  ait 

j^'"  +  ^-^'-'-'-rw;<^      s.  iH--;. 

poui^u  que  x  et  x  -\-  h  apxjortiennent  à  Viyitervalle  {a,  b). 

Par  la  formule  des  accroissements  finis,  le  premier  membre  devient 

\f[x-\-^  h)  —  f  {x)  I  . 

La  dérivée  étant  continue,  on  peut  supposer  son  oscillation  <  z  dans 
tout  intervalle  <  r.  (n°  27,  IV),  alors  cette  différence  sera  a  fortiori  <  s. 

On  exprime  ce  théorème  en  disant  que  ^f{x  :  A^^  converge  uniformé- 
ment vers  sa  limite  d  f\x)  :  d.r  dans  l'intervalle  {a,  b). 

4.  Réciproquement,  si  ^f{x)  :  \x  converge  unifoj^mément  vers  su 
limite  f  (x),  celle-ci  sera  continue  dans  l'intervalle  [a,  b). 

5.  Si  f{x]  a  une  dérivée  déterminée  dans  V intervalle  [a,  b),  f'{x)  est 
une  fonction  qui  rœ  peut  passer  d'une  valeur  d  une  autre  dayis  cet  inter- 
valle sans  jjasser  aussi  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 

On  montre  d'abord  que  si  f  (a  et  f'[b)  sont  de  signes  contraires  f  {x) 
peut  prendi'e  la  valeur  intermédiaire  0.  A  cet  effet,  on  prouve  que  f{x)  a 
un  maximum  ou  un  minimum  qu'elle  atteint  pour  une  valeur  ;  de  x  com- 
prise entre  a  et  b  et  que  l'on  a  Z''  (:)  =  0.  Les  autres  cas  se  ramènent  au 
précédent. 

6.  Définitions.  —  Lorsque  le  rapport  Ay  :  \x  tend  vers  une  limite 
déterminée  quand  Ix  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  cette 
limite  est  la  dérivée  à  droite  de  //.  La  dérivée  d  gauche  se  définit  de 
même,  ^x  restant  négatif. 

Théorème  I.  —  Si  la  fonction  continue  f  [x]  a  une  dérivée  à  droite 
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déterminée  et  positive  en  tout  point  de  f  intervalle  {a,l'>,)  le  maximum 
de  f[x)  dans  cet  intervalle  sera  f{b). 

Le  maximum  ne  peut  avoir  lieu  eu  un  point  ?  <  è,  c^v  f{\  -\-  h) — f{l) 
sera  positif  avec  la  dérivée  prise  à  droite  f  (?)  pour  h.  positif  et  suffisam- 
ment petit. 

Théorème  II.  —  Si,  au  lieu  de  cela,  la  dérivée  d  droite  était  négative, 
f[b]  serait  le  minimum  de  f[x)  dans  l'intervalle  {a,  h). 

Théorème  III.  —  Si  la  fonction  continue  f{x)  a  une  dérivée  à  droite 
constamment  nulle  dans  VintervaUc  [a,  b),  f{x)  est  constant. 

Soit  £  un  nombre  positif,  les  deux  fonctions 

/•(:f)  +  £(^'  —  o)  f(x)  -  t{x  —  a) 

ont  respectivement  des  dérivées  à  droite  {)0sitive,  z,  et  négative,  —  z; 
elles  ont  donc  respectivement  pour  maximum  et  pour  minimum  : 

f{b)-{^z{b-a),  /■(^.)  _£(/;_«), 

d'où  l'on  conclut,  respectivement, 

f{cc)<r{b)^z{b-x),  fix)     . /■{b)-z{b-x), 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  pour  s  infiniment  petit  que  si  /'(.r)  -    f{b). 

7.  Théorèmes  analogues  sifr  la  dérivée  à  gauche, 

S  3.  Dérivées  et  diflérentielles  successives. 

74.  Définitions.  —  Soit  y  =  f{x)  une  fonction  ayant  une  dérivée 
y'  =  ['(x).  Si  cette  noiivelle  fonction  admet  elle-même  une  dérivée,  on 
la  représentera  par  y",  f"{x)  ou  D'^y,cl  on  l'appellera  la  dérivée  seconde 
dey. 

La  dérivée  de  y"  sera  la  dérivée  (roisicmi'  de  y  et  se  représentera 
par  y'",  {'"'(x)  ou  l)^y  et  ainsi  de  suite. 

On  appelle  diUérenlielle  seconde  de  y  et  l'on  représente  jiar  d^y  la 
différentielle  de  sa  dilîérentielle  dy. 

Cette  nouvelle  dilîérentielle  dépend  de  la  relation  que  l'on  veut 
établir  entre  la  variable  x  et  son  accroissement  dx  ^  Ix.  Si  l'on  con- 
vient que  cet  accroissement  doit  avoir  une  valeur  constante,  indépen- 
dante de  X,  on  aura 

d'y      d.r[x)dx      l"(x)dx' 

De  même  d^y  aura  une  diflérentielle  qui  sera  h  diUérenlielle  Iroisii'me 
de  y.  On  la  représente  par 

d^y   -/"'(x)rfx'  ^y"'dx\ 
On  continue  ainsi  de  suite  et  l'on  a,  en  général, 
d»y  =  f.»  {x)  dx"  =  y"'dx" . 
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On  tire  de  là. 

•'  ~  dx  ^        dx^       ^         dx>' 

Donc  la  dérivée  n'^"^^  d'une  fonction  est  le  quotient  de  la  difjérentielle 
jiU'me  (jf,  ifi  fonction  par  la  puissance  n^''''^''  de  la  dijjérentielle  de  la 
variable  prise  comme  constante,  ce  qui  fournit  une  nouvelle  manière 
de  représenler  celte  dérivée  et  celle  qui  est  la  plus  généralement 
employée.  m 

75.  Des  différences  finies.  —  Si  l'on  donne  à  x  un  accroissement  Aa;, 
la  fonction  f{x)  prendra  un  accroissement 

\f{x)  =  f[x  +  \x)-f[x) 

que  nous  appellerons  différence  première  de  f{x). 

La  différence  de  la  différence  première  sera  la  différence  seconde, 
qui  se  représentera  par  ^^'{x),  et  ainsi  de  suite.  On  convient  de  con- 
sidérer l'accroissement  ^x  comme  indépendant  dex,àe  sorte  que  l'on  a 

l^f{x)=^f(x  +  2Aa')  -  ^2f[x  +  Ax)  4-  f{x) 
\^f{x)  =  f{x  4-  3Aa:)  —  3f[x  +  2  \x)  +  3f{x  +  A.r)  —  f{x] 

et  auisi  de  suite. 

Il  existe  une  relation  importante  entre  cis  différences  successives 
et  les  dérivées  successives  de  f(x),  supposées  déterminées.  Nous  con- 
naissons déjà,  pour  la  premier  ordre,  la  formule  des  accroissements 
finis  : 

(    Ifix)  ^  f[x  H-  \x)  -  f[x)  -^  \x  f  '  {X  +  e  A  ^) 
^'         (  (0<:.e<lj 

Afin  d'obtenir  une  formule  analogue  pour  le  second  ordre,  rem- 
plaçons, dans  cette  formule,  t{x)  par  f{x  +  \x)  —  f{x)  ;  il  viendra 
l'f{x)  =  \x [f'{x  -\-hx  +  \x)  —  /•' {X  +  0 IX)] 

Mais  la  quantité  entre  crochets  s'obtient  en  remplaçant  f{x)  par 
f'ix  +  H^x)  dans  la  formule  (1).  ce  qui  donne 

f'(x  A-h\x-h  Aj:)  —  f  (i'  +  OA.f)  -  \xf"{x  -h  H\x  +  h^\x). 
(0<  0,  <  1) 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  on  trouve 

(2)  A-  f(x)  ^-  Aa'-  /■'  \x  V  0  Aj:  4-  e,  A.r) . 

C'est  la  formule  relative  au  second  ordre. 
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Pour  passer  au  troisième,  remplaçons,  dans  la  iormule  (2),  f{.v)  par 
f{x  +  ^x)  —  f{x)  ;  on  trouvera,  de  même, 

(3)  ^y^{x]  -  A.r3  /•  '  "{X  +  0  \x  f  9,  A  a:  +  0.,  Ao:), 

oîi  8o  est  une  troisième  quantité  comprise  entre  zéro  et  un. 

On  peut  recommencer  la  même  opération  sur  l'équation  (3)  et  con- 
tinuer ainsi  de  suite. 

Supposons  que  les  dérivées  de  f{x)  soient  des  lonctions  continues; 
divisons  respectivement  les  équations  (1),  (2),  (3)  par  Ix,  \x-,  \x^; 
il  viendra,  en  faisant  tendre  \x  vers  zéro, 
,.     ù^fix)       „,,  ,  ,.     AV'U")       .,,1  \  r      AY(a:)        ,.,,,,  , 


et,  en  général. 


,.     \''f{x)       .....  .       d»fix) 


^X"  1^1  dx' 


Donc  la  dérivée  »'^""'  d'une  fonction  est  la  limite  du  rapport  de  lu 
différence  n^''"^^  de  la  fonction  par  la  puissance  n''-''"''  de  la  différence  de 
la  variable,  quand  cette  différence,  supposée  indépendante  de  x,  tend  vers 
zéro. 

IQ.  Dérivées  7i*^"'^«  des  fonctions  élémentaires.  —  La  détermination 
de  la  dérivée  d'un  ordre  quelconque  pour  une  fonction  élémentaire  ou 
composée,  ne  peut  présenter  d'autre  difticulté  que  la  longueur  des 
calculs,  si  l'ordre  de  la  dérivée  est  donné  numériquement.  Mais,  si 
l'on  demande  d'exprimer  la  dérivée  ?j"'""^  en  fonction  de  «,  n  restant 
arbitraire,  le 'problème  devient  plusdillicile.  Toutefois,  pour  quelques 
unes  des  fonctions  élémentaires,  la  solution  en  est  assez  simj)le. 

1.  On  a  trouvé  Y)x"  =-  ax"-^  ;  on  en  tire  successivement 
D^x"  ^  a  [a  —  \)  X"-- 


])"x"    -  a  {a  —  \)...[a  —  n   |-  1)  x'"" 
Si  a  est  entier  et  >  0,  cette  dérivée  se  réduira  à  la  constante  a  pour 
n  =  a,  et  sera  nulle  pour  n  >  a.  Donc  la  dérivée  n"^""  d'nn  polynôme 
de  degré  inférieur  à  n  est  identiquement  nulle. 

11.  De  l'équation  DLogx  =  x-^  ,  on  tire  immédiatement,  par  la  règle 
ci-dessus, 

D"  Log.r  -:  D"-»  2-'  :-  (—  1)  (—  2)  ...  (—  «  -h  1)  .r  " 

D"  Log  .r  =  (—  1)»-^  ^^^z^'' 
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III.  La  formule  DÂ"^  =  A'^Log  A  donne  immédiatement 

l)"A-'''  =  A'''(LogA)« 

lyn  px  ^  Q.r 


IV.  On  a  trouvé  que 

D  sin  X  =  cos  x  =  sin  [x  -\-  ^) . 

La  dérivée  s'obtient  en  ajoutant  ^  à  l'argument,  donc,  en  général, 

D" sin  X  =  sin  {x  -\-  n  ^). 
On  a  également 

D  cos  X  ==  cos  {x  4-  ^), 
par  conséquent, 

D"  cos  X  =^  cos  {x  +  M  ^) . 

VI.  On  a  trouvé 

1  1 

D  arc  Igx  =  ^— - — -  ;       donc       D'*  arc  tg  x  ^  D'^-'  .         ^^- 

On  simplifie  le  calcul,  en  rendant  la  variable  complexe.  On  peut 
alors  faire  la  décomposition  suivante  : 

1  4^1  1 


1 


i  ~\-  x^       2i  \x  —  i      X  -{-  iy 
d'oLi  l'on  conclut 


i 

1+^2       ^_iL L*       '^-Ja;  — i)"       {x  +  iY\ 

On  se  débarrasse  facilement  des  imaginaires.  Posons 
X  —  i  =  p  (cos  cp  —  i  sin  'f  ), 
d'où  (en  observant  que  sin  cp  est  >  0) 

p  =  \/l  +  ^2,  ?  =-  arc  cot  ^-  (0  <  cp  <  7î), 

il  viendra,  par  la  formule  de  Moivre, 

1  _  coswcp  +  isinncp 

[x  —  i)"  ""  f'  ' 

1  _  cos  n  cp  —  i  sin  n  cp 

[x  +  i'i"-  ~  p« 

Par  conséquent, 

D"-i-r— — ,  =  (— 4)«-*  ^^^r—  sin  «cp, 

.    D"  arc  tg  j:  -=  (—  1  )n-i^ Li_  sin  (n  arc  cot  ^), 

(1  +  x^)-^ 
(0  <  arc  cot  a;  <  -û;). 
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77.  Dérivée  n'^""'  d'un  produit.  Formule  de  Leibnitz.  —  Soit  iiv  le 
produit  de  deux  fonctions  de  x  ;  on  a  trouvé 

D.  uv  =  vl)u   I   u  Dv. 
Dérivons  ;  il  vient,  par  la  règle  précédente, 

D^uv  ^v  D-M  +  2  bu.  Dv  +  u D^v. 
Dans  la  dérivée  première,  la  somme  des  indices  de  dérivation  est 
égale  à  1  dans  chaque  terme  ;  dans  la  dérivée  seconde,  elle  est  égale 
à  2  ;  on  voit  de  suite  qu'elle  sera  égale  à  n  dans  la  dérivée  n'''"'^.  Un 
peut  donc  poser  la  ibrmule 

(1)      Wîiv  =  A„M  D'*r  -f  A,  Du  D'"  v  +  A2  D^u  D'^'-v  +■••■ 

dans  laquelle  les  lettres  A  désignent  des  constantes  numériques  qu'il 
s'agit  seulement  de  déterminer.  Faisons,  i)Our  cela, 

a  =  e'-^-'' ,        V  =  e''        d'où        uv  ==  e(n-a:a- 
on  aura 

D"uv  =  (1  +  a)«e(*+a)^ 
D"u  D>^-''v  ^  7.'<e^^.  t'^  =  a.'^e^i  +  :i)oc 

Substituons  ces  valeiu\s  dans  l'équation  (1)  ;  elle  deviendra,  après' 
suppression  du  facteur  commun  e^+'^^, 

(1  +  y-)"  =  Ao  -h  Aia  -I-  Aja2  -\ 

Donc  les  coefficients  Ao,  A,,  A„,...  ne  sont  autres  que  ceux  du 
binôme.  On  peut  ainsi  donner  à  l'équation  (li  la  forme  symbolique 
suivante  : 

D"  uv      {Du  -\-  Dvj"  . 

Mais  on  convient  d'observer  les  conditions  suivantes  dans  le  déve- 
loppement du  second  membre  :  \°  on  écrira  Du  et  Dv  dans  tous  les 
termes,  même  dans  les  termes  extrêmes  où  l'un  d'eux  re^,oit  l'expo- 
sant 0  ;  2"  on  remplacera  ensuite  1)//''  par  D''u,  Dv  par  D''v  et  enlin, 
Ir»  i)ar  n  et  D^r  pai-  v. 

78.  Propriétés  des  dérivées  d'une  fonction  rationnelle.  —  Soitiil  :  une 
variable  com|)lexe  et  l'(z-)  une  fonction  rnlionnelle  de  ^- 

les  iiolynomcs  l'  et  O  n'ayant  pas  de  racines  communes.  Soit  a  une 
racine  de  degré  m  de  V{z),  nous  disons  aussi  que  c'est  une  racint'  dr 
degré  m  de  /'(:•).  On  a.  dans  ce  cas, 
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et  'f  (2)  est  une  fonction  rationnelle  qui  a  une  valeur  tinie  et  ne  s'an- 
nule plus  pour  z  =  a.  Dérivons  ;  il  vient 

f'iz)  =^  [z.  -  fl)-^  {mz{z,  +  {z  -  a)  -f'iz)] 

La  quantité  entre  crochets  est  une  fraction  rationnelle  qui  ne 
s'annule  plus  pour  z  =^  a  ;  on  a  donc  le  théorème  suivant  : 

I.  Toute  racine  de  degré  m  d'une  fonction  rationnelle  f{z)  est  une 
racine  de  degré  [m  —  i)  de  la  dérivée  ;  en  particulier,  une  racine  simple 
de  f{z)  ne  sera  plus  racine  de  la  dérivée. 

Si  l'on  applique  ce  théorème,  de  proche  en  proche,  aux  dérivées 
successives  de  f{z)  on  en  déduit  le  suivant  : 

II.  Toute  racine  de  degré  m  de  f(z)  est  commune  à  f{z)  et  à  ses  m  —  4 
premières  dérivées.  Réciproquement,  toute  racine  commuiie  à  [{z)  et  à 
ses  (m — 1)  premières  dérivées  et  qui  n'annule  pas  la  dérivée  d'ordre 
m  est  une  racine  de  degré  m  de  f[z). 

Ces  théorèmes  jouent  un  rôle  important  en  algèbre,  dans  le  cas 
particulier  où  f{z)  se  réduit  à  un  polynôme. 

Exercices. 

1.  Dérivées  n'''"^"^  des  fonctions  :  ..       ' 

1  1  a;  j; 


R.  On  opère  comme  pour  trouver  la  dérivée  d'ordre  n  de  1  :  (l+.r-)  au 
n°  76  ;  ces  fractions  se  décomposent  en  d'autres  plus  simples,  dont  les 
dénominateurs  sont  linéaii'es,  et  qui  se  dérivent  sans  difficulté. 

2.  D''sin'"a,',         D"cos"-^'         (w?.  entier  et  positif). 

R.  On  décompose  ces  fonctions  en  sommes  de  sinus  et  de  cosinus  des 
multiples  de  x.  La  dérivation  est  alors  facile. 

;.  i),, qx cos 0  cos (j:sin  0)  ^ £?■'•  «°'  ^  cos (^'sin ô  +  w 9), 

R.  On  prouve  que  la  relation,  vraie  pour  «,  subsiste  pour  >H-1,  ('^  est 
supposé  constant). 

1.  V>"e"-'-Q.ç,^hx^^/^e"-'(tQ,%\hx  \  )iO). 

R.  Se  ramène  au  cas  précédent  en  posant  a   -^  pcos^),  i^psinO. 

5.  D"  ^         —  ;         D"arcsinj:. 

\  1  — 1'2 

R.  La   première    s'obtient   par   la  règle  (pu  donne  D"mi7,  en   posant 
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u={\ — x)  2,v  =  (l  +  'ï^)  ■' •  La  seconde  se  ramène  à  la  première, 
après  la  première  dérivation. 

n  ! 
6.  D>'x"'Logx;        D'H-i.i'nLoga; -= — , 

R.  Applications  de  la  règle  pour  dériver  uv. 

1.3.D.■.(2>^-l)    .    . 

7_  Du-i(i_a;2j«-|-=(— 1)"-*  —^ sm(narccosa'). 

R.  Supposée  vraie  pourri,  la  relation  se  démontre  facilement  pour  n  -|-  1 . 

8.  D>Hivic...^{Du^Dv -\-'Dw +  ...)"  . 
R.  Démonstration  analogue  à  celle  du  n"  77. 

9.  D"  f{a  +  bx)  =  6»  /■»  {a  -h  bxj . 

10.  Dérivée  n^*""^  d'une  fonction  de  fonction,  —  On  prouve  de  proche 
en  proche  que,  pour  w  =  »(a:;),  on  a 

k  —  i 

en  désignant  par  Pu  un  polynôme,  indépendant  de  la  forme  de  f  homo- 
gène et  de  degré  k  par  rapport  aux  dérivées  Du,  D^it,,..  (Pour  la 
manière  de  former  ce  polynôme,  voir  n"  91^. 

11.  Soit  u  =  Log  X  ;  si  la  lettre  D  désigne  des  dérivées  par  rapport 
à  u  et  si  l'on  convient  d'eflectuer  les  multiplications  algébriquement, 
on  aura  la  formule  symbolique 

R.  On  a  d'abord,  par  l'exercice  précédent, 

(1)  DV(Log.f)  =  SPAp)(w). 

Faisant,  en  particulier,  f{ic)  --^  e°",  ce  qui  ne  change  pas  Pa, 

(2)  D"e«i'fs^^  S  P/ja^c^'". 
Mais  on  a,  d'autre  part, 

(3)  We^'i-og-y  =  D»x^  ^  a{a  —  l)...(a  —  n\-l)x"-" 

gau 

-=rt  («  — ri...(rt— «-I-1)— . 

Le  second  membre  de  (1)  se  déduit  de  celui  de  (2i,  en  supprimant  lo 
facteur  c'""  et  en  remplaçant  a''^  par  \)'^  f[H).  Si,  au  lien  de  faire  ce 
changement  dans  (2),  on  le  fait  dans  (.'Ji.  on  obtient  lo  formule  à 
démontrer. 

12.  Démontrer  la  formule  symbolique  : 

D»  » (x;e«-^  =  e^'^(D  +  a)»  o  [x], 
R.  Application  de  la  formule  de  Leibnitz. 
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13.  Dérivée  ?i'^™^  (rime  fonction  rationnelle.  —  On  décompose  la 
fraction  rationnelle  en  une  somme  de  fractions  simples  par  la  méthode 
qui  sera  exposée  plus  loin  (q°  104).  Elle  est  alors  préparée  pour  la 
dérivation,  qui  se  fait  sans  difficulté.  Les  dérivées  de  l'exercice  1  sont 
des  cas  particuliers  de  cette  méthode. 

Remarque .  —  Les  procédés  les  plus  généraux  pour  la  formation  des 
dérivées  n''""'"  se  rattachent  à  la  formule  de  Taylor  et  aux  fonctions 
d'une  variable  complexe.  (Voir,  en  particulier,  les  applications  de  cotte 
formule  dans  le  cliapitre  suivant). 


CHAPITRE  II. 

Formule  de  Taylor.  Applications  diverses. 


§  1.  Théorèmes  préliminaires. 

79.  Théorème  I.  —  Soient  f{x)  et  F  (.r)  deu.v  functions  ayant  des 
dérivées  déterminées  du  premier  ordre  dans  r intervalle  de  a  à  a  -\-  h  ; 
si  ces  deux  fonctions  s'annulent  pour  a-  =^  a  et  si  F'  (.r)  ne  s'annule  pour 
aucune  des  valeurs  de  x  interinédiaires  entre  a  et  a  -\-  li,  on  aura 

^^'  F  [a  f  h)       F'  {a  +  U)  l"  <  "^  <  l^ 

En  elTet,  la  formule  de  Cauchy  (n°  73)  se  réduit  à  la  précédente, 
quand  on  y  fait 

/•(«)  =  F  («)=0. 

Il  est  important  de  remarquer  que,  dans  la  formule  (1),  /tpeut  être 
aussi  bien  négatif  que  positif. 

80.  Théorème  II.  — Soient  f{x)  et  F  (.r)  deux  fonctions  ayant  des 
dérivées  déterminées  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement  dans  l'intervalle 
de  a  à  a  -\-  h  ;  si  ces  deux  fonctions  et  toutes  leurs  dérivées  jusqu'à 
l'ordre  {n  —  1)  i^'<rnnulent  pour  x  ---  a,  et  si  aucune  des  n  premières 
dérivées  de  ¥  {x)  ne  s' annule  pour  une  valeur  de  x  intermédiaire  entre 
a  et  a  -\-  h,  on  aura  la  relation 

/(.  +  A)       f^"Ku-\hh)  (o^o^^) 

^^>            F(a-t-/ij"-F(»H«  +  6^)  ^                 '■ 

Ce  théorème  résulte  de  l'application  répétée  ^\u  théorème  précé- 
dent. On  a  d'abord 

f{u  -I-  /ij_  _  /    yi  -r  Oi/Q  .         . 

Y{(T^h)  ~  ¥'  {a  -t-  e,/')  i"  <^  «1  -^  ')• 

Mais  on  peut  appliquer  la  même  formule,  en  y  remplaçant  les  fonc- 
tions par  leurs  dérivées  et  //  jiar  h^h,  ce  qui  donne 
f'{a   \%Ji)       f"ia\  %h)  ^ 
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On  continue  ainsi  de  proche  en  proche  jusqu'à  ce  qu'on  obtienne 

.   f}^^^:^Ha±^n-ih)  _  P^a  +  ^nh)        .n  <-  fi    <-  6      ) 

F.«-*(a  +  e„-,/i)  ~  F'.«)(a+9,//.)        ^^  <  '»  <  ''^-^^ ' 

Donc,  ce  dernier  quotient  est  aussi  égal  au  premier,  et  en  rempla- 
çant 0,j  par  9,  ce  qui  est  permis,  on  obtient  la  formule  à  démontrer. 

81.  Théorème  III.  —  Soit  f{x)  une  fonction  ayant  des  dérivées 
déterminées  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement  dans  l'iiitervalle  de  a  à 
a  -{-  h  ;  si  cette  fonction  et  ses  (n — 1)  premières  dérivées  s'annulent  pour 
!■  =  a,  on  aura 

(3,  /■  (rt.  ^h]=^^  /■;'' ■  [a  +  hh)         (0  <  9  <^  4 ) . 

Cette  formule  est  un  cas  particulier  de  la  précédente.  Elle  s'en 

déduit  quand  on  v  fait 

F  {!')  ^  [x-ay  . 

Cette  fonction  véritîe  les  conditions  du  théorème  11  ;  on  a 
F  (a  +  A)  -  A» ,        Fi«^  {x)  =  n\ 
et  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  (^),  on  obtient  la 
formule  (3). 

^  2.  Formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin. 

82.  Objet  de  la  formule  de  Taylor.  —  Cette  formule  a  pour  objet  de 
développer /■  (a  + /t)  en  une  somme  de  termes  ordonnés  suivant  les 
puissances  de  h  et  de  la  forme 

f[a  +  h)  =  Âo  +  Al  A  -\r  k^¥  ^ h  A,,.i  h''-'  +  M//", 

les  quantités  Ao,  Ai,...  A,î.i étant  des  constantes  par  rapport  à  h,  et  M 
une  fonction  de  h,  mais  qui  doit  conserver  une  valeur  finie  quand  h 
tend  vers  zéro. 

Ce  développement  est  possible  sous  des  conditions  très  générales 
que  nous  allons  indiquer  dans  le  théorème  suivant  et  nous  prouve- 
rons ensuite  qu'il  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

83.  Théorème  I.  Formule  de  Taylor.  —  Si  f{x)  est  une  fonction  con- 
tinue ayant  des  dérivées  déterminées  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement  dans 
l'intervalle  {a,  a  ^  h),  f[a  -\-  h)  pourra  se  développer  suivant  les  puis- 
sances de  h  par  la  formule  suivante  : 

[  /X«  +  A) --- n«) -I- î /•'(«) -f  |r/'' («)!••• 

oii  ')  est  une  ([uantité  ijénéralement  inconnue,  mais  comprise  entre  0  et  1. 
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Ce  développement  porte  le  nom  de  formule  de  Taijlur.  Il  véritle 
évidemment  les  condllions  dont  nous  avons  parlé  dans  le  numéroprécé- 
dent,  lorsque  la  dérivée  n""''"' est,  en  outre,  bornée  dans  l'intervalle 
(a,  a  1  //).  On  aperçoit  dans  cette  formule  la  loi  de  formation  des 
coeHicients  A  et  on  y  trouve,  en  même  temps,  une  expression  remar- 
quable de  la  fonction  M.  Pour  établir  cette  formule,  on  observe  que 
la  fonction  f{x)  et  le  polynôme  de  degré  (n  —  1)  en  .r 

jouissent  des  propriétés  suivantes  :  1°  Ils  sont  égaux  pour  .v  ^  a  ; 
2°  leurs  dérivées  du  même  ordre  sont  aussi  égales  deux  à  deux  pour 
œ  =  a  jusqu'à  l'ordre  {n  —  I)  inclusivement  ;  donc  ?>°  leur  différence 
f{.r)  —  P,,-i(j')  s'annule  pour  .v  =  a  ainsi  que  toutes  ses  dérivées  jus- 
qu'à l'ordre  [n —  J).  Par  conséquent,  on  peut  ajipliquer  à  cette  diffé- 
rence le  théorème  III  du  paragraphe  précédent  ;  mais,  comme  le 
polynôme  P„.i  a  sa  dérivée  n'''"^^  identiquement  nulle,  la  formule  (3) 
de  ce  théorème  se  réduit  à 

fia  +  h)  -  P..,  (a  -I-  h)  ^^  ^  r  («  +  ^ifr. 

11  reste  à  faire  passer  P„.i  {a  +  //)  au  second  membre  et  à  remplacer 
ce  polynôme  par  son  développement  ordonné  suivant  les  puissances 
de  //;  on  obtiendra  la  formule  (1). 

84.  Théorème  II.  Unité  du  développement.  —  Soit  /.;  unr  fonction 
ayant  des  dérivées  déterminées  jusqu'à  l'ordre  )i  dans  riulervalic  de  a  à 
a  ^  h  ;  si  f{a-\-h)  peut  se  développer  sous  la  forme 

f[a   i   h)   -  .\„   1   .\,//    !  -   ;   A„    ,//"-'  :   vit" , 
les  coellicients  A  étant  indépendatils  de  h  et  M  restant  fini  quand  h  tend 
vers  zéro,  ce  développement  coïncide  terme  pour  terme  avec  celui  de 
Taijlor. 

Su|)posons,  en  ellet,  qu'il  y  ait  deux  développements  dill'érents 
jouissant  des  propriétés  indiquées,  savoir 

Aç  1  kji  !  •••  + A „_,/<"-' +  I\l/j"  -flotfl./*-! \-a,,-Ji"   '  +  ;»//" 

Ou  en  tire  .\„  </„  ])our //  t>.  Supprimant  ces  ternies  égaux,  on 
peut  diviser  par  //  et  l'on  trouve  encore  A,  -=  «i  pour  /i  --  0.  On  con- 
tinue ainsi  jusqu'à  ce  (pi'on  trouve  A»  i  -  fl„  i  et  alors  l'équation 
précédente  se  réduit  à  M  m.  !>onc  les  deux  développements  sont 
identiques  terme  pour  terme. 
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85.  Terme  complémentaire.  Série  illimitée  de  Taylor.  —  Le  dernier 
terme  de  la  formule  de  Taylor  qui  a  une  forme  différente  des  précé- 
dents et  qui  a  pour  expression 

n 


,P(«  +  e/o 


porte  le  nom  de  terme  complémentaire  ou  de  rente.  Lorsque  f{jc)  a 
toutes  ses  dérivées  déterminées,  on  peut  se  donner  n  à  volonté  et,  par 
conséquent,  reculer  ce  terme  aussi  loin  qu'on  veut.  Lorsque  ce  terme 
peut  être  rendu  sutlisamment  petit  à  condition  de  prendre  n  assez 
grand,  la  formule  de  Taylor  donne  un  procédé  commode  pour  évaluer 
approximativement  les  (onctions.  Nous  allons  en  voir  des  exemples 
un  peu  plus  loin  comme  applications  de  la  formule  de  Maclaurin. 

Lorsque  le  terme  complémentaire  tend  vers  zéro  quand  n  tend 
vers  l'infini,  on  peut  prolonger  la  formule  indéfiniment;  le  dernier 
terme  disparaissant  à  la  limite,  on  obtient  alors  l'expression  de  /(a  +  /i) 
en  série  convergente.  La  question  du  développement  des  fonctions  en 
série  illimitée  de  Taylor  est  d'une  extrême  importance,  mais  nous  ne 
possédons  pas  encore  les  ressources  analytiques  nécessaires  pour  la 
traiter  commodément.  Nous  y  reviendrons  plus  tard,  quand  nous 
aurons  exposé  la  théorie  des  séries. 

86.  Autres  formes  du  dernier  terme.  —  On  peut  donner  au  dernier 
terme  une  forme  plus  générale  que  celle  du  tliéorème  I  (n°  83)  et  qui  est 
utile  dans  certains  cas.  Supposons  toujours  f{.'-j  ayant  des  dérivées  jusqu'à 
l'ordre  n  dans  l'intervalle  de  a  ko.  -{-  li  et  soit,  pour  abréger,  a  -\-  Ji  ^  b. 
Posons 

Cette  fonction  vérifiera  les  mêmes  conditions  que  /"(.'•)  et  l'on  aura 
>,[b)  =  f[b)^r[a-^h) 

'.  [a)  ^-  fia)  Ar\r  {o)  -}-  .. .  -h  ^^  j  /"  '^"'l  [a] 

Soit  maintenant  ^j  un  nombre  positif  quelconque  ;  considérons  la  fonc- 
tion 

fb  —  .j-  P 

?(*)  —  ?  (.^)  —  [jzraj  L'  '^^  -  '  ^""^j' 
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Elle  s'annule  pour  ./■  —  a  et  pour  .'•  —  h.  Donc  sa  dérivée  s'annule 
pour  une  valeur  intermédiaire  \=-  a  -|-  OA  (0  <  0  <  1),  ce  qui  donne 

-?'(=)+ 6^  (^17  L^w-ï  («)]-«• 

On  en  tire 

Remplaçons  ç(/>)  par  /(«  +  h)  et  ;  par  a   \-  OA,  il  vient 

r  {a    \    h)  =  '^  [a)  +  ~j^_-^r-  /-"^i  [a  +  U). 

.  Comme  on  le  voit  plus  haut,  le  premier  terme  du  second  membre, 
çp  («),  est  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  formule  de  Tajlor; 
donc  le  second  terme 


hn(\  —  OV'-^ 


est  une  nouvelle  expression  du  dernier  terme.  Elle  est  plus  générale  que 
celle  obtenue  précédemment  et  elle  la  renferme  comme  particulier  en 
faisant  ;j  =  n. 

Cette  nouvelle  expression  est  due  à  Schlômilch .  Si  l'on  y  fait  ;)  =  1, 
elle  prend  la  forme  particulière,  due  à  Cauchy, 

h^i(]  6)"-! 

qui  est  utile  dans  certaines  recherches. 

87.  Expressions  diverses  de  la  formule  de  Taylor.  —  1°  On  peut 

remplacer  dans  la  l'orniule  [V  la  variable  //  par  .r  —  f/ ;  l'équation 
devient  ainsi 

Cette  formule  suppose  que,  dans  l'intervalle  de  u  à  ./ ,  la  fonction 
ait  toutes  ses  dérivées  déterminées  jusqu'à  l'ordre  ». 

2°  On  peut  aussi  remplacer  a  par  .r  dans  la  formule  (1),  puis  faire 
passer  /(.r)  dans  le  premier  membre.  Ou  trouve 

/•(.M  h)-f{.v)  -^  \  f'(.r)  I-...  4-  (7rIiyr/"'"''M-)  f '^V'''(J'  I-  ^f')- 

Sup|)osons  qu'on  prenne  d.r  --  h  ;  les  termes  successifs  du  second 
membre  ne  dillèreront  (pie  par  les  factorielies  des  différentielles 
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successives  de  /(.r).  Quant  au  premier  membre,  c'est  l'accroissement 
A/'(.r)  qui  correspond  à  l'accroissement  arbitraire  dx  de  la  variable  x, 
La  formule  précédente  peut  donc  s'écrire  comme  il  suit  : 

Seulement,  dans  la  dérivée  n^éme  q^  fig^ire  au  dernier  terme,  on  doit 
remplacer,  ainsi  que  la  notation  l'indique,  la  variable  x  par  x  +  fjrfi-, 
La  formule  (3)  donne  l'expression  la  plus  condensée  de  la  formule  de 
Taylor,  et  comme  on  le  verra  (n°  132),  la  plus  générale. 

88.  Formule  de  Maclaurin.  —  C'est  un  cas  particulier  de  celle  de 
Taylor.  On  pose  a  =  i)  dans  la  formule  (2)  ;  il  vient 


[  fi^) 


■fio)+~r\o)  +  '^ni))+. 


\  ^(n  — 1)!'        ^'^7i!'      ^     ' 

Cette  formule  suppose  les  dérivées  déterminées  jusqu'à  l'ordre  m 
dans  l'intervalle  de  0  à  x.  Le  nombre  6  est  toujours  compris  entre  0 
et  1. 

Lorsque  les  dérivées  de/"(^)  sont  déterminées  jusqu'à  un  ordre 
quelconque,  il  arrive  souvent  que  le  dernier  terme,  qui  est  seul 
inconnu,  peut  être  rendu  aussi  petit  qu'on  veut  en  donnant  à  n  une 
valeur  assez  grande.  Dans  ce  cas,  la  formule  de  Maclaurin  fournit  un 
procédé  d'évaluation  connnode  de  la  fonction  f{x).  Nous  allons  en 
montrer  des  exemples  : 

89.  Application  de  la  formule  de  Maclaurin  à  quelques  fonctions 
simples.  —  L  Exponentielle  e''^ .  Faisons  f  [x)  --=  e^  dans  la  formule  de 
Maclaurin,  les  dérivées  reproduisant  la  fonction,  on  a 

/•(0)==r(0)=...p-^)(0)==l,        Mx)==e^- 
et  la  formule  (4)  donne 

'»•  -j-'i  ,f  n-i  /ytl 

^=,f^+|,+  .,.+^-+î^.eMO<e<i) 

Pour  X  =  [,  on  en  déduit  la  formule  propre  au  calcul  du  nombre  e, 

3 

Le  dernier  terme  est  seul  inconnu,  mais  il  est  <  —,  puisque  e  est 

<  3  ;  on  peut  donc  rendre  ce  terme  aussi  petit  que  l'on  veut,  à  con- 
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dilion  de  prendre  n  assez  grand.  Donc  la  formule  permet  de  calculer 
le  nombre  e  au  degré  d'approximation  que  l'on  désire. 

Remarque.  —  On  tire  de  la  formule  précédente,  en  multipliant  ses 
deux  membres  par  (n  —  1)  !, 

hi  —  1)!  e  =  nombre  entier  -\ 

n 

Cette  relation  prouve  que  le  nombre  e  est  irrationnel.  En  eflét,  si  e 
était  rationnel,  il  serait  le  quotient;?  :  q  de  deux  entiers  et  le  premier 
membre  de  la  relation  serait  entier  pour  n  >  q,  tandis  que  le  second 
est  fractionnaire  si  n  est  >  3  (donc  a  fortiori  >  e^). 

II.  Exponentielle  A''\  On  trouve,  en  changeant  x  en  j-LogA  dans  la 
formule  précédente, 

A .V  _  ..rLogA  ^  .   .    •'•LogÂ  (-^'LogÀ)"-^  J:^^^K(i. 

^    ~^  "^   '        1       ^    '^     {n-\)\     ^       n\        ^ 

TH.  Fonction  sin  .r.  Si  l'on  fait  /'(j-)  =--  sin.r,  on  a  (n<*  7(5) 

/•;"  (.r)  -=  sin(^x-t-w^^ 

Pour  .1'  --  0,  les  valeurs  de  /(.r)  et  de  ses  dérivées  successives 
forment  la  suite  périodique  à  quatre  termes  :  0,  1,  0,  —  1  ;  0,  4,  0, 
—  1;,..  Donc,  si  l'on  suppose  «  =  2A- +  1  dans  la  formule  de 
Maclaurin  et  qu'on  y  substitue 

/:2ft+i(0a.)=  sin  |  hx  +  (2A-  +  1)^  J  =  (—  1)'*  cosO.r, 
on  trouvera 

''"■'' ■  1-3!  '■  fî- ■  ■  +  ^-^'"■' (2rlTy!+<-''"(2f+T)! ""'"■' 

IV.  Fonction  cos  x.  Si  l'on  fait  f{x)  --^  cos  j-  ;  on  a  (n°  7(1) 

/•("  (.r) -cos(j-  +  n  ^J. 

Pour  .r  0,  les  valeurs  de  f{x)  et  de  ses  dérivées  successives 
forment  la  suite  périodique  à  quatre  termes  :  1,  0,  —  i,  0,  etc. 
Prenons  donc  n  --^  2A  dans  la  formule  de  Maclaurin,  et  faisons  la 
substitution 

('^  (e.r)  -  cos(o.r  I-  n^^  =  (—  D"  CDS  O.r, 
il  viendra 


X'     .    X' 


,JA-i 


cos,r       l-2T-Kr!---^-(-^)'"'(M=2)!  +  ^-*^''W)!   '''''' 
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V.  Fonction  Log  (1  +  a-).  Prenant  /(.r)  ^  Log  (1  +  .r),  on  a  (n°  70) 

rw-r^..    r"X.<-)  =  (-<)"■' 1^- 

Donc 
Log  (I  -,  .,■)  =  ..-  ^i+  ^-..,+(-l)»-^+(-l)«-f  (4sï 

Cette  formnle  suppose  toutefois  x  >  —  1,  sinon  les  dérivées  cesse- 
raient d'être  déterminées  dans  l'intervalle  (.r,  0)  et  la  formule  ne 
serait  plus  applicable.  Si  .r  est  positif  et  compris  entre  0  et  1,  le 
dernier  terme  est  <  -  et  peut  être  rendu  aussi  petit  qu'on  veut  en 
prenant  n  assez  grand.  Donc,  dans  ce  cas,  le  développement  peut  ser- 
vir à  calculer  la  (onction. 

VI.  Fonction  (1  +  x)"'.  Formule  du  binôme.  On  S,  dans  ce  cas, 

p'^x)  =  m  [m  —  1)...  [m  —  n  +  1)  (1  +  -i')  '''"'  ; 
il  vient  donc 

(1  +  x)"'  -  1  4-  mx  +  ^-p-û) — '^■ 

?w(m-l)(m-2)  m(m-l)--(m-n  I  2) 

"^  1.2.3  -1---^  1.2...(n  — 1) 

Si  7/1  est  entier  et  positif  et  si  l'on  suppose  n  =  m  +1,  le  dernier 
terme  disparaît,  car  le  facteur  (m  —  n  +  1)  s'annule,  On  retrouve 
ainsi  la  formule  du  binôme  de  Newton.  Si  m  est  fractionnaire  ou 
négatif,  le  développement  peut  être  poursuivi  aussi  loin  qu'on  veut, 
pourvu  que  x  soit  >  —  i.  Cette  condition  est  nécessaire  pour  que  la 
dérivée  f-"  (x)  soit  déterminée  dans  l'intervalle  {0,x)  quand  n  est  >  m, 
de  sorte  que,  si  elle  n'était  pas  remplie,  la  formule  ne  serait  plus 
légitime. 

90.  Extension  de  la  formule  de  Taylor  aux  fonctions  rationnelles  d'une 
variable  complexe.  —  Considérons  une  fonction  rationnelle 

'  ^'      Q  (z) 
P  et  Q  désignant  deux  polynômes  sans  racines  communes.  La  diffé- 
rence 

M-\J\a)  V^^  r  (a)  +  -  +  ^';i^^iV^-'-  («)J 
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est  une  l'onction  rationnelle  de  ^-  ;  elle  s'annule  ainsi  que  ses  (n  —  \) 
premières  dérivées  pour  z  =^  a  ;  donc  elle  admet  z  =^  a  comme  racine 
de  degré  n  et  elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

[z  —  a)"  M, 
M  désignant  une  fraction  rationnelle  qui  conserve  une  valeur  finie 
quand  z  tend  vers  a  (n°  78).  Il  vient  ainsi 

(5)  M^- na)  +  '^'~r  {a)  +  ■■■  y  ^^^^^^^ 

et  la  formule  de  Taylor  se  trouve  étendue  sous  cette  forme  au  cas  oii 
la  variable  est  complexe. 

Remarques.  —  l*")  Dans  la  formule  (5),  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion M  est  le  même  que  celui  de  f{z),  car,  si  l'on  multiplie  toute 
l'équation  par  Q  (z),  le  dénominateur  disparaît  dans  le  premier  membre, 
et  par  conséquent,  il  doit  disparaître  aussi  dans  le  second. 

2°)  Si  f{z)  ou,  plus  généralement,  si  f{z)  :  (z  —  a)"  est  une  fraction 
proprement  dite,  M  est  aussi  une  fraction  proprement  dite.  En  effet, 
divisons  tous  les  termes  de  la  formule  (5)  par  [z  —  a)"  ;  M  sera  égal 
à  une  somme  de  termes  qui  ont  tous  pour  limite  zéro  et  aura  lui-même 
pour  limite  zéro  pour  z  ^  oo  ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  M  est 
une  fraction  proprement  dite. 

3°)  Le  développement  de  f{z)  suivant  les  puissances  de  {z  —  a)  ne 
peut  se  faire  que  par  la  formule  (5),  car  la  démonstration  faite  au  n"  84 
s'applique  aussi  bien  au  cas  actuel. 

91.  Emploi  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  —  Dans  bien 
des  cas,  on  se  propose  seulement  de  connaître  la  loi  de  formation  des 
termes  successifs  de  la  formule  de  Tajlor  et  l'on  ne  s'inquiète  pas  de 
l'expression  du  dernier  terme.  Le  théorème  du  n"  84  qui  établit  l'unité  du 
développement  permet  alors  de  se  servir  avec  avantage  de  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés.  En  voici  des  exemples  : 

\.  Inverse  d'une  fonction.  —  Supposons  connu  le  développement  de 
/'(.r  -\-  h)  par  la  formule  de  Ta.vlor  et  proposons-nous  d'obtenir  celui  de 
1  :  f{x  -\-  h).  On  doit  évidemment  supposer  f[.r}  dilférent  de  zéro,  sinon 
1  :  f{x)  étant  infini,  le  second  développement  serait  impossible. 

Soit,  par  exemple, 

;/-(,,•    I-  A)  =..  Oo    !    ",/'    '    njr    '     ...  -\-an  i  h"'^    I-  m/j" 
et  posons 
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Il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  A,  connaissant  les  a.  Pour  cela, 
faisons  passer  MA"  au  premier  membre  de  la  seconde  équation  et  multi- 
plions membre  à  membre  avec  la  première.  11  viendra 

1  —  \\f[.c  +  h)  A»  =  «0  A„  +  («0  Ai  +  «1  Ao)  A  +  ... 

où  ;ji.  est  linéaire  par  rapport  à  m  et  conserve,  en  même  temps  que  >n, 
une  valeur  finie,  pour  h  =  0. 

Egalons  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  A  jusqu'à  la  (n  —  ijième 
dans  les  deux  membres  de  cette  équation  ;  nous  formerons  le  système  de 
formules  récurrentes  : 

Uo  Ao  =  1, 

cio  Al  +  «1  Ao  =  0, 

«o  Ao  +  «1  Al  +  «e  Ao  ^  0, 


qui  déterminent  de  proche  en  proche  Ao,  Ai,  A^,...  puisque  «o  =^ /"(^'l 
est  supposé  différent  de  zéro.  Enfin,  ces  coefficients  sont  bien  ceux  de 
Tavlor,  car  en  les  substituant  dans  l'équation  précédente  elle  se  réduit  à 

—  U  f{.r  +  h)  h"  -:  uJ,"  ,     d'où     M  - 


donc  M  conserve  en  même  temps  que  |j.  une  valeur  finie  quand  h  tend 
vers  zéro. 

II.  Fonction  de  fonction.  —  Soit  u  =  f{x)  et  F  [u)  une  fonction  com- 
posée de  .'•  ;  supposons  connus  les  développements  : 

F  (m  -f  k)  —  F  [u)  -=  AiA  +  A,A-  +  ...  +  kn-i  A"-i  +  M  k'' 
/■(-'•  -h  h)  ~f[x)  =  a, h  +  a.^h-  +  ...  +  ttn-i  h»-^  +  m  A" 

et  proposons-nous  d'en  déduire  celui  de  F  {u  -\~  k)  suivant  les  puissances 
de  h  dans  l'hypothèse  oii  k  =  f\x  +  h)  —  /"(*')•  Pour  cela,  on  rem- 
place, dans  le  premier  développement,  h  par  sa  valeur  tirée  du  second 
et  l'on  trouve 

F  [/-(x-  +  A)|  -  F  \f{:r)]  =  Al  (a,A  +  «-.A-  +  ...) 
•  h  Ao  («lA  +  «2  Ji'  +  ...)-' 
^^[[aJi^a,h^    I    ...Y 

I 

Il  suffit  d'ordonner  par  rapport  aux  puissances  de  A  jusqu'à  la  {n —  Ipme 
pour  obtenir  le  résultat  demandé.  Le  dernier  terme  est  un  pol.ynôrae  en 
M  et  m  qui  ne  présente  aucun  intérêt  particulier, 

92.  Détermination  des  dérivées  n''^"".  —  Le  développement  de /"(.?;  -\-  A) 
suivant  les  puissances  de  h  et  le  calcul  de  /"(")  [a-)  sont  deux  problèmes 
équivalents.  En  effet,  cette  dérivée  s'obtient  comme  coefficient  de  A"  :  n\ 
dans  ce  développement.  Donc  les  méthodes  que  nous  venons  d'indiquer 
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peuvent  aussi  servir  au  calcul  de  la  dérivée  n''""''  d'une  fonction.  Nous 
allons  en  donner  un  exemple  important. 

Dérivée  h'^™"  d'une  fonction  de  fonction.  —  Elle  résulte  de  la  formule 
qui  termine  le  numéro  précédent.  Le  coefficient  de  h^^  dans  le  second 
membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

en  désignant  par  §/,  le  coefficient  de  h"  dans  l'expression 
{a,  h  +ajr    1    ...)"• 
La  quantité  ^^  se  calculera  donc  par  la  formule  suivante  : 

•  r  •   I  •  •  •  • 

dans  laquelle  la  sommation  sétend  à  toutes  les  décompositions  de  h  en 
une  somme  d'entiers  positifs 

satisfaisant,  en  même  temps,  à  la  condition 

a  +  2|3  +  3Y    I-  ...=n. 

La  dérivée  D"  ¥{ii)  s'obtiendra  en  multipliant  par  n  !  le  coefficient  que 
nous  venons  de  calculer.  On  trouve  ainsi,  après  avoir  remplacé  les 
quantités  A  et  «  par  leurs  expressions  sous  forme  de  dérivées, 

D^.  F(u)-    ï    F'-iMlP/. 


n 


!       /^DmY  ^D^mY... 


Donc  P/,  est  un  polynôme  en  Du,  D'^u,.  .  de  degré  /•  et  de  poids  », 
c'est-à-dire  que  la  somme  des  indices  de  dérivation  est  n  dans  chaque 
terme.  On  n'obtient  ce  polynôme  sous  forme  explicite  que  dans  des  cas 
particuliers  ^voir  les  exercices  qui  suivent). 

Exercices. 

1.  Montrer  que  les  expressions  du  dernier  terme  de  la  formule  de 
Maclaurin  qui  correspondent  aux  formes  de  SchUmilch  et  de  (lauchy 
pour  la  formule  de  Taylor  ^n»  86)  sont  respectivement  : 

(n-l)!p      ^     ^      ^'  (n-1)!       ^     ^      ' 

2,  Montrer  que,  si  l'on  choisit  la  forme  de  Cauchy,  les  derniers  termes 
des  développements  de 

(1    l-,v')L0g(l     t    .r)  (1   -h./-)'" 
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suivant  les  puissances  de  ./■  sont  respectivement 


«  V 1  +  e.r  / 

m'm  —  l)--()n  —  n^\]         ,    ,  ,    ,     Y  1  —  0  V*-i 
12...(n  — 1)  ^    ^      '      [l-^H,rj 

3.  Montrer  que  ces  deux  expressions  ont  pour  limite  0  pour  n  ==  oc 
pourvu  que  ./■  soit  >  —  1  et  <  1,  tandis  que  cette  démonstration  n'est 
pas  possible  sur  les  formes  obtenues  au  n°  89. 

4.  Développer  par  la  formule  de  Maclaurin  les  fonctions  : 

arc  tg  .'•,         arc  sin  ./■,         e^'-''  cos  bx. 
R.  On  se  sert  des  dérivées  n'^'"«  obtenues  dans  le  chapitre  I,  §  3. 

5.  Dérivée  w''--"''  de  /"(e-'j  —  Soient  e-'  =  u  et 

/{  =  e'-+h  _  Qcr  ^  çx  {^ç.h  _  1)  =  e-'-"  (/,  1^  _i_  ^  _ _ _)  . 

il  faut  chercher  le  coefficient  de  /^"  :  n  !  dans 

Comme  h  renferme  h  en  facteur,  //"  ne  se  trouvera  que  dans  les  n 
premiers  termes.  Le  coefficient  de  A"  ;  n  !  dans 

s'obtient  en  développant  séparément  ces  exponentielles.  Il  sera  de  la 
forme  kmC'"''',  où  k„i  est  un  coefficient  numérique  : 

'1^  ("?  —  1  )  , 
A,„    -  m"  —  m  [m  —  ];"  H ^—^^ — '-  [m  —  2)'"  —  ... 

Do.ic  le  coefficient  de  //"  :  n  !  dans  f[u  -\-  k)  — f{u)  sera 

6.  Dérivée  w'^"'"  de  e^^'-  —  On  a 

~     L  "^      1      ^       r:2      +•••_: 

Ciierchant  le  coefficient  de  /*''  :  n  !,  on  trouve 

,    «  («  —  1)  (n  — 2)  (w  — 3)  ! 

-\-— '-^ — ^(2^)«-*««-2+...  I 
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a 

7.  Dérivée  n}""""  de  e^ .  —  On  a 


e^i^+Tt  —  e^  ^  e^  \c " ^^+''-'  —  1  | 


On  développe  les  puissances  négatives  par  la  formule  du  binôme. 
Alors  cherchant  le  coefficient  de  h"  :  n\,  on  trouve 

D"e^  ^  ^ — ^e-'^  I  a»  -|-  y  (w—  IUy/"-' 

+  "-fr^'"-'""-2i--' ''"'"'-• 

8.  Dérivée  n'®""^  de  f{.v-).  —  Soitr-  =  w;  on  aura 

DV(^-^--^)  =  (2.'VV"'  (^')  +  -^-"  ~"  ^'  (2.")''--Y''-'  ('')  -H  - 

Cette  dérivée  s'obtient  en  remplaçant  dans  celle  de  <f''^''  ^ Exercice  (>) 
les  puissances  de  a  par  les  dérivées  successives  de  f{u)  et  en  y  sujjpii- 
mant  le  facteur  e"^^.  On  le  justifie  en  observant  que  Ton  a 

Comme  P/j  est  indépendant  de  f,  on  le  détermine  en  choisissant 
f[u)  =  e''",  auquel  cas  P/,-  sera  le  coeillciont  de  Of^e"". 

9.  Dérivée  n"'"^«  de  /"(     ).  —  Méthode  analogue.  Soit  i<  ;  on  ob- 

tient  la  dérivée  demandée  au  moyen  de  celle  de  e''.   Il   faut  supprimer 

dans  celle-ci  (exercice  7)  le  facteur  e'  et  remplacer  les  jjuissances  suc- 
cessives de  a  par  les  dérivées  suc(^essives  de  /"{u). 

10.  Déduire  de  l'exercice  5  la  valeur  de  D" ^,  • 

e-^  —  1 

11.  En  se  servant  de  la  théorie  des  exponentielles  imaginaires  «iiii  sera 
exposée  plus  loin  :   1°  Déduire  de  l'exercicîc  (1  les  valeurs  de  : 

r>"  sin  ./•'■  ,  D"  cos  .'-■  ; 

2"  Déduire  de  l'exercice  5  celles  de  : 

D"  tg.'s  D"/Vsin./-),  Il"  /  /--os.'j. 

i^  3.  Vraies  valeurs  des  expressions  indéterminées. 

93.  Définition.  —  Soit  /  (.r)  une  foiiclion  qui  devient  indéterminée 
pour  .r  =-=  a  ;  on  nomme  vraie  valeur  de  eeltc  fonclion  jiour  .r  -  a  la 
limite  vers  laquelle  tend  /'(.n  quand  r  ti'iid  vers  a.  Celte  vraie  valeur 
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peut  être  finie,  infinie  ou  indéterminée  suivant  que  la  limite,  qui  lui 
sert  de  définition,  est  elle-même  déterminée,  infinie  ou  indéterminée. 

Ainsi,  }3ar  exemple,  la  fonction  ^^^-    devient    indéterminée   pour 

1 

,r  =  0  et  sa  vraie  valeur  est  l'unité  (n°62,  IV).  La  fonction  sin-  devient 

indéterminée  pour  i'  -^  0,  mais  sa  vraie  valeur  est  indéterminée  car 
sin  -  ne  tend  vers  aucune  limite  quand  .r  tend  vers  zéro. 

94.  Forme  ^ —  Celle-ci  se  rencontre  quand  les  deux  termes  d'une 

fraction  ~~  s'annulent  simultanément  pour  .r  -=  «,  de  telle  sorte  que 

l'on  ait 

fia)  =0,  F  (a)  ^.  0. 

Supposons  que  /'(,r)  et  ¥  (x)  aient  des  dérivées  bien  déterminées 
dans  le  voisinage  de  la  valeur  x  =  a,  on  aura  le  théorème  suivant  : 

f  U') 
Si  le  rapport-—- J^  des  dérivées  des  deux  termes  de  la  fraction  tend 

vers  une  limite  déterminée  ou  vers  l'infini  quaiid  x  tend  vers  a,  sans 
que  F'  {x)  passe  par  la  valeur  0,  cette  limite  ou  Fijifini  sera  la  vraie 
valeur  de  la  fraction  proposée. 
Le  théorème  du  n°  79  s'applique  en  effet,  et  l'on  a 

f{u-^h)   _  /•'  {a  +  e/t) 
F  {a -{-h)        F'(fl  +  9/i) 

Si  l'on  fait  tendre  h  vers  zéro  dans  cette  équation,  la  quantité  9/?, 
qui  est  la  même  aux  deux  termes  du  second  membre,  tendra  aussi 
vers  zéro,  d'où  résulte  la  démonstration  du  théorème. 

On  en  conclut  la  règle  suivante  : 

Règ-le  de  l'Hospital.  —  Pour  obtenir  la  vraie  valeur  d'une  fraction  de 
la  foi  me  pour  x  =  a,  on  lui  substitue  une  nouvelle  fraction  dont  les 
deux  tenues  sont  les  dérivées  des  termes  de  la  première  et  l'on  cherche 
la  valeur  de  cette  Iraclion  pour  x  it.  Si  cette  nouvelle  fraction  est 
de  nouveau  indéterminée,  sa  vraie  valeur  sera  aussi  celle  de  la  première. 
Pour  l'obtenir  on  appliquera  derechef  la  même  règle  et  ainsi  de  suite. 

Toutefois,  eu  égard  aux  conditions  du  théorème  précédent,  cette 
règle  n'est  démontrée  que  moyennant  les  deux  restrictions  suivantes  : 
1»  Elle  conduit  à  un  résultat  bien  déterminé  ;  2°  les  dérivées  F'  (x), 
F"  (.r),...  prises  comme  dénominateurs,  ne  s'annulent  qu'un  nombre 
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limité  de  fois  quand  x  tend  vers  a  (auquel  cas,  on  peut  supposer  x 
suffisamment  voisin  de  a  pour  qu'elles  ne  s'annulent  plus). 

Remarque.  —  La  règle  de  l'Hospilal  reste  applicable  même  au  cas 
oîi  a  --  oo  ,  pourvu  que  f  (j)  et  F'  (.r)  existent  pour  toutes  les  valeurs 
de  ,v  et  que  F'  (,r]  n'ait  qu'un  nombre  limité  de  racines  pour  x  indéfi- 
niment croissant.  En  effet,  on  a 

.ri' 

,.       fia:)  ,.        '  U'. 

Imi^ï-r-^-  =  lim  — 7-p 


Nous  sommes  ainsi  ramenés  au  cas  où  a  est  fini;  on  peut  appliquer 
la  règle  de  l'Hospital,  qui  donne 

,.     '  KxJ     ,.         a;«'   \xJ      ,.     f'(x) 
\nn      .^r^  =  lun ; ^-rv  =  hm  '    ^  ' 


.r=o  T?  /    1    1       .-r-^o  i     -r,,!    1  ^         :r=co  ï*     {•l' j 


et  c'est  ce  qu'il  fallait  établir. 

95.  Forme  ^  .  —  La  rèf/h'  de  rilospital  s'applique  aussi  à  la 
détermination  de  la  vraie  valeur  des  fractions,  dont  les  deux  termes 
croissent  indéfiniment  en  valeur  absolue,  pour  une  valeur  particulière 
de  X. 

Cette  règle  reste  soumise  aux  mêmes  restrictions  que  précédem- 
ment. Donc  on  admettra,  pour  l'établir,  ([ue  les  dérivées  l''[x)  et  ¥'{xj 
sont  déterminées  et  que  ¥'{x)  est  différente  de  zéro  pour  les  valeurs 
de  X  suffisamment  rapprochées  de  a.  Soient.ro  et.r  deux  valeurs  suffi- 
samment rapprochées  de  a  pour  réaliser  cette  condition,  mais  toutes 
deux  >  a  ou  toutes  deux  <  a  ;  on  aura,  par  la  formule  de  Cauchy, 

c  étant  intermédiaire  entre  x  et  Jq. 

/•(4-/]ag__  /-'(i) 

F(7r)-F(a-o)""F'(E) 
Par  cette  formule,  f{x)  :  F(j-)  se  décompose  en  un  produit  de  trois 
facteurs 

/(a-)_       nx)        ¥(x)-¥ix,)  fil) 
F(.r)     flD-IXx,]    '     F(.r)         V  il) 

Si/''(.r)  :  F'(.r)  a  une  limite  déterminée  A  pour  x       a,  on  i)eut 
d'abord  rendre  le  troisième  fadeur  aussi  voisin  que  l'on  veut  de  A,  à 
condition  de  supposer  |  x  —  a  |  et  |  x^  —  n  |  et  par  suite  |  ;  —  </  | 
suffisamment  petits,  par  exemple  <   o.  Ensuite,  .r^  restant  fixe,  on 
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peut,  sans  cesser  de  satisfaire  à  cette  condition,  rendre  les  deux 
autres  facteurs  aussi  voisins  que  l'on  veut  de  l'unité,  à  condition  de 
prendre  x  suffisamment  voisin  de  a,  car  f{x)  et  F(^')  augmentent 
indélîniment  quand  œ  tend  vers  a,  tandis  que  [[xq)  et  F(a-o)  restent 
fixes.  Donc  f{x)  :  ¥{x)  diffère  aussi  peu  que  l'on  veut  de  A  quand  x 
tend  vers  a  et  a,  par  conséquent,  pour  limite  A. 

On  voit  de  même  que  si  f  [x)  :  F'(.r)  augmentait  indéfiniment 
quand  x  tend  vers  a,  { [x)  :  Y{x)  serait  dans  le  même  cas. 

Remarque.  —  L'application  de  la  règle  de  l'Hospital  dans  le  cas 
précédent  peut  paraître  illusoire,  car,  si  une  fonction  f{x)  devient 
infinie  pour  une  valeur  finie  a  de  x,  on  sait  que  sa  dérivée  ne  peut 
pas  conserver  une  valeur  finie  quand  x  tend  vers  a  [n°  72).  Cepen- 
dant cette  règle  est  souvent  utile,  parce  que  le  rapport  des  dérivées 
peut  se  prêter  à  des  transformations  qui  mettent  sa  vraie  valeur 
en  évidence,  tandis  que  la  chose  eût  été  moins  simple  pour  le 
rapport  des  fonctions  primitives. 

96.  Autres  formes  d'indétermination.  —  Les  autres  formes  d'indé- 
termination les  plus  importantes  sont  : 

^  _  oc,        0.  oc     et    0°,   oc°,  1°". 

La  première  se  présente  lorsque  les  deux  termes  de  la  différence 
f{x)  —  F{x)  augmentent  indéfiniment  pour  x  =  a  ;  \a  seconde,  lorsque 
des  deux  facteurs  du  produit  f{x}.  F  {x)  l'un  tend  vers  zéro  et  l'autre 
vers  l'infini.  Ces  deux  formes  se  ramènent  immédiatement  à  la  forme 
-TT-  ou  ^,  par  de  simples  transformations  algébriques,  en  écrivant 
ces  expressions  sous  forme  de  fraction.  Dans  le  premier  cas,  on 
pourra  toujours  poser,  par  exemple, 


rt.)-FW  =  (±-l):(pL) 


Quant  aux  trois  dernières  formes  d'indétermination,  on  cherchera 
la  vraie  valeur  de  leur  logarithme  qui  sera  de  l'une  des  formes  déjà 
examinées.  On  sera  donc  conduit,  dans  tous  les  cas,  à  appliquer  la 
règle  de  l'Hospital. 

97.  Utilisation  de  la  formule  de  Taylor.  —  Dans  la  plupart  des  cas 
où  l'indétermination  ne  disparaît  qu'après  un  usage  répété  de  la  règle 
de  l'Hospital,   une  application  judicieuse  de  la  fornmle  de  Taylor 
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conduira  beaucoup  plus  rapidement  au  résultat  que  la  règle  en  ques- 
tion. 

Si  la  fonction  cp(a  +  h)  qui  devient  indéterminée  pour  h  =  0  est 
composée  au  moyen  de  fonctions  développables  par  la  formule  de 
Taylor,  en  substituant  à  ces  fonctions  ou  à  quelques-unes  d'entre 
elles  leur  développement  suivant  les  puissances  de  h  et  en  poussant 
ce  développement  suffisamment  loin,  il  pourra  se  faire,  en  supprimant 
les  puissances  de  h  qui  se  détruisent,  que  l'indétermination  dispa- 
raisse et  l'on  obtiendra  la  vraie  valeur  cherchée. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  qu'une  fraction  ^~r  ait  la  forme -g- 
Si  f{a  +  h)  et  F  {a  -f  h)  sont  développables  par  la  formule  de  Taylor, 
et  si  l'on  peut  pousser  ces  développements  suffisamment  loin  pour 
que  tous  leurs  coefficients  ne  s'annulent  pas,  en  les  substituant  dans 

la  fraction  !-.     ,  IL  il  y  aura  une  puissance  de  h  en  facteur  dans 

l(a-}-h) 

l'es  deux  termes,  et  en  supprimant  le  facteur  commun,  l'indétermina- 
tion pour  ^  =  0  aura  disparu. 
En  voici  un  exemple.  Soit  à  trouver 

,.     X  —  sin^' 
hm  ^ 

•  a-  =  0         ^ 

f         x^      .r^  "N 

Si  l'on  remplace  au  numérateur  sina*  par  ,  .r  —  -i^  +  Vr  +  '")  ^^ 

si  l'on  divise  par  .^■^  on  trouve 

X  —  sina'      ,.     /  1       x-    ,      \      1 

cc  —  ct 


lini  ^-TF^=^li»^(4r-|T  +  -/      G 


Exercices 
1j  Expressions  de  la  forme  — •  On  a,  x  tendant  vers  zéro, 

lim  ^  ~\      =  1 
x  —  sma; 

Log  (1  +  .y  +  X-  )  +  Log  (1  —  ■'-  -i-  ■'•'  )  _  1 
^""  x(e-^  —  1) 

v  —  igx  4 

,.      .r  sin  (siiur)  —  sin"  œ      1 
lim  ^^ ^ =  ô 

2.  Expressions  do  la  forme  oc  —  oc  .  On  a,  [tour  lim  .r  ^  (.), 

lim  (—r  —  cot-.rj  =  ;r- 
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lim 
lim 
lim 


1       cot^^      1 


X    J 


l 


^1  +  .r) 

■KX  1     . 


Log(l  4-^)^__l_ 
2 


2  ce 


x[er'^--V). 
3.  Autres  formes  d'indétermination, 

0.  oc  lim    X  Log  -— —  =  - 

x=  co  X  -\-  Cl 

00  lim   X"'   =^  1 

^=-■1-0 

1 .  ao  lim     (tga-)'s'-^'  ==  - 


■  Za 


lim  (l  +  A')^=  1 


lim  (cos  «a;)'=°'^'='^-''^  =  e  —  — 5 


§  4.  Maxima  et  minima  des  fonctions 
d'une  seule  variable. 

98.  Définitions.  —  On  dit  qu'une  function  f{x)  est  maximum  ou 
minimum  pour  une  valeur  a  de  la  variable  x,  lorsque  la  différence 
f[a  +  ^)  —  /■(«)  garde  le  même  signe,  pour  toutes  les  valeurs  de  h 
inférieures  en  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  e  suffisamment 
petit.  Le>fnftîiimum*^orrespond  au  cas  où  cette  différence  est  négative, 
et  alors  /(a)  est  >  /'(.r),  pourvu  que  ,r  soit  suffisamment  voisin  de  a  ; 
le  minimum  correspond  au  cas  oui  cette  différence  est  positive,  et  alors 
/■(a)  est  <  \\x),  pourvu  que  x  soit  suffisamment  voisin  de  a. 

Géométriquement,  si  l'on  construit  la 
courbe  i/ = /{i*),  les  maxima  et  minima 
correspondront  aux  points  tels  que  M  et 
M'  de  la  courbe  (fig.  2),  où  l'ordonnée 
MP  est  plus  grande  et  l'ordonnée  M'Q 
plus  petite  que  les  ordonnées  suffisam- 
ment voisines. 

Il  est  très  important  de  remarquer  que, 
suivant  ces  définitions,  un  maximum  ou  un  minimum  de  la  fonction 
n'est  pas  nécessairement  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur  de 
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celte  fonction  dans  tout  l'intervalle  où  l'on  considère  la  variable  .r, 
mais  seulement  une  plus  grande  ou  une  plus  petite  valeur  dans  un 
intervalle  suffisamment  petit,  quel  que  réduit  qu'il  faille  le  supposer. 
Rien  n'empêche  donc  qu'une  fonction  aitplusieursmaxima  ou  plusieurs 
minima  dans  un  intervalle  donne. 

99.  Théorème.  —  Les  seuls  points  où  f{x)  puisse  être  maximum  ou 
minimum  sont  ceux  où  sa  dérivée  s'annule  ou  cesse  d^exister. 

C'est  une  conséquence  du  corollaire  du  théorème  du  n"  GG.  Si  f{x) 
existe  et  n'est  pas  nul,  A/'(j')  = /"(j- + /«) — f[x),  ayant  le  signe 
de  hf  [x],  changera  de  signe  avec  h  et,  par  conséquent,  il  ne  pourra 
y  avoir  ni  maximum  ni  minimum. 

On  remarquera  que  les  points  où  f[x)  s'annule  sont  ceux  où  la  tan- 
gente à  la  courbe  y  ^  f{x)  est  parallèle  à  l'axe  des  x,  comme  on  l'a 
représenté  dans  la  figure  (2). 

100.  Supposons  maintenant  que  les  dérivées  des  deux  premiers 
ordres  de  f{x)  existent  et  soient  continues.  Les  seules  valeurs  de  x 
qui  pourront  rendre  f{x)  maximum  ou  minimum  seront  les  racines  de 
l'équation  /'  [x)  ■-=  0.  Soit  a  une  de  ces  racines;  la  formule  de  Taylor 
donnera,  en  prenant  n  ^  2  (n"  83), 

/•(a  +  /O-/-(fl)  =  ^r'(a  +  0//). 

Si  /"  {a)  n'est  pas  nul,  /'"  (a  -|-  9/t)  sera  du  signe  de/'"  (o)  pour  |  h  \ 
suffisamment  petit.  Donc,  h"  étant  toujours  positif,  la  différence  sera 
du  signe  de  f"  (a)  et  /  (a)  sera  :  ' 

maximum,  si  /''"  (o)  <  0,        minimum,  si  f"  (a)  >  0. 

Passons  maintenant  au  cas  général.  Supposons  que  les  dérivées  de 
f(x)  soient  déterminées  et  continues  jusqu'à  l'ordre  n  et  que  /'"(.r) 
soit  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  -  n.  La  formule 
de  Taylor  donne,  dans  cette  hypothèse, 

f{a  +  h)-f{a)^  ^^','/("  {u-hHh). 

On  peut  supposer  |  h  |  sunisammenl  petit  pour  que  /"  "'  {a  -\-  6/<j  ait 
le  signe  de  /'  "  ia)  quel  que  soit  le  signe  de  //.  Si  n  est  impair,  le  second 
membre  changera  de  signe  avec  //  et  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  mini- 
mum ;  si,  au  contraire,  n  est  |)air,  le  second  membre  aura  le  signe  de 
/■'"  (a)  quel  que  soit  celui  de  //,  il  y  aura  maxinmm  si  cette  dérivée  est 
négative  et  minimum  si  elle  est  i)osilive.  D'où  la  règle  suivante  : 
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101.  Première  règle.  —  Pour  trouver  les  maxima  et  les  îninitna 
d'une  fonction  continue  [{.r)  dans  un  intervalle  oit  sa  dérivée  reste  finie 
et  continue,  on  cherche  les  racines  de  cette  dérivée.  Soit  a  Tune  d'elles. 
On  substitue  cette  racine  dans  les  dérivées  successives  def{x)  supposées 
continues  jusqu'à  ce  qu'on  en  trouve  une  qui  ne  s'annule  pas  pour 
x  ^  a.  Si  cette  dérivée  est  d'ordre  impair,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  mini- 
mum ;  si  elle  est  d'ordre  pair,  il  y  a  maximum  si  elle  est  négative,  et 
minimun  si  elle  est  positive. 

Il  n'est  pas  toujours  nécessaire  de  calculer  les  dérivées  seconde, 
troisième,  etc..  de  f{x)  pour  décider  s'il  y  a  maximum  ou  minimum. 
D'autre  part,  la  règle  précédente  ne  s'applique  pas  aux  points  où  la 
dérivée  cesse  d'exister.  Voici  une  autre  règle,  dont  l'emploi  s'impose 
pour  la  discussion  des  cas  où  la  dérivée  est  discontinue  pour  x  =  a. 

102.  Deuxième  règle.  —  Soit  f{x)  une  fonction  ayant  une  dérivée 
déterminée  fix)  dans  le  voisinage  du  point  a  (le  point  a  lui-même  pou- 
vant faire  exception).  Supposons  que  f  (x)  ait,  dans  le  voisinage  du 
poijit  a,  un  signe  unique  pour  x  <  a,  et  un  signe  unique  pour  x  >  a. 
Faisons  passer  x  par  la  valeur  a  en  croissant  ;  il  y  aura  :  i"  minimum 
au  point  a  si  f'{x)  passe  du  négatif  au  positif;  2°  maximum  si  f'{x) 
passe  du  positif  au  négatif;  3"  ni  maximum  ni  minimum  si  f  {x)  ne 
change  pas  de  signe. 

En  effet,  posons  x  ^  a  -\-  h  ei  considérons  la  relation 
-— -  f{a  +  h)—f{a)  =  hr  [a  +  hh] 
où  h  reçoit  successivement  des  valeurs  de  signes  contraires  :  1°  Si 
/■'  (a  -f-  hh)  a  toujours  le  signe  de  h,  f{a  +  //)  —  f{a)  sera  toujours  >  0  ; 
2<*  si  f'{a  -f-  hh)  et  h  ont  toujours  des  signes  contraires,  f{a-\-h)  —  f{a) 
sera  toujours  <  0  ;  .3"  si  f  {a  -\-  hh)  ne  change  pas  de  signe  avec  h, 
f{a-{-  h)  — f{a)  changera  de  signe  avec  h.  Donc,  d'après  la  définition 
d'un  maximum  ou  d'un  minimum,  la  règle  est  établie  dans  les  trois 
cas. 

La  règle  peut  encore  se  justifier  non  moins  simplement  en  remar- 
quant que,  dans  le  premier  cas,  f  [x)  diminue  j  usqu'à  ce  que  x  ait  atteint 
la  valeur  a  pour  augmenter  ensuite  ;  que,  dans  le  second,  la  fonction 
augmente,  tant  que  x  est  <  a,  pour  décroître  ensuite  ;  enfin,  que, 
dans  le  troisième,  la  fonction  continue  à  croître  ou  bien  continue  à 
décroître  après  que  x  a  passé  par  la  valeur  a. 

Remarques.  —  1°  En  principe,  la  première  règle  est  plus  simple 
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que  la  seconde,  car  elle  n'exige  que  le  calcul  de  valeurs  particulières 
de  certaines  fonctions,  tandis  que  la  seconde  demande  l'étude  de  la 
manière  dont  varie  une  fonction.  Cependant,  en  pratique,  on  rencon- 
tre le  plus  souvent  des  fonctions  bien  connues  dont  le  mode  de  varia- 
tion est  familier.  Aussi,  dans  bien  des  cas  où  la  première  règle  est 
applicable,  la  seconde  est  encore  plus  expéditive. 

2°  Enfin,  il  arrive  aussi  que  le  problème  que  l'on  veut  résoudre 
comporte  nécessairement  une  solution,  soit  un  maximum,  soit  un 
minimum.  Dans  ce  cas,  si  l'on  ne  trouve  qu'une  seule  valeur  de  œ 
qui  annule  ou  rende  discontinue  la  dérivée  première,  il  sera  inutile 
d'aller  plus  loin,  cette  valeur  fournira  la  réponse  à  la  question. 

103.  Maxima  et  minima  correspondant  aux  points  de  discontinuité  de 
la  dérivée.  —  Si  /'  (.r)  devient  discontinue  pour  x  =  a,  la  seconde 
règle  indique  qu'il  peut  y  avoir  maximum  ou  minimum  de  la  fonction. 
Cela  peut  se  présenter  surtout  de  deux  manières  difterentes  : 
1°)  La  dérivée  /'  (.r)  cbange  de  signe  en  passant  par  l'infini  quand  .r 
passe  par  la  valeur  a.  Supposons,  par  exemple,  que  f  {x)  passe  du 
positif  au  négatif;  la  courbe  y  =  f{.v)  affecte,  dans  le  voisinage  de 

X  =  a,  l'allure  de  la  courbe  AB  dans  le 
voisinage  du  point  M  (fig.  3).  Le  point  M 
s'appelle  un  point  de  rebroussement  et  l'on 
voit  sur  la  figure  que  l'ordonnée  MP  est 
un  maximum.  2°)  La  dérivée  saute  brus- 
quemimt  d'une  valeur  à  une  autre  valeur 
de  signe  contraire.  Supposons  que  ce  soit 
^^s-  ^-  d'une  valeur  négative  à  une  valeur  positive; 

la  courbe  y  =  f{.i)  affecte  alors,  dans  le  voisinage  de  x  =  a,  l'allure  de 
la  courbe  AB  au  point  M'  (fig.  3),  En  ce  point  la  tangente  passe  brus- 
quement d'une  inclinaison  à  une  autre,  de  sorte  qu'en  réalité  deux 
courbes  viennent  se  réunir  en  M'  sous  une  inclinaison  dilTérento.  Le 
point  M'  est  ce  qu'on  appelle  un  jwint  saillant  et  l'on  reconnaît 
sur  la  figure  que  l'ordonnée  M'Q  est  ettectivemenl  minimum. 

Exercices. 

1.  Ma.rima  et  minima  <Vun  polynôine.  Soit  le  polynôme 

f[x)  =  Aoo;'»  +  A,  X'"-'  +..• 
On  trouve  ses  maxima  et  ses  minima  en  étudiant  les  changements  de 


—  SI  - 

signes  de  sa  dérivée  (règle  II).  Soient  «,,  a,,...  les  racines  réelles  de 
degré  impair  de  f  [x)  rangées  /par  ordre  de  grandeur  décroissante.  On 
aura 

/■' (a;)  =  ^n  Ao^;'"-* +•••  =  Ao  (^  —  «,)     [x  —  a^)    •••o(ic), 

les  lettres  À  désigneront  des  entiers  impairs  et  v^[x)  sera  nul  ou  positif. 
Supposons  Ao  >  0  ;  pour  a;  =  -|-  oo,  /"'  [x]  est  égal  à  +  o=,  ensuite  f'{x) 
change  de  signe  chaque  fois  que  x  passe  en  décroissant  par  une  des 
valeurs  a,,  a^,...  Donc  f[a^)  est  un  minimum,  f{a.^  un  maximum,  et 
ainsi  de  suite  alternativement.  Si  Ao  était  négatif,  l'ordre  serait  inverse. 

2.  Maxima  et  minima  d'une  fraction  rationnelle.  Soit  f{x)  =  P  ;  Q. 
Il  faut  étudier  les  changements  de  signes  de  la  dérivée  (P'Q  —  PQ')  :  Q^ 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  ceux  du  polynôme  P'Q  —  PQ'.  On  opère 
donc  comme  dans  l'exercice  (1).  Les  racines  d'ordre  impair  de  ce  polj- 
nôme  rangées  par  ordre  de  grandeur  décroissante  donneront  alternati- 
vement :  1°  des  minima  et  des  maxima  si  ce  polynôme  a  son  premier 
terme  affecté  d'un  coefficient  positif  ;  2°  des  maxima  et  des  minima  si  ce 
coefficient  est  négatif.  Il  peut  arriver  qu'une  racine  de  degré  impair  de 
P'Q  —  PQ'  soit  en  même  temps  racine  de  Q.  Dans  ce  cas,  c'est  une  racine 
de  degré  pair  de  Q  et  elle  rend  f{x)  infinie  positive  ou  infinie  négative, 
mais  il  n'y  a  pas  d'inconvénient  à  considérer,  par  extension,  une  valeur 
semblable  comme  un  maximum  ou  comme  un  minimum  delà  fonction. 

Remarque.  On  verra,  dans  le  calcul  intégral,  qu'on  peut  former  un 
polynôme  ayant  pour  dérivée  P'Q  —  PQ'.  Il  existe  donc  toujours  un 
polynôme  ayant  les  mêmes  maxima  et  les  mêmes  minima  qu'une  fonction 
rationnelle  donnée. 

3.  Maximum  et  minimum  de  x^  —  2x^  +  1. 

4 
R.  La  dérivée  a  deux  racines  simples  :  —(minimum)  et  0  (maximum). 

à 

X^  _^  nQ      I       1 

4.  Maximum  et  minimum  de 


R.  L'expression  P'Q  —  PQ'  a  deux  racines  simples  :  2  (minimum)  et 
0  (maximum).- 

a  8 

5.  Maximum  de  {a  +  x)    {ci  —  a?)    ,  a  et  p  >  0. 


^°^"^  'R.  X  =  e);  dea;»'e-^'  fR.x=^' ^ 


G.  Maximum  de 

X 

7.  Maxima  et  minima  de  e^sin  x. 

TZ  T 

R.  ic  =  2/fTC  —  —  (minima),  x  =  {2k  -\-  1)  -n  —  -r  (maxima). 

8,  Montrer  que  la  fonction  (4  cos  x  +  cos  2x)  est  maximum  ou  mini- 
mum en  même  temps  que  cos  x. 
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R.  On  a  f  (a?)  ^  —  4  sin  x  (1  +  f^os  a^).  Les  changements  de  signes 
de  f  {x)  sont  les  mêmes  que  ceux  de  —  sin  x  =  D  cos  x. 

9.  Avec  trois  côtés  égaux  former  un  trapèze  d'aire  maximum. 

R.  Soit  'f  l'angle  à  la  base  du  trapèze.  Il  faut  rendre  maximum  la  fonc- 

tion  sin  s  (1  +cos  ci)  =  4  sin  -^cos^-^,  d'oià  tf  ==  60°.  Le  trapèze  est  formé 
par  trois  côtés  et  la  diagonale  d'un  hexagone  inscrit. 

10.  Trouver  sur  une  droite  donnée  OX  un  point  P  tel  que  la  somme  de 
ses  distances  à  deux  points  donnés  A  et  B  soit  un  minimum. 

R.  Les  deux  droites  AP  et  BP  doivent  être  également  inclinées  sur  OX. 

11.  Etant  donné  un  cône  droit,  on  demande  de  le  couper  parallèlement 
à  la  génératrice  par  un  plan  tel,  que  le  segment  parabolique  résultant 
soit  le  plus  grand  possible. 

R.  Soient  a  le  rayon  de  la  base  du  cône,  x  la  portion  de  ce  rayon  entre 

la  génératrice  et  le  plan  sécant.  On  trouve  x  =  ^• 

12.  Dans  un  levier  du  second  genre,  pesant  et  homogène,  quel  doit 
être  le  bras  de  levier  x  de  la  puissance  Q,  pour  que  celle-ci  soit  un  mini- 
mum, le  moment  M  de  la  résistance  étant  donné  ? 

R.  Soit  ff  le  poids  de  l'unité  de  longueur  du  levier.  On  trouve  ffx^  = 
2  M,  Q  -=  V2M^ 

§  5.  Décomposition  d'une  fraction  rationnelle 
en  fractions  simples. 

104.  Objet  de  cette  décomposition.  —  On  appelle  fraction  simple  une 
fraction  dont  le  numérateur  est,  une  constante  et  le  dénominateur  une 
simple  puissance  d'un  binôme,  telle  que  (s  — a)"  .  Nous  allons  mon- 
trer, en  nous  servant  du  développement  d'une  fraction  rationnelle  par 
la  formule  de  Taylor,  que  toute  fraction  rationnelle  peut  se  décom- 
poser en  un  polynôme  entier  et  une  somme  de  fractions  simples.  Nous 
verrons  plus  tard,  dans  le  calcul  intégral,  toute  l'imporlance  de  cette 
décomposition. 

105.  Formule  de  décomposition.  —  Soit  à  décomposer  la  fraction 

rationnelle 

M. 
F(.) 

Si  celte  expression  n'était  pas  une  fraction  proprement  dite,  en 
efl'ectuant  la  division,  on  la  décomposerait  en  un  polynôme  entier 
et  une  fraction  proprement  dite.  Nous  pouvons  donc  admettre  a  priori 
que  cette  opération  ait  été  ftiite  et  que  f{z)  soit  de  degré  moindre  que 

F(z.). 
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Soient  a,  h,...  l  les  racines  réelles  ou  complexes  de  Y{%),  a,  ^,...  À 
leurs  degrés  de  multiplicité  respectifs.  On  aura  d'abord 

Fi(^)  ayant  toutes  les  mêmes  racines  que  F(;:-)  sauf  la  racine  a. 
La  fraction  f[z)  :  Fx(^),  n'étant  plus  infinie  pour  z  =  «,  peut  se  déve- 
lopper par  la  formule  de  Taylor  (n°  90)  sous  la  forme 

(1)      ^  =Ao  +  A,U.-«)  +  ...4-Aa-i(2-a)«-^  +  M,(2-fl)« 
d'où,  en  divisant  par  (z  —  a)^ , 

Le  dernier  terme  Mi  est,  comme  on  le  sait  (n°  90),  une  fraction 
proprement  dite  ayant  pour  dénominateur  Fi(z-).  Les  termes  précé- 
dents sont  des  fractions  simples.  On  est  ainsi  ramené  à  décomposer  la 
fraction 

Pour  cela,  on  recommence  la  même  opération.  On  pose 

Y,[z)  =  {z-hfY,^{z), 

de  sorte  que  ^^{z)  admet  les  mêmes  racines  que  ¥{z)  sauf  les  deux 
racines  a  et  h.  En  développant  U  '•  F.,  suivant  les  puissances  de  [z  —  h) 
et  en  divisant  par  {z  —  b)^ ,  il  vient 

l'il^)       (^._^)ii        (,._/,)?  (2-P) 

et  on  est  amené  à  décomposer  la  fraction  rationnelle  Mg  qui  a  pour 
dénominateur  Y„[z). 

On  continue  ainsi  de  suite  de  manière  à  épuiser  toutes  les  racines 
de  F(z-).  Quand  on  arrive  à  la  dernière,  il  n'y  a  plus  qu'à  décom- 
poser une  fraction  proprement  dite  M  de  la  forme 

[z-t]' 
et  l'opération  s'arrête,  car,  après  avoir  développé  le  polynôme  <p  [z) 
de  degré  <  a  suivant  les  puissances  de  «  —  /,  on  trouve 


[z—l)^      {z  —  lf'~'         (^-  —  O 
sans  nouveau  terme  complémentaire. 
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Substituons  maintenant,  de  proche  en  proche,  dans  l'équation  (1) 
les  développements  de  M„  Mg....  M,  nous  trouverons  la  formule  de 
décomposition  de  f{z)  :  F(^)  en  fractions  simples  : 


M 

\ 

Ao 
iz-a)^ 

+ 

A, 

4.    . 

•  + 

Aa-1 

¥{z] 

{^■■ 

-a)^- 

1    ' 

z  —  a 

+ 

Bo 

-  4- 

i^- 

-bf- 

rr  + 

...+ 

Bp-, 

(.-i)P 

z  —  b 

+ 

+ 

Lo 

+  - 

[Z- 

-+ ... 

+  - 

h-. 

[z-l)^ 

z  -l 

106.  Unité  du  développement.  Valeurs  des  coefficients.  —  Le  déve- 
loppement que  nous  venons  d'écrire  n'est  possible  que  d'une  seule 
manière,  car  nous  allons  montrer  que  les  valeurs  des  coeflicients 
s'obtiennent  immédiatement  sous  forme  de  dérivées. 

A  cet  effet,  délinissons  la  fonction  k{z)  comme  il  suit  : 

et  multiplions  la  formule  de  décomposition  par  {z  —  a)^.  Nous  obtien- 
drons un  résultat  de  la  (orme 

A  (z)  =  Ao  +  Al  [z  -  a)  -h  ...  4-  A^_^  [z  -  «)"-*  +  M  {z  -  af, 

M  gardant  une  valeur  finie  pour  z  =  a.  Donc  les  coefficients  sont  ceux 
de  la  formule  de  Taylor  (n"  90)  et  l'on  a 

A  ^AW    A.  -  A>      A   -  ^"^ \       -  *""""') 


De  même,  en  posant 


B(z)  =  (z-b)^^ 


on  trouvera 

n-n(h)     R      ^'(^^    R_B"(^), ...    n  b(P-')(6)    . 

et  ainsi  de  suite. 

Les  formules  que  nous  venons  d'écrire  ramènent  le  calcul  des  coef- 
ficients à  des  déterminations  de  dérivées  et  peuvent  déjà  servir  à  la 
détermination  pratique  des  coefficients.  On  peut  employer  aussi 
d'autres  méthodes  que  nous  allons  indiquer. 
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107.  Autres  méthodes  pour  calculer  les  coefficients.  —  1"  On  peut 
employer  la  mci/iude  des  coefficients  indéterminés.  On  pose  a  priori  la 
formule  de  décomposition  dont  la  forme  est  connue,  en  laissant  les  numé- 
rateurs i'.idcterminés.  On  chasse  ensuite  les  dénominateurs  en  multipliant 
les  deux  membres  par  F  (c).  En  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  z,  on  foimera  un  système  d'équations  du  premier  degré  en 
nombre  suffisnnt  pour  détei  miner  les  coefficients  inconnus, 

2*^  Méthode  de  dérivations  successives.  Soit,  par  exemple,  à  déter- 
miner les  coefficients  A,  Si  l'on  multiplie  l'équation  (1)  du  n°10o  par  Fi  {z), 
qui  est  égal  à  F  (c)  :  (c  —  a)^,  il  vient 


/•(^)-Fi 


Ao  +  Ai(.^-rO+-  +  A, 


=  {z-a)  M^V^{,) 


d'où  l'on  conclut  que  le  polynôme  du  premier  membre  admet  la  racine  a 
au  degré  a.  Donc  il  s'annule  pour  z  =  a  ainsi  que  ses  (a  —  1)  premières 
dérivées.  En  le  dérivant  (a —  1)  fois  et  en  exprimant  que  ces  conditions 
sont  satisfaites^  on  obtient  successivement 

f{a)-F,{a)A,=--0 
f'{a)-F[  ia)A,-F^{a)A^==0 
r  H  -  F;'(rO  Ao  -  2F;(a)A^  -  2FJrOÂ2  ==  0 

et  ainsi  de  suite.  C'est  un  système  d'équations  récurrentes  qui  déter- 
minent de  proche  en  proche  Ao,  A,,  Ag,--- 

3°  Il  est  à  remarquer  qu'on  peut  arriver  autrement  au  même  système 
d'équations.  On  remplace  c  par  a  -\-  h  dans  le  polynôme  que  l'on  vient  de 
dériver  successivement,  ce  qui  donne 

/•(^  +  /,)_F,  («4-;orAo  +  A,A  +  ,..  4-A^_^A^- 

puis  on  ordonne  suivant  les  puissances  de  h  jusque  ]i^~\  En  exprimant 
alors  que  les  coefficients  de  toutes  ces  puissances  sont  nulles,  on  retrouve 
le  sj'stème  d'équations  qui  précède.  Ce  sont  ces  derniers  calculs  qui 
seront  ordinairement  les  plus  rapides. 

108.  Cas  des  racines  simples.  Formule  de  Lagrange.  —  Lorsque 
toutes  les  racines  de  F(^)  sont  simples,  le  développement  en  fractions 
simples  ne  renferme  qu'un  seul  terme  relatif  à  chacune  des  racines 
et  la  formule  de  décomposition  se  réduit  à  la  forme  simple 

F(2)      z—(rz—b'^        ^  z—l 
Les  coefficients  A,  B...,  se  déterminent  alors  par  les  formules 

^~,^a      F(^)      -F'(fl)'      ^--V'[b)'' 
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que  l'on  trouve  par  la  règle  de  l'Hospital.  Dans  le  cas  où  il  n'y  a  que 
des  racines  simples,  la  formule  de  décomposition  sera  donc  la  sui- 
vante : 

f{zl_nal    Jï_     _[{b)_       1 

¥{z)      F'  (fl)    z  —  rt  "^  F  (/;)    z  —  b  '^"' 

La  formule  de  Lagrange  n'est  qu'une  transformation  de  la  précé- 
dente. On  fait  la  substitution 

Y  [z]  =  {z-  a)  [z  —  b)  ..■  {z-  l)  ; 
d'où 

F'  (a)  =  [a  —  b){a  —  c)  ...  {a  —  /) 

¥'{b)  =  {b-a){b-c):.{b-l) 


En  multipliant  la  formule  de  décomposition  par  F  {z),  elle  devient 
alors 

!{^}      IWi^a—b){a—c)...{a  —  l)^'^^{b  —  a){b  —  c)...{b  —  l)^ 
On  se  sert  de  cette  formule  pour  construire  la  fonction  f{z)  entière 
de  degré  <  n  qui  prend  n  valeurs  données  /'(a),  f{b),...  pour  n  valeurs 
données  «,&,...  /  de  z.  C'est  pourquoi  cette  formule  s'appelle  la  formule 
d'interpolation  de  Lagrange. 

109.  Méthode  rationnelle  de  décomposition.  —  On  peut  suivre  une 
autre  marche  pour  décomposer  f{z)  :  F  [z)  en  fractions  simples.  Celle-ci 
est  théoriquement  supérieure  à  la  précédente,  parce  qu'elle  a  sur  elle 
l'avantage  de  ne  faire  intervenir  les  racines  du  dénominateur  F  {z) 
que  quand  leur  introduction  est  nécessaire  et  de  pousser  les  calculs  aussi 
loin  que  possible  par  des  opérations  purement  rationnelles.  Elle  repose 
sur  les  théorèmes  suivants,  dont  le  premier  se  démontre  en  algèbre  à 
l'occasion  de  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  poly- 
nômes ordonnés  par  rapport  aux  puissances  d'une  variable  : 

I.  Si  P^  et  P2  sont  deux  poli/nôtyws  premiers  entre  eux,  on  peut 
toujours  par  des  opérations  rationnelles  déterminer  deux  autres  poly- 
nômes Pi  et  P2,  qui  vérifient  la  condition 

P2P1  -\-P^^\  =  1. 
d'où 


(1) 


1     ^Pi   \   P2 


II.  Si  les  deux  polynômes  Vi  et  P^  sont  premiers  entre  eux  et  si  le 
polynôme  fest  de  degré  moindre  que  le  produit  ViV^i  '*"  pourra  faire  la 
décomposition 

^^  Pipj     Pi    Pj 
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yi  et  qn  étant  des  polynômes  de  degrés  respectiveme^U  moindres  queV^  et 
que  Pj  et  qui  s'obtienneyit  par  des  calculs  rationnels. 
En  effet,  en  multipliant  la  relation  (1)  par  /;  il  vient 

P,P,         Pj  "^    P,        Pi       Po 

où  ^-i  et  q^  sont  respectivement  les  restes  des  divisions  de  fpi  par  Pi  et 
de  fp.^  par  P2  et  Q  la  somme  des  quotients  entiers  de  ces  deux  divisions. 
Mais  Q  est  identiquement  nul,  car  il  est  égal  dans  l'équation  précédente 
à  une  somme  algébrique  de  fractions  proprement  dites  qiTi  ont  toutes  pour 
limite  0  pour  ^  =  oc  ^  tandis  qu'un  polvnôme  en  ;:  augmente  indéfiniment 
pour  ;  =  oc  à  moins  d'être  identiquement  nul. 

III.  Si  P^,  P,,  Ps,--  sont  des  pjolynùmes  premiers  entre  eux  deux  à 
deux  et  f  un  polynôme  de  degré  moindre  que  le  produit  P^P^Pg---,  on 
pourra,  par  une  suite  d'opérations  rationnelles,  faire  la  décomposition 

f  _?i      I     gg     I      ?3    I 

upp...        pip"r"p  "T""*' 

dans  laquelle  les  numérateurs  sont  des  polynômes  de  degrés  respective- 
ment moindres  que  les  dénominateurs  correspondants. 

En  posant  d'abord  P'  =  PoPg---,  il  vient  par  le  théorème  précédent, 

f L__^j^A 

PjP^Pg...-      P,P:-Pi+     P^' 

On  est  ainsi  ramené  à  décomposer  q'^  :  P^  et  l'on  continue  ainsi  de  suite. 

IV.  Soient  F  [z)  un  polynôme,  Pj,  Pj,  Ps,---  des  polynômes  sans 
racines  mtdtiples ,  mais  ayant  respectiveynent  piour  racines  :  Pj  lesi^acines 
simples,  P„  les  racines  doubles,  P3  les  racines  triples,- ■■  de  F  (z)  ;  ces 
polynômes  P^.  P^,  P^,---  peuvent  s'obtenir  au  jnoyen  de  F  par  une  suite 
d'opérations  rationnelles. 

Soient  Die  plus  grand  commun  diviseur  de  F  et  de  sa  dérivée  F',  D^ 
celui  de  F'  etF",--  ces  diviseurs  s'obtiennent  par  des  calculs  rationnels 
et  l'on  a 


F  = 

=  P1P2P3 

-,      D. 

^PzP. 

;...,        D^ 

=  P3- 

On  en 

tire 

F 

PiP.Ps 

■■■'  W 

-  P2P3- 

ei 

t  en  divisant 

successivement  ces  1 

■dations 

membre 

à  membre 

on 

obtient 

I» 

n  P2,- 

V.  La  décomposition  que  nous  voulons  faire  résulte  des  théorèmes 
précédents.  Pour  décomposer /'(^)  :  F  (2)  en  fractions  simples,  on  met 
d'abord,  par  le  théorème  iV,  F(;)  sous  la  forme 

¥{z)=^P,PlPi... 


■H 
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Il  vient  ensuite  par  le  théorème  II 

et  cette  décomposition  est  entièrement  obtenue  par  des  calculs  ration- 
nels. Mais  les  fractions  composantes  ne  sont  pa?  encore,  en  général, 
des  fractions  simples,  de  sorte  que  la  décomposition  est  incomplète. 

Remarques.  —  1°  Pratiquement,  pour  obtenir  la  formule  précédente, 
on  déterminera  les  polynômes  P^,  Po,---  comme  ci-dessus  (IV);  puis,  cela 
fait,  on  déterminera  ^,,  ^/g,--  par  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés en  les  remplaçant  dans  la  formule  précédente  par  les  expressions 
générales  de  polynômes  de  degrés  respectivement  moindres  que  Pj,  que 
P^,--  Les  coefficients  inconnus  de  ces  polynômes  seront  des  fonctions 
rationnelles  des  coefficients  de  /"et  de  F. 

2''  La  décomposition  ne  peut  être  menée  plus  loin  par  des  calculs 
rationnels  que  si  les  polynômes  Pj,  P»,---  sont  réductibles,  ce  qui  n'est 
pas  le  cas  général.  Pour  achever  la  décomposition  en  fractions  simples, 
on  est  donc  obligé  de  recourir  aux  procédés  des  numéros  précédents  et 
d'introduire  les  racines  de  P^,  de  Pg, •••  dans  les  calculs. 

Exercices. 

Démontrer  les  formules  de  décomposition  proposées  dans  les  exer- 
cices ]  à  5. 


1, 


x^ 


ii)  ,(-"),  <i) 


{x—l){x  —  2){x—-S)      aT— 1   '  £C  — 2  '  a;  — 3 

X  1  \/ 3 i 

2.  — r— ——  =  ——-  — ^-i-1 —  4-  terme  conjugué. 


r{x)  f{a]  1       r  [a)        .  1         /-'»-'(«) 

(.r  — «)"       (a;  — o)«  "'~1  (a; -«)""*{»— 1)!    oc  —  a 


1 


1         _  1  r    1 

[x  —  a)'"  [X  —  bf  '    c"    \jx  —  «)»»      'V  {x  —  «)»•-* 

,  n(n-\-  1)  1 


1.2      c^{x  —  a)»^-- 


-.+ 


4-  ; -^.    r- r^  +  m 


(  —  c)'»  '  {x  —by^    '        c  (a;  —  6)  "  -  ' 

.  m(m  +  l)  1  ] 

"•"       1.2       c^x  —  b)»--'^'"] 

On  a  posé  c  =  o  —  i  et  on  arrête  les  développements  quand  ils  cessent 
d'être  fractionnaires. 

R.  Les  coefficients  des  puissances  négatives  de  (./-  —  a)  s'obtiennent, 
en  eflet,  en  développant  l'exi-rcssion 


'-')— ^('+-^")"" 
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suivant  les  puissances  de   [œ  —  a),   ce  qui  se  fait  par  la  formule  du 
binôme. 

1  1    r       1  1 

5. 


{o:-  +  ])"       l2  ?)»  L(.K  —  ?')"  2  iiiv  —  /)»-i 

nin-\-  1 


^       1  2       [2  iy  {cG  —  i)n-'  ^     J  ' 


+  les  termes  conjugués. 
R   C'est  un  cas  particulier  de  l'exercice  précédent. 


6.  Décomposer 


R.  La  décomposition  se  ramène  à  la  précédente  en  posant  ce  —  x  =  ^z. 

f'œ) 

7.  Décomposer^ r-^-^ r— -• 

R.  Le  développement  s'obtient  en  multipliant  par  f[x)  la  décomposition 
de  l'exercice  4,  puis  on  décomposant  tous  les  termes  du  second  membre 
par  la  formule  de  l'exercice  3.  On  suppose  le  degré  de  f  [x]  inférieur  à 
m  -\-  n. 

8.  Décomposer  ^^,  ^\y, 

R.  C'est  un  cas  particulier  de  l'exercice  précédent. 

9.  Démontrer  la  formule 

X-ni—  1        m   ft^o  os  —  a^  * 

'^h-  2-k 

a/t  =  cos 1-  i  sin [k  =  0,  i ,  2,---  m  —  1) 

m  m        ^  ' 

On  suppose  le  degré  de  f{x)  inférieur  à  m. 


CHAPITRE  III. 

Fonctions  de  plusieurs  variables. 


§  1 .  Dérivées  partielles  et  différentielles  partielles 
ou  totales  des  fonctions  de  deux  variables. 

110.  Dérivées  partielles.  —  Soit  u  =  f{x,  y)  une  fonction  continue 
de  deux  variables  indépendantes  x  et  y.  Si  l'on  attribue  à  y  une 
valeur  constante  et  qu'on  fasse  varier  x,  u  devient  une  fonction 
continue  de  x  seul.  Si  elle  admet  une  dérivée,  celle-ci  se  nomme  la 
dérivée  partielle  de  \i  par  rapport  à  x.  Cette  dérivée  partielle  est 
ainsi,  par  définition,  la  limite  du  rapport 

f{x  +  ^x,y)  —  f{x,y) 
\x 

quand  Xr  tend  vers  0.  On  la  représente  indifféremment  par  l'une  ou 
l'autre  des  notations  suivantes  : 

rœix,y),  T).rf{x,y)   ou   D..m,  ^^^^^  ^^  j|' 

De  même,  en  regardant  x  comme  constant  et  //  comme  variable,  on 

formera  le  rapport 

nx,y  +  ^y)-f{x,y) 

Si  celui-ci  tend  vers  une  limite  quand  A//  tend  vers  zéro,  ce  sera  la 

dérivée  partielle  de  u  par  rapport  à  y  et  on  la  représentera  par  les 

symboles  analogues  aux  précédents  : 

àf{x,y) 


flAx^y)  Duf{x,y) 


ày 


111.  Difierentielles  partielles.  Différentielles  totales.  —  Les  d\l\éren- 
tielles  partielles  da-u,  d,,u  sont,  par  définition,  égales  aux  produits 

du  .  ,  du    . 

d,,.n  =  -V-  Aa-  d„u  -=  -r-  A/ 

âx  '  Oy 

des  dérivées  partielles  par  rapport  à  .»•  et  à  y  par  les  accroissements 
Ix  et  \y  des  variables  correspondantes. 


En  particulier,  si  u  = 

.r,  on  aura 

du       . 
'ùx  "    ' 

dy 

et,  si  u  =  y, 

du       „ 

du     . 

«  =  "■ 

—  97  — 

La  différentielle  totale  du  est  égale,  par  définition,  à  la  somme  des 
deux  différentielles  partielles,  de  sorte  que 

,,,  ,         du  .      ,  du    . 

^  di'  dy     ^ 


d'où       djc  =  t^x 


d'où       dy=-^y. 

Donc  l'équation  (1)  peut  s'écrire  aussi  sous  la  forme 

(2)  du=^f^dx-}-fydy. 

La  comparaison  des  équations  (1)  et  (2)  appelle  une  remarque  ana- 
logue à  celle  qui  a  été  faite  dans  le  cas  des  fonctions  d'une  seule  va- 
riable (n"  o9).  L'équation  (2)  a,  comme  nous  le  verrons,  une  généralité 
que  n'avait  pas  l'équation  (1).  Cello-ci  suppose  les  variables  x  ci  y 
indépendantes,  tandis  que  l'équation  (2)  n'est  pas  soumise  à  cette 
restriction  (no  126). 

112.  Expression  de  l'accroissement  \f{x,  y).  —  Au  moyen  des  dé- 
rivées partielles  on  obtient  une  expression  importante  de  l'accroisse- 
ment d'une  fonction  u  =  f{x,  y).  Supposons  que  u  et  ses  deux  dérivées 
partielles  soient  continues  à  l'intérieur  d'un  certain  domaine  D  et  soit 
[x,  y)  un  point  de  ce  domaine.  Donnons  aux  variables  les  accroisse- 
ments Aa"  et  Aî/.  On  aura 

A  f  {x,  y)  ==f  [x  +  \x,  y  +  ^y)—  f  [x,  y) 

^[fix  +  \x,y  \-\y)-f(x,y  +  \y)]  +  [f(^,y  +  ^y)-f{^;y)] 

transformons  chacune  des  différences  entre  crochets  par  la  formule 
des  accroissements  finis  (n°  G'.)),  il  viendra,  0  et  ^i  étant  compris  entre 
Oet  1, 

^rlx,  y]  ^  \x  /■;.(.r  +  fi\x,  y   h  A//)  -f  A^/^  [x,  y  ~\^  H^\y) 

D'autre  part,  les  dérivées  partielles  étant  continues  au  point  {x,y), 
on  peut  poser 

l^ix  \(}^x,y  [-\y)=f;^{x,y]  +  t, 

/;U',//  +  o,A»/)_/;,;(^-,  y)  +  £,, 

7 
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t  et  c^  désignant  des  quantités  qui  ont  pour  limite  0  quand  Ax-  et  \y 
tendent  vers  zéro.  La  substitution  de  ces  valeurs  donnera 

113  Dérivée  et  différentielle  d'une  fonction  composée  d'une  seule 
variable  indépendante.  —  Supposons  que  x  et  y  soient  deux  fonctions 
d'une  variable  indépendante  unique  t,  ayant  toutes  deux  des  dérivées 
bien  déterminées.  Dans  ce  cas,  f{x,y)  est  une  fonction  composée  de  t. 
Pour  obtenir  sa  dérivée,  remarquons  que  la  formule  du  numéro 
précédent  subsiste  indépendamment  de  toute  hypothèse  sur  la  nature 
des  accroissements  ^x  et  ^y  ;  nous  pouvons  donc  admettre  qu'ils 
correspondent  à  l'accroissement  \t  de  la  variable  indépendante.  Divi- 
sons alors  cette  formule  par  \t  ;  il  vient 

M       -  ^^^-^  '^^  M  '^  '^*^'  ^^  Â7  +  '  AT  +  ''  A/' 
et,  en  faisant  tendre  M  vers  zéro,  on  trouvera 

iW\y)  __f,,^  ,,^  dx  dy 

puisque  e  et'Sj  ont  pour  limite  0. 

Donc,  si  X  et  y  sont  des  fonctions  de  t,  la  dérivée  de  f{x,y)  par  rap- 
port à  t  est  la  somme  des  dérivées  partielles  de  f{x,y)  par  rapport  à  x 
et  par  rapport  à  y  multipliées  respectivement  par  les  dérivées  de  x  et  dey 
par  rapport  à  t.  C'est  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  composées. 

En  mulliitliant  cette  formule  par  dt,  on  obtient  la  différentielle  de 
f{x,y),  savoir 

(If  ('i\  y)  =  0^\  y) dx  +  /,;  [x,y)dy. 

D'où  le  théorème  suivant  : 

Si  X  et  y  sont  deux  fonctions  d^une  même  variable  t,  la  différentielle 
de  f{x,y]  s'exprime  au  moyen  de  x,y,  dx  et  dy,  par  la  différentielle  totale 
de  f(x,y)  comme  si  les  variables  x  et  y  étaient  indépendantes. 

114.  Remarques.  —  le  théorème  général  que  nous  venons  d'énon- 
cer renferme,  comme  cas  particuliers,  les  règles  de  dérivation  d'une 
somme,  d'tm  produit  et  d'un  quotient  que  nous  avons  démontrées 
séparément  au  chapitre  r'"(n"  01).  On  vérifie,  en  effet,  immédiatement 
que  les  seconds  membres  des  formules 

(/  (M  -\-  v)  ^-^  du  -\-  dv,  d  uv  -=  u  dv  -\-  v  du, 

,  u       V  du  —  u  dv 
d  -  =  — —z 

V  «'* 
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représentent  respectivement  la  somme  des  différentielles  parlielles 
des  premiers  membres  par  rapport  à  u  et  à  v. 

115.  Sur  la  manière  de  calculer  les  différentielles  totales.  —  Le 
théorème  précédent  revient  à  dire  que  les  différentielles  totales  se 
calculent  par  les  mêmes  règles  que  les  différentielles  des  fonctions 
composées  d'une  seule  variable.  Si  les  différents  modes  de  composi- 
tion de  la  fonction  f{d',y)  sont  de  ceux  qui  ont  été  prévus  au  chapitre  l 
et  c'est  ordinairement  le  cas,  il  suffira  d'appliquer  les  règles  établies 
dans  ce  chapitre  pour  obtenir  la  différentielle  totale. 

C'est  ainsi  que  les  règles  établies  pour  trouver  les  différentielles 
d'une  fonction  de  fonction,  d'un  quotient  et  d'une  somme  (n°  (3i) 
conduisent  aux  résultats  suivants  : 

,        ,    Il  -i'         X  du  —  u  dx 

d  arc  tg  ^  = =  — -r-r-'— 

X- 


dLog  v^^^T?  -  ^iXitr  ^  ''^:'^K'' 

On  voit  que  les  différentielles  totales  s'obtiennent  sans  calculer 
séparément  les  dérivées  partielles  et  l'on  évite  ainsi  de  répéter  deux 
fois  certains  calculs. 

D'autre  part,  si  l'on  connaît  la  différentielle  totale  de  f[x,y),  on  peut 
en  déduire  à  simple  lecture  ses  deux  dérivées  partielles.  En  effet,  dx 
et  dy  étant  des  coefficients  indéterminés,  la  dérivée  partielle  par  rap- 
port à  X  sera  le  coefficient  de  dx  et  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  // 
celui  de  dy  dans  l'expression  de  la  différentielle  totale.  C'est  ainsi  que 
l'on  tire  immédiatement  du  calcul  fait  plus  haut  : 

ô         ,     il  X  d        .    y  y 

^P^  arclg -  =  — ^- — r-»      -^arcîg^  =  — ^-^^ — ^ 
ùy         ^  X      X-  +  y^        dx       ^  x  x-  -f-  ij^ 

116.  Dérivées  partielles  du  second  ordre.  —  Soit  u  =  /' (.r,  y)  une 
fonction  de  deux  variables  indépendantes  x  et  y  ;  ses  dérivées  par- 
tielles -~  et  -~~  seront,  en  général,  des  fonctions  de  a;  et  de  w  et 
Ox       ()y  °  '  ^ 

pourront  admettre  elles-mêmes  des  dérivées  partielles.  Nous  dési 
gnerons  la  dérivée  partielle  de  -y^  par  rapport  à  x  par  les  notations 

/.'v-    U".//î        ou        UUrf      OU        ^^2' 

et  sa  dérivée  partielle  par  rajtpurt  à  y  par 
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f!>L  '^N  y)     ou     D^r^/'    ou 


0-1/  ^Jl  ^'Ul  ^^^y 

De  même,  les  dérivées  partielles  de  —-  par  rapport  à  a:  et  à  ?/  seront 
respectivement 

Ai f  Ai f 

fil    —  T\^     f—    ^  I  f'i    —H-     f—      ' 

Mais  il  existe  concernant  ces  dérivées  un  théorème  fondamental  en 
vertu  duquel  fyx  =  fxy,  ce  qui  réduit  à  trois  seulement  le  nombre  des 
dérivées  partielles  du  second  ordre.  Voici  ce  théorème  : 

117.  Théorème.  —  .Si  les  deux  dérivées  partielles  f'J^^,  f'^^  sont  dé- 
terminées et  continues  dans   le  voisinage  du  point  {x,  y),  elles  sont 
nécessairement  identiques. 
Posons  pour  simplifier 

<^{x)  =f{x,y  +  li)—f[x,y) 
•Hy)-=f{x  +  Ky)-f{x,y) 
On  aura  identiquement 

'^(.r  +  /0-'f(x)  =  J>(i/^A-)-<l^(i/). 
On  a,  par  la  formule  des  accroissements  tinis  (0  <  6  <  1), 
cp  [x  +  h}  —  cp  [x)  =  h  o;  {X  +  0/^) 

=  h  \r^  {X  +  fih,  y  +  A)  -  /;  {X  -4-  0/j,  y)]. 
On  peut  encore  appliquer  la  même  formule  pour  transformer  la 
différence  entre  crochets,  ce  qui  donne  (0  <  8i  <  1) 

=p  {X  +  h)  -  cp  (x)  =  hk  r;,^  [X  +  (ih,y  +  0,/.). 
On  trouve  d'une  manière  analogue 

^  [y  -h  ^1  -  ^  (y)  =  hk  A- .  {X  +  h'h,  y  +  e;A) 

Donc,  les  premiers  membres  de  ces  deux  équations  étant  égaux, 

/;;  [x  +  hlK  y  +  e,A)  =  /■;;  (^-  -l-  eV;,  y  -1-  h[k) 
Faisons  tendre  //  et  k  vers  zéro,  on  aura,  à  la  limite, 

/;:;  (-^  y)  -  c  (•^■'  y"^- 

Donc,  si  tes  dérivées  considérées  sont  continues,  1rs  caractéristiques 
D.r^/  \)y  peuvent  toujours  être  interverties. 

Les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  la  fonction  u  -  fix,  y) 
se  réduisent  donc  en  général  à  trois  distinctes 

à^u         Ohi  â^u         (?u 

()x-        itxOy         (lyOx        i)y- 
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Cette  notation  a  l'avantage  de  mettre  l'égalité  des  deux  dérivées 
partielles  en  évidence  et,  quand  on  l'emploie,  on  suppose  toujours 
implicitement  que  les  conditions  de  continuité  nécessaires  pour  assurer 
cette  égalité  sont  remplies. 

118.  Différentielles  partielles  du  second  ordre.  —  Aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  correspondent  les  difterentielles  partielles, 
définies  par  les  équations 

j-,  à'ii   ,  „  ,    ,  d-u    ,    ,  ,,  ()'U    j  ., 

L'équation  D^D^m  =  D?,  D^^m  entraîne  donc  aussi  l'égalité 
dcrdjjii  =  dtjd:cU, 
de  telle  sorte  que  l'ordre  de  deux  différentiations  partielles  succes- 
sives par  rapport  à  x  el  h  y  peut  aussi  être  interverti. 

119.  Dérivées  et  différentielles  partielles  d'ordre  quelconque.  —  Le 
théorème  du  n°  117  se  généralise  de  lui-même.  Concevons  que 
l'on  effectue  sur  une  fonction  u  =^  f{x,  y)  un  nombre  quelconque  de 
dérivations  partielles  successives,  les  unes  par  rapport  à  x,  les  autres 
par  rapport  à  y,  dans  un  ordre  arbitraire.  Il  suit  de  ce  théorème  que 
l'ordre  de  deux  opérations  consécutives  peut  être  interverti  quand 
elles  se  rapportent  à  deux  variables  différentes,  pourvu  que  toutes  les 
dérivées  que  l'on  considère  restent  continues.  Moyennant  cette 
restriction,  on  pourra  par  la  répétition  de  ces  permutations  ranger 
les  dérivations  dans  l'ordre  que  l'on  voudra  ;  on  pourra  faire,  par 
exemple,  d'abord  toutes  les  dérivations  par  rapport  k  x  el  ensuite 
toutes  celles  par  rapport  à  «/.De  la  sorte,  le  résultat  de  m  dériva- 
tions par  rapport  à  x  et  de  n  dérivations  par  rapport  à  y,  opérées 
consécutivement  sur  la  fonction  u,  sera  le  même  quel  que  soit  l'ordre 
suivi  et  pourra  se  désigner  par  un  seul  et  même  symbole 

ôx'''dy'' 
Cette  quantité  est  une  dérivée  partielle  de  l'ordre  [m  +  n).  En  la 
multipliant  par  dx"^dy'\  on  obtient  la  dilTérentielle  partielle  du  même 
ordre 

d'^d'^u  =  -^ r—  dx"^  du"  . 

^  ^         f)x"'  ây'         ^ 

120.  Différentielles  totales  successives.  —  Soient  u  =  f{x^y)  une 
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fonction  de  deux  variables  x  et  y,  qui  peuvent  être  indépendantes  ou 

non,  et 

,         du  ,     ,   du  j 
du  =  ^  ax  -\-  ^--ay 
ôx  ôy    ^ 

sa  différentielle  totale.  Celle-ci  est  une  nouvelle  fonction  qui  peut 
admettre  aussi  une  différentielle  totale  d  du.  Cette  nouvelle  différen- 
tielle est  la  différentielle  seconde  d^u,  et  ainsi  de  suite.  Le  calcul  de  ces 
différentielles  n'introduit  aucune  notion  nouvelle.  Seulement  il  y  a 
lieu  d'observer  ce  qui  suit  : 

Si  X  et  y  sont  des  variables  indépendantes,  leurs  accroissements 
dx  =  Aa-  et  dy  =  ^y  sont  toujours  supposés  constants  quand  x  et  y 
varient  et  doivent  être  traités  comme  tels  dans  les  différentiations. 

Si  a;  et  î/  sont  elles-mêmes  des  fonctions  d'autres  variables  indépen- 
dantes, dx  et  dy  sont  des  fonctions  qui  ont  des  différentielles  succes- 
sives d^x,  d^x,...;  d-y,  d^y,,..  Dans  cotte  hypothèse,  on  trouve,  en 
faisant  les  calculs. 

Les  différentielles  totales  successives  de  /'(:r,  y)  auront  donc  des 
formes  diffih^ntes  suivant  qu'on  regardera  x,  y  comme  des  variables 
indépendantes  ou  bien  comme  des  fonctions. 

Lorsque  x  et  y  sont  des  variables  indépendantes  ou,  plus  générale- 
ment, lorsque  dx  et  dy  peuvent  être  supposés  constants,  rf\r  et  d^y 
sont  nuls  et  l'équation  précédente  devient 

dHi  -=  -^—dx"  -h  2  -\ — z-  dx  dy  +  "«K  </.'/- ■ 
dx-  dxôy        "^      ^^y^ 

Dans  ce  cas,  on  peut  former  une  expression  symbolique  très  com- 
mode de  rf"«,  en  remarquant  que,  pour  former  la  différentieUe  totale 
d'une  fonction  de  x  et  y,  il  sutîit  de  la  multiplier  par  le  fadeur  sym- 
bolique 

et  d'effectuer  les  multiplications  indiquées  par  les  règles  du  calcul 
algébrique.  On  trouve  ainsi,  en  intei-prélant  les  puissances  de  d  comme 
des  indices  de  dérivation, 

121 .  Méthode  pratique  de  calcul.  —  Pratiquement  les  différentielles 
totales  so  rnlculciii  ikmi  par  l'addition  des  différentielles  partielles  mais 
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par  la  simple  application  des  règles  générales  da  chapitre  I.  Le  calcul  est 
même  si  simple  qu'il  y  a  souvent  avantage  à  se  servir  de  ces  différen- 
tielles pour  calculer  les  dérivées  partielles  de  u.  On  traite  alors  ^' et  î/ 
comme  des  variables  indépendantes  dont  les  différentielles  dx  et  dy 
sont  des  constantes  arbitraires.  On  obtient  ainsi  des  résultats  de  la 
forme 

du  =  pdx  +  qdy,        d-u  =  rdx-  +  ^sdxdy  -)-  tdy- ,... 

où  p,  q,  r,  s,  t  sont  des  fonctions  explicites  de  :rel  y.  La  comparaison 
avec  les  formules  générales  montre  que  l'on  aura,  puisque  dx  et  dy 
sont  des  indéterminées, 

du  du  d-u  d-u     ^       dm 

'        dx  ^       dy  dx-  ax  dy  dy- 

Cette  méthode  de  calcul  est  surtout  avantageuse  lorsque  l'on  doit 
connaître  en  même  temps  toutes  les  dérivées  partielles  d'un  même 
ordre.  C'est  généralement  le  cas  dans  les  applications  géométriques. 


§  2.  Extension  à  un  nombre  quelconque  de  variables. 

122.  Définitions  des  dérivées  et  des  différentielles  premières.  —  Soit 
w  "=  f{x,  y,  z,...)  une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes  ; 
la  d'érivée  partielle  de  u  par  rapport  à  l'une  d'elles,  a;  par  exemple,  est 
la  dérivée  de  u  considérée  comme  fonction  de  x  seul,  toutes  les 
autres  variables  étant  traitées  comme  des  constantes.  On  la  représente 
par  les  symboles 

du  Of  -,     ,  ,  r^        -■  v,^-. 

'dx  ^"  lix       ^^^'^''  •^'  ■^■'•••^'      ^''^^^'  ^'  -''•••^ 

Les  différentielles  par lielles  dxU,d,jU...  s'obtiennent  en  mulli])liant 
les  dérivées  partielles  par  les  accroissements  Aa:,  Ay,...  des  variables 
correspondantes,  de  sorte  que 

,         du  .  ,  du  . 

«rM  =  -T-Aa;,         dyU  ■-=  -^  Ml,... 

dx  -^        ày 

La  différentielle  totale  du  est  la  somme  des  différentielles  partielles 

,         du  .      ^    du  .      , 
du  =  -—  A.r  H-  -  -  A»  f ... 
dx  dy     ^ 

En  particulier,  pour  u  =  x,  pour  u  ^  y,...  on  a  respectivement 

dx  =  Ait,         dy  =  \y,... 

et  l'équation  précédente  peut  s'écrire  sous  une  nouvelle  forme 
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,        ()u   j     .   du   j     , 
()x  ôij 

Cette  nouvelle  forme  a  sur  la  première  l'avantage  d'une  plus  grande 
généralité  comme  nous  le  montrerons  tout  à  l'heure  (n"  126). 

123.  Accroissement  d'une  fonction.  —  La  forjiiule  du  n°  lliî  se 
généralise  d'elle-même.  Soit  u  une  fonction  continue  ainsi  que  ses 
dérivées  partielles  dans  le  voisinage  d'un  point  i\  y,  ^■,...  On  aura,  en 
donnant  à  x,  y,  z,...  les  accroissements  A,r,  \y,  Iz,..., 

\u  ^^\x-^^\y  +...  +  zlx  +  z^ly  +..., 

e,  Sj,...  désignant  des  quantités  qui  tendent  vers  zéro  en  môme  temps 
que  les  accroissements  A. 

124.  Dérivée  et  différentielle  d'une  fonction  de  fonctions  d'une  seule 
variable  indépendante.  —  Si  u^fix,  y,...)  et  si  x,  y,...  sont  des  fonc- 
tions d'une  seule  variable  t,  la  dérivée  de  u  s'obtient  comme  au 
no  Uo.  On  a 

du  _  df  dx       ôf  dy 
~dt~~dx~dt^'dy'dt^"' 

Donc  la  dérivée  de  f[x,  y...)  par  rapport  à  t  est  la  somme  de  ses  déri- 
vées partielles  par  rapport  à  x,  y,..  ,  multipliées  respectivement  par  les 
dérivées  de  x,  y,...  par  rapport  à  t. 

Ce  principe  porte  le  nom  de  règle  de  dérivation  des  fonctions  com- 
posées. 

En  multipliant  l'équation  par  dt,  il  vient  ensuite 

du  =  ^dx-\-^di/-{-... 
ôx  <)y    •' 

Donc,  .si  X,  y,...  sont  des  fonctions  d'une  seule  variable  indépendante  t, 
la  difjérentielle  de  f{x,  //,...)  s'exprime  au  moyen  de  x,  //,...  dx,  dy,... 
comme  si  les  variables  x,y,...  étaient  indépendantes. 

125.  Dérivées  partielles  d'une  fonction  de  fonctions  de  plusieurs 
variables  indépendantes.  —  Soit  u  =  f{x,  y,  z,...)  une  fonction  des 
variables  x,  y,  z,...,  celles-ci  étant  elles-mêmes  des  fonctions  d'autres 
variables  indépendantes  i,  ■^,  ^,...  La  dérivée  partielle  de  u  par  rap- 
port à  i  se  calcule  par  la  règle  établie  au  numéro  précédent  pour  les 
fonctions  de  fonctions  d'une  seule  variable,  ce  qui  donne 

—  —  EL  —  A.  EL  ^y 

01  ~dx~d^~^7)y~()l  '^"' 
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On  trouve  de  même 


du  _  df  dx       ôf  ày 
&r,  ~  dx  &r^        dlj  Ôr, 


et  ainsi  de  suite. 


126.  Différentiell3  totale  d'une  fonction  composée.  —  La  ditîerentielle 
totale  de  la  fonction  u  du  numéro  précédent  est  la  somme  de  ses  différen- 
tielles partielles  par  rapport  à  chacune  des  variables  indépendantes  l, 
r,,  s,...,  savoir 

,        Ou  ,r  ,  au  ,     , 
dz  Or, 

Remplaçons  dans  cette  expression  les  dérivées  partielles  par  leurs 
valeurs  trouvées  au  numéro  précédent  et  réunissons  les  termes  en 

Ces  parenthèses  sont,  par  définition,  les  différentielles  totales 
dx,  dy,  ...  On  a  donc  finalement 

du  =  -J-  dx  -\~  -~-  dy  -[-  ... 
dx  ày    -^ 

De  là  la  règle  suivante  qui  généralise  celle  du  n°  113. 

La  difterentielle  totale  df{x,y,  ...)  s'exprime  toujours  de  la  même 
manière  au  moyen  de  x,  y,  ...  dx,  dy,  ...  que  les  variables  x,  y,  ... 
soient  indépendantes  ou  qu'elles  ne  le  soient  pas. 

127.  Conditions  qui  expriment  qu'une  fonction  se  réduit  à  une 
constante.  —  Soient  x,y,  ...  des  variables  indépendantes,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  f{x,  y,  ...)  ne  dépende  pas  de  x  est 
que  l'on  ait  (n"^  70) 

flix,y,...)  =  0. 
De  même,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'elle  ne 
dépende  pas  de  y  sera 

ll[x,y,...)=^0 
et  ainsi  de  suite. 

Si  f{x,  y,  ...)  est  une  constante,  cette  fonction  ne  dépend  d'aucune 
des  variables  et  toutes  les  conditions  précédentes  sont  vérifiées 
simultanément.  On  peut  les  réunir  en  une  seule 

dt(x,y,...)=.^dx  +  fydy-\~...  =  0. 
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qui  entraîne  toutes  les  précédenles,  puisque  les  différentielles 
dx,  dy,  ...  sont  des  coefficients  arbitraires. 

128.  Différentiation  des  équations.  —  Supposons  maintenant  que 
l'on  ait  une  relation 

dans  laquelle  a;,  y,  ...  ne  sont  plus  des  variables  indépendantes  mais  des 
fonctions  d'autres  variables  considérées  comme  indépendantes  E,  t,,  ... 
Le  premier  membre  étant  une  fonction  composée  dont  la  valeur  est 
constante,  on  aura  df=  0,  ou  bien  (n^  126) 

^dx  +  ^dy  +  ...  =  0. 
dx  dy    ^ 

Differentier  totalement  une  équation,  c'est  égaler  les  différentielles 
totales  de  ses  deux  membres.  Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir 
peut  donc  se  formuler  dans  le  principe  suivant,  qui  est  fondamental  : 

Étant  donnée  une  équation  entre  un  certain  nombre  de  variables, 
indépendaîites  ou  non,  mais  ayant  des  différentielles,  il  est  toujours 
permis  de  la  differentier  totalement. 

129.  Dérivées  et  différentielles  successives.  —  Les  considérations 
émises  dans  le  paragrapbe  précédent  se  généralisent  d'elles-mêmes  et 
il  suffît  d'énoncer  les  résultats. 

Si  l'on  effectue  un  nombre  quelconque  de  dérivations  successives 
par  rapport  à  des  variables  différentes  x,  y,  z,  ...  l'ordre  de  deux 
dérivations  successives  par  rapport  à  deux  variables  différentes  peut 
toujours  être  interverti,  moyennant  l'bypotbèse  de  la  continuité  des 
dérivées.  De  la  sorte,  le  résultat  de  m  dérivations  par  rapport  à  x, 
n  dérivations  par  rapport  à  y,  p  dérivations  par  rapport  à  z,  ... 
effectuées  dans  un  ordre  quelconque  sur  une  fonction  u=^f{x,y,z, ...), 
peut  être  représenté  par  le  symbole  unique 

âx'"  Oy"  dzP ... 
Les  différentielles  totales  successives  se  calculent  en  appliquant 
successivement  les  règles  établies  pour  calculer  les  différentielles 
premières.  Dans  le  cas  où  les  variables  x,  y,  z,  ...  sont  indépen- 
dantes, et  plus  généralement  si  leurs  différentielles  dx,  dy,  ...  peuvent 
être  supposées  constantes,  la  différentielle  n'*'""'  de  f{x,  y,  z, ...) 
pourra  se  mettre  sous  la  forme  symbolique 

d-  n^,  ,,.,,..,  =  (^  d^  + 1  d,  +  ^  d.  +  ...Jr. 
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130.  Théorème  d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes.  —  Une  fonction 
/"(a-,  y,  z,  ...)  est  dite  homogène  par  rapport  aux  variables  â-,  y,  z,  ..., 
lorsque  cette  fonction  vérifie  l'identité 

(1)  r[tv,  ty,  tz,  ...)  =  i">r[^':,y,  z,  ...), 

t  désignant  une  indéterminée  quelconque.  L'exposant  m  est  dit  le  degré 
d'homogénéité  de  la  fonction. 

Si  l'on  fait  f  =  —,  l'identité  deviendra 

c'est-à-dire 

(2)  ru'-,^,^,  ...)  =  ^^'^?(^'^--) 

Donc,  si  l'on  divise  une  fonction  homogène  de  degré  ?n  par  la  m'^""® 
puissance  de  l'une  des  variables,  elle  ne  dépendra  plus  que  des  seuls 
rappoi'ts  des  variables  deux  à  deux. 

On  s'assure  aussi  immédiatement  qu'une  fonction  qui  vérifie  la  condi- 
tion (2)  vérifie  la  condition  (1).  Donc  l'équation  i2)  peut  aussi  servir  de 
définition  des  fonctions  homogènes. 

Différentions  l'équation  (1)  par  rapport  à  t,  il  viendra  identiquement 

•>-/■;  {f^^,  ty,-)  +  yfy  [t^.  iy,-)  +•••  =-  mi>»-'  n^-\  y,-) 

ou,  eu  faisant  t  =  l, 

(3)  xr'Jx,y,:.)  +  yrl{^',y,-)+-  =  ^n^,y,-) 

C'est  dans  cette  identité  que  consiste  le  théorème  d'Euler  :  La  somme 
des  produits  des  dérivées  partielles  d^une  fonction  homogène  par  les 
variables  correspondantes  est  égale  à  la  fonction  elle-même  multipliée 
par  le  degré  d'homogénéité. 

Plus  généralement,  si  l'on  différentiait  l'équation  (1)  n  fois  de  suite 
par  rapport  à  t  avant  de  faire  l  =^  1,  on  trouverait,  en  se  servant  de  la 
formule  symbolique  du  numéro  précédent, 

'^^-^^y  ^^-Yr{^^,y,-)-^rn[m—\)..\m  —  n^-\)f\^o:,y,...) 

Exercices. 

1 .  Dérivées  partielles  et  différentielles  totales  successives  des  fonctions  : 

2.  Dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  de  f{çix  -\-hy  -f-  (^) 

()m\n  f 
R.  ,    ^,    /     =  a»» /y"  f'm\n)  Z^,^.  ±.  Jjy  .|_  c) 
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3.  Appliquer  le  calcul  de  l'exercice  précédent  en  supposant  que  f{u) 
soit  une  des  fonctions  : 

e" ,     sinu,     cosn,     LogH,ctc... 

4.  Différentielle  n'^'"^  de  u  =  e"^^  f{y). 

R.  On  applique  la  formule  symbolique  du  n°  120.  On  trouve,  en  inter- 
prétant les  puissances  de  /"comme  de.s  indices  de  dérivation, 

fin  e"-'^  f{y)  =  (/'■''  [f(}i)  du  +  a  dx\'^ 

5.  Appliquer  ce  résultat  à  la  fonction  e^^  cos  by. 

6.  Différentielle  totale  w'®"^®  de  u  =  arc  tg  — • 

X 

R.  Différentions  une  première  fois  ;  il  viendra 


du  = 


xdy  —  ydx 

Cc'^  _|_  yi 


2i 


dx  -\-  idy        dx  —  idy 


œ  +  yi 


puis,  en  différentiant  encore  [n  —  1)  fois, 


d'^u 


^        '  2i 


[dx  -\-  idy  Y 


X  ^-  yi 
[dx  —  idi/Y' 


[x  —  yiy^   J 


L  [00 -{-yi)'' 
Pour  se  débarrasser  des  imaginaires,  on  pose 
X  -\-yi  ^  r  (cos  6  -f-  ?■  sin  0)         dx  -\-  i  dy  =  ds  (cos  -f  +  /  sin  'i). 

On  a  alors 

r  ds\^ 
d>Hi  ^  (—  1)"-^  {n  —  1)!  (  —  )    sin  n[-^  —  0), 

On  peut  aussi  calculer  d'une  manière  analogue  les  dérivées  partielles. 

7.  Différentielle  totale  n'"™*  de  w  =  Log\  .'/-  4-  y'-. 
R.  On  trouve  d'abord 


du 


dx  -\-  y  dy        1  [dx  -\-  i  dy       dx  —  /  dy 


-H^ 


+ 


x^  +  î/2  2  L   .r  -\-yi      '      oc  —  yi   J 

On  trouvera,  par  les  substitutions  de  l'exercice  précédent, 

dn  u  ^  (—  1)"-*  [n  —  1)!  f — J   cos  n  ('f  —  0). 

Remarque.  Les  résultats  des  exercices  6  et  7  dérivent  immédiate- 
ment du  calcul  de  c?"  Log  z  dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
complexe. 

8.  5/,  dans  le  voisinage  du  point  (.r,  //),  la  fonction  f{x,  y)  admet  des 
dérivées  pardelles  f'^  et  f'^  et  si  f'  est  continue,  l'autre  dérivée,  f\^y., 
existera  aussi  et  sera  identique  à  f[', 

R.  Dans  cette  hypothèse  plus  restreinte,  le  raisonnement  du  n°  117  sub- 
siste jusqu'à  la  formule 

^{x-\-h)-^  [0:)  =  hk  r;,^  {X  +  Oh,  y  +  a.k). 
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Divisant  par  h  et  faisant  tendre  k  vers  zéro,  il  vient,  par  la  définition 
de  C3  dans  le  premier  membre,  et  par  la  continuité  de  /""  dans  le  second, 

r\j  ('^  4-  ^)  -/■;  H  =  ^c  (^  +  ^^  t 

Divisons  par  h  et  faisons  tendre  h  vers  0,  le  premier  membre  aura 
pour  limite  /"''^  et  le  second  f^  de  sorte  que  nous  obtiendrons  la 
démonstration  du  théorème. 

9.  Si  fl^  [x  +  h,  y,  z^.--)iencl  vers  une  liynite  déterminée  quand  h  tend 
vers  zéro,  on  aura  toujours 

r'cc  {^'  //'  -'•••)  =  iim/";.('^'  +  -''^  y,  2,-). 

R.  Ce  théorème  se  démontre  immédiatement  en  faisant  tendre  7i  vers 
zéro  dans  la  relation 

C'est  donc  une  propriété  de  la  dérivée  des  fonctions  d'une  seule  variable. 

10.  Si  le  point  œ,  y,---  est  un  point  de  discontinuité  isolé  de  la 
dérivée  seconde  f'  {x,  y,---),  c'est-à-dire  s'il  n'y  a  pas  d'autre  point  de 
discontinuité  dans  un  domaine  suffisamment  petit  enveloppant  ce  point, 
on  aura,  2^ourvu  que  ces  limites  eo:istent. 


A=0 

R.  C'est  l'application  du  théorème  précédent 


C(^''  ^'-^  -  ;™  '^^'^  ^"'  ^  ^''  -''"^^1=/'^^  •"'•' + ^''  •^'■■■^- 


11.  Déterminer,  en  appliquant  le  principe  précédent-,  les  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  au  point  o:  =  ?/  ^  0  de  la  fonction. 

f{cr,  y)  =  of'  arc  tg  ^ — î/2  arc  tg  ^ . 

R.  On  trouve  en  général 

.r2  —  y^ 


a(-^y)    ..  +  ,. 


On  en  conclut 


.r=o    '  -^ 

^;;(o,o)=.iim^;^(o,,/)^_i. 

12.  Déterminer  les  dérivées  partielles  à  l'origine  de 

r{'>',  //,  ^0  =  (^-  +  ^Y  arctg  1^-  (//  -zr  arctg  |±| 
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13.  Déterminer  directement  les  dérivées  partielles  des  deux  exercices 
précédents  en  recourant  à  la  définition  générale  delà  dérivée. 


§  3.  Extension  de  la  formule 
de  Taylor  aux  fonctions  de  plusieurs  variables. 

131.  Objet  de  la  formule  de  Taylor.  —  Considérons  une  fonction 
f{i',  </,...)  de  plusieurs  variables.  Celte  formule  a  pour  but  de  déve- 
lopper la  différence  f{n-{-  h,  b  +  A,--)  —  f{a,  b,—)  sous  la  forme  sui- 
vante : 

(1)  /■(«  +  //, /;  +  /.-,-)-A«,^r-)--T,-l-T,+...  +  T„_,  +  r"  M, 
où  l'on  désigne  par  Ti,  Ta,--  T71-1  des  polynômes  homogènes  et  de 
degrés  respectifs  1,  2,---(m  —  i)  par  rapport  aux  accroissements  h,  A,.-- 
des  variables  et  par  M  une  fonction  de  ces  accroissements  qui  conserve 
une  valeur  finie  quand  la  quantité 

r  =  \'h^-  -\-k-+- 
tend  vers  zéro. 

On  emploie  souvent  la  formule  de  Taylor  dans  l'hypothèse  où  h,  k,-- 
et,  par  suite,  r  ont  pour  limite  zéro.  Dans  ce  cas,  r  étant  choisi  comme 
infiniment  petit  principal  (n°  17),  les  termes  successifs  de  la  fornuile 
seront  généralement  des  infiniment  petits  d'ordres  successifs  1,  2,  3, 
etc. 

Le  problème  de  trouver  ce  développement  se  ramène  facilement  à 
celui  qui  a  été  résolu  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable.  Pour 
abréger  l'écriture,  nous  considérons  seulement  dans  les  démonstra- 
tions une  fonction  de  deux  variables. 

132.  Formule  de  Taylor.  —  Soit  u  =  /'(.r,  //)  une  fonction  dont  les 
dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  ti  sont  bien  déterminées  jiour  toutes 
les  valeurs  de  x  entre  a  et  0  +  A  et  toutes  celles  de  //  entre  b  et  b  h  k. 
Soit  ensuite  t  une  nouvelle  variable  indépendante  ;  posons 

(   œ  =  a  -{-  hl, 

(2)  I    ^^^^    ^  ,,^_      d'où   //       f[.v.  !i)  -^  ■.  (/). 

De  la  sorte,  u  est  une  fonction  composée  de  /  dont  les  dérivées 
seront  bien  déterminées  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement  dans  l'inter- 
valle (0,  I).  Si  l'on  donne  à  /,  entre  ces  limites,  un  accroissement 
It  dt,  raccroissemenl  roirt'spdud.nit  \ii  de  la  fonction  sera  donné 
par  la  formule  de  Taylur  {w  STi  cl  il  viendra 


—  Hl  — 

'■(  fo<  e  <  1). 

Les  différentielles  dx  =  hdt  et  dy  =  kdt  étant  constantes,  les  diffé- 
rentielles successives  de  f(œ,  y)  se  calcuient  par  la  formule  symbo- 
lique du  n°  (120)  et  l'on  a 

(4)  é''u-J^^a.  +  p„yn.,!i). 

Posons  t  =  0  ei  dt  =  [  ;  W  viendra  par  les  formules  (2)  : 

X  =  a,     y  =  b,     dx  =  //,     dy  =  A'. 
On  aura  d'autre  part, 

\u  =  f{a  +  h,b  +  k)-f{a,b) 
et  la  formule  (4)  prendra  la  forme 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (3),  nous  trouverons  la  formule 
de  Taylor  : 

j   fia  +  h,b^ h—f[a, b)  =    ^«^  +  ^"^Fy^^"' ^'^ 


(5) 


1     /^    r)         ô  ^"-^ 


133.  Remarques.  —  1°  Cette  formule  résout  la  question  proposée 
et  ce  développement  satisfait  à  la  condition  que  nous  avons  indiquée 
au  n''  loi,  pourvu  que  toutes  les  dérivées  partielles  de  l'ordre  n  soient 
bornées.  En  effet,  on  peut  alors  désigner  par  M  la  limite  supérieure 
de  la  somme  des  valeurs  absolues  de  ces  dérivées  quand  x  et  y  varient 
respectivement  entre  a  et  a  -}-  h,  b  Qi  b  -\-  k.  Alors  la  valeur  absolue 
du  dernier  terme  ne  peut  surpasser  la  quantité 

pui-sque    \  h  \   et   |  k  |    ne  peuvent  surpasser  r.  On  voit  donc  que  le 
rapport  de  ce  terme  à  7"  conserve  toujours  une  valeur  finie. 

2°  La  formule  de  Taylor  est  la  seule  qui  jouisse  des  propriétés 
indiquées,  car  deux  développements  jouissant  de  ces  proju'iétés 
doivent  être  identiques  terme  pour  terme. 
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En  effet,  si  l'on  change  h  en  ht  et  h  en  kt  dans  la  formule  (1),  on 
aura,  quel  que  soit  t, 

fia  +  ht,  b  +  M)— fia,  b)  =  ?T,+...+  P-^  T„_i  +  f»r»M. 

Or,  d'après  la  démonstration  faite  pour  une  seule  variable,  deux 
développements  de  cette  forme  ne  peuvent  être  égaux  pour  toute 
valeur  de  /  que  si  T^,  T,>...  ont  les  mêmes  valeurs,  ce  qui  n'a  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  h  et  k  que  si  les  polynômes  Tj,  Tg,...  sont 
identiques. 

134.  Autre  forme  de  la  formule  de  Taylor.  —  Lorsque  .r  et  y  sont 
des  variables  indépendantes,  on  peut  écrire  h  =  dx,  k  =  dy  ;  si  l'on 
remplace  alors  a  par  x  et  b  par  //  dans  la  formule  (5),  le  résultat  pourra 
se  mettre  sous  la  forme 

d-f  d'^~^f      fd^  fi 

^f{x,  y)  .=  df+,^y-\- ...  +  ^,^:^YT+  Ll^J^-  +  Ur,  y  +  <kly 

(0  <  e  <  i) 

seulement,  ces  différentielles  sont  maintenant  des  différentielles  totales. 
La  notation  employée  pour  lu  dernier  terme  signifie  qu'il  faut  rempla- 
cer, dans  les  dérivées  iV'"""^  qui  entrent  dans  ce  terme,  x  par  x  -\-  h  dx 
et  y  par  //  +  ^  dy. 

135.  Formule  de  Maclaurin.  —  Celle-ci  se  déduit  de  la  formule  (5) 
en  y  faisant  a  =  h  =-  0,  h  -=  x  et  k  --^  y.  Nous  écrivons  le  résultat 
comme  il  suit  : 

Ces  indices  signifient  qu'après  avoir  effectué  le  calcul  de  toutes  les 
dérivées  partielles,  il  faut  remplacer  dans  ces  dérivées  x  et  //  par  0. 
Par  la  formule  de  Maclaurin  on  développe  donc  la  fonction  en  une 
somme  de  termes  homogènes  et  de  degrés  croissants  par  rapi)ort  à 
X  et  à  //. 

136.  Ces  résultats  s'étendent  d'eux-mêmes  aux  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  de  variables.  On  aura  ainsi,  pour  trois  variables, 

f{a-\-h,b\k,c-hl)=l[o,b,()  \   l./'7)^+*J,  +  ^^c)/"("''''^') 
et  ainsi  de  suite. 
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§  4.  Maxima  et  minima  des  fonctions  de  plusieurs 

variables. 

137.  Fonctions  de  deux  variables.  —  On  dit  qu'une  fonction  f{x,  y) 
de  deux  variables  indépendantes  est  maximum  ou  minimu7n  pour  un 
système  de  valeurs  la,  b)  de  ces  variables,  lorsque  la  différence 

f{a  +  h,b-^k)-f(a,b) 

garde  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  h  et  de  k  inférieures 
en  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  e  sutTisamment  petit.  Le  maxi- 
mum correspond  au  cas  où  cette  différence  est  négative  et  le  minimum 
au  cas  où  elle  est  positive. 

Les  seuls  points  oii  la  fonction  f{x,  y)  puisse  être  maximum  ou  mini- 
mum, sont  ceux  oii  chacune  de  ses  deux  dérivées  partielles  -r^  et  ~s'an- 

^  dx       dy 

nule  ou  cesse  d'exister. 
En  effet,  si  l'on  pose,  en  particulier,  k  =  0,  la  différence 
t[a  +  li,b)-f[a,b) 
devra  conserver  le  même  signe  quel  que  soit  le  signe  de  h,  pourvu 
que  l'on  ait  \  h  \  <  e,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  comme  on  l'a  prouvé 
dans  le  cas  des  fonctions  d'une  seule  variable  (n°  99),  que  si  —  s'an- 
nule ou  cesse  d'exister  au  point  (//,  b).  De  même  pour  l'autre  dérivée 
partielle. 

Admettons  que  les  deux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de 
f{x,y)  soient  des  fonctions  continues;  pour  trouver  les  maxima  et 
les  minima  de  f{x,  y),  il  iaudra  donc  poser  les  deux  équations  simul- 
tanées : 

dx  '  ôy 
En  résolvant  ces  équations  par  rapport  à  x  et  à  y,  on  trouvera  géné- 
ralement un  certain  nombre  de  solutions.  Soit  x  =  a,y  =  b  l'un  d'eux. 
Il  reste  à  examiner  si  la  fonction  admet  réellement  un  maximum  ou 
un  minimum  en  ce  point.  Voici  la  métliode  à  suivre  pour  trancher 
cette  question. 

138.  Supposons  qy\ef{x,y)  et  ses  dérivées  partielles  des  deux 
premiers  ordres  soient  finies  et  continues  au  point  (a,  b).  Dévelop- 
pons la  différence  f  [a  -\-  h,  b  +  k)  —  f{a,  b)  par  la  formule  de  Taylor 

8 
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en  nous  arrêtant  aux  termes  du  second  ordre  (n°  182).  Il  viendra,  les 
dérivées  premières  étant  nulles, 

f{a  +  h,b-]-k)  —  f{a,b)  = 

îT  ('•'  ê' + 2"  ^ + '^  wy^" + «"•  *+'«'• 

Nous  pouvons  poser 

(1)       r  =  \¥  +  A;2,        h  =  r  sin  a,        k^  r  cos  a, 

de  sorte  que  ;•  est  une  quantité  intiniment  petite  et  a  un  angle  arbi- 
traire avec  h  et  k.  Ecrivons  encore,  en  abrégé, 

^  âa^  daob  ab^ 

et  désignons  par  •/]  une  quantité  infiniment  petite  avec  r.  Les  dérivées 
partielles  étant  continues  au  point  (a,  b),  le  développement  précédent 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

(3)        f{a  +  h,b-^k)-f{a,b)  = 


®» 


(A  sin^a  +  2  B  sin  a  cos  a  +  C  COS^  a  +  ïi). 


La  considération  de  cette  équation  conduit  aux  conclusions  sui- 
vantes : 

1°)  Si  le  trinôme 

A  sin'^  a  +  2  B  sin  a  cos  a  +  C  cos-  a 
ne  peut  s'annuler,  comme  il  est  fonction  continue  de  a,  il  conservera 
un  signe  invariable  et  sa  valeur  absolue  restera  supérieure  à  un 
nombre  positif  m.  C'est  donc  ce  trinôme  qui  donnera  son  signe  au 
second  membre  de  l'équation  (3),  dès  que  l'on  aura  |  r,  |  <.  wi,  donc 
à  partir  d'une  valeur  suffisamment  petite  de  r,  quel  que  soit  a.  Il  y  aura 
maximum  ou  minimum  selon  que  le  trinôme  sera  négatif  ou  positif. 

2°)  Si  le  trinôme  peut  clianger  de  signe,  connne  il  donnera  encore 
son  signe  au  second  membre  de  l'équation  (3),  pour  chaque  valeur  de  a 
qui  ne  l'annule  pas,  à  partir  d'une  valeur  suffisamment  petite  de  r,  il 
n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum. 

3*")  Enfin,  si  le  trinôme,  sans  pouvoir  changer  de  signe,  peut  cepen- 
dant s'annuler  pour  certaines  valeurs  de  a,  pour  ces  valeurs,  le  signe 
du  second  membre  de  l'équation  (3)  dépend  de  celui  de  r^  qui  reste 
inconnu  et  l'on  ne  peut  rien  conclure. 

Les  caractères  analytiques  particuliers  à  ces  trois  cas  sont  Aiciles  à 
indiquer  : 
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Supposons  A  différent  de  zéro.  Le  trinôme  peut  se  mettre  sous 
forme  de  fraction,  comme  il  suit  : 

(A  sin  g  +  B  cos  a)''  +  (AC  —  B^)  cos''  a 
A 

1^)  Si  AG  —  B-  >  0,  le  numérateur  de  cette  fraction  est  une  somme 
de  deux  carrés  qui  ne  peuvent  s'annuler  ensemble  et  il  est  toujours 
positif.  Donc  le  tiinôme  ne  peut  s'annuler  et  a  le  signe  de  A.  Il  y  a 
maximum  si  A  <  0  et  minimum  si  A  >  0. 

2°)  Si  AC  —  B-  <  0,  le  numérateur  aura  des  signes  différents  dans 
les  hypothèses  cos  a  =  0  et  tg  a  =  —  B  :  A.  Donc  le  trinôme  peut 
changer  de  signe  et  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum. 

3")  Si  AC  —  B^  =  0,  le  numérateur  se  réduit  à  un  seul  carré,  le 
trinôme,  sans  changer  de  signe,  peut  s'annuler.  C'est  le  cas  douteux. 

Supposons  encore  que  A  soit  nul.  Le  trinôme  se  réduit  à 
cos  a  (2  B  sin  a  4-  C  cos  a). 

Si  B  n'est  pas  nul,  cette  expression  changera  de  signe  avec  cos  a 
supposé  infiniment  petit,  et  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum. 

Enfin,  si  A  et  B  sont  nuls  tous  deux,  le  trinôme  se  réduit  à  C  cos^  a, 
qui  peut  s'annuler  mais  ne  peut  changer  de  signe.  C'est  encore  une 
fois  le  cas  douteux. 

139.  Remarque.  —  C'est  uniquement  pour  rendre  la  discussion 
plus  claire  qu'on  a  remplacé  h  et  k  par  r  sin  a  et  r  cos  a,  mais  cette 
substitution  n'est  pas  nécessaire.  Le  raisonnement  peut  se  faire  direc- 
tement sur  l'ensemble  des  termes  du  second  ordre  dans  la  formule 
de  Taylor,  c'est-à-dire  sur  le  trinôme 

A  /t2  +  2  B  hk  +  C  k^ 
et  les  résultats  obtenus  peuvent  se  résumer  comme  il  suit  : 

1°  Il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum,  si  les  racines  de  ce  trinôme 
sont  réelles  et  inégales. 

2°  Il  y  aura  maximum  ou  minimum,  si  les  racines  sont  imaginaires  : 
maximum  si  A  est  <  0,  minimum  si  A  est  >  0. 

3°  Doute,  si  les  racines  sont  égales. 

Pour  trancher  le  cas  douteux  il  faut  faire  intervenir  les  termes  sui- 
vants de  la  formule  de  Taylor,  mais  cette  discussion  générale  est 
assez  difficile  et  ne  peut  trouver  place  ici. 

140.  Fonctions  de  plusieurs  variables.  —  Une  méthode  semblable 
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s'applique  aux  fonctions  de  trois  et  d'un  plus  grand  nombre  de  varia- 
bles. Pour  que  f'{x,y,  z)  devienne  maximum  ou  minimum  au  point 
(fl,  b,  c)  il  faudra  (en  laissant  de  côte  le  cas  de  discontinuité)  que  ses 
trois  dérivées  partielles  f'^,  f[^,  f^,  s'annulent  en  ce  point,  ou,  ce  qui 
revient  nu  même,  que  sa  différentielle  totale  df  soit  identiquement 
nulle.  En  exprimant  que  ces  conditions  sont  satisfaites,  on  obtient  un 
système  d'équations  simultanées  dont  les  solutions  peuvent  fournir 
des  maxima  et  des  minima.  Pour  s'en  assurer,  on  remplacera  x,  y,  z 
par  a  -{-  h,b  -{-  k,  c  +  /  et  l'on  calculera  d^f,  c'est-à-dire  l'ensemble 
des  termes  du  2«  ordre  en  h,  k,  l  Ce  sera  un  polynôme  bomogène  du 
second  degré,  qui  devra  avoir  un  signe  unique.  On  le  transformera 
donc  en  une  somme  algébrique  de  carrés  :  i**  Si  tous  ces  cari'és  ne 
sont  i)as  de  même  signe,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum  ;  2°  s'ils 
sont  tous  de  même  signe,  il  y  aura  minimum  s'ils  sont  positifs  et 
maximum  s'ils  sont  négatifs,  pourvu  qu'ils  ne  puissent  s'annuler  en 
même  temps  que  pour  h  =  k  =  l  =  i)',^"  dans  le  doute,  c'est-à-dire  si 
tous  les  carrés  sont  de  même  signe  mais  peuvent  s'aimuler  ensemble, 
il  faudra  faire  intervenir  l'ensemble  des  termes  du  troisième  ou  du 
quatrième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

141.  Problème.  —  Trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  droites 
A  et  B  de  l'espace. 

Soient  «j,  «2>  <^3  les  coordonnées  d'un  point  a  de  la  droite  A  et  «j,  «g,  «3 
les  cosinus  directeurs  de  cette  droite  ;  les  coordonnées  0:,  y,  :■  d'un  point 
quelconque  de  cette  même  droite  peuvent  s'exprimer  au  moyen  d'une 
variable  indépendante  u  par  les  formules  : 

(A)  ^^^z^=.lL=i^  =  L^z^  =  u. 

«j  a^  ag 

De  même,  les  coordonnées  $,  vj,  Ç  d'un  point  quelconque  de  la  droite  B 
s'exprimeront  en  fonction  d'une  seconde  variable  indépendante  v  par  les 
formules  : 

^    '  8,  ?,  ?3 

où  ^j,  ^2,  ^3  sont  les  coordonnées  d'un  point  b  et  Pj,  p2«  ?3  l^s  cosinus 
directeurs  de  la  droite  B. 

Soit  0  la  distance  de  deux  points  [x,  y,  z)  et  (S,  tj,  Ç)  pris  sui'  chacune 
des  droites  A  et  B.  On  aura 

(1)  5'^  =  (i-  xy  4-  {r.  -  P]'  +  (^  -  ::)' 

C'est  une  fonction  de  u  et  de  v  en  vertu  des  équations  (Af  et  (B)  et  il 
faut  on  chercher  le  minimum.  Pour  cela,  il  faut  animler  ses  doux  déri- 
vées partielles.  En  se  servant  des  relations 


-  m  - 

(2)  pn  —  y  =  P2V  —  «2"  +  (*2  —  «2), 

et  en  appliquant  la  règle  de  dérivation  des  fonctions  de  fonctions,  on 
trouve  ainsi 

(       ^^  =  (^  -  ^')  ^1  +  (^  - ^)  P2  +  (C  -  z)  h  =  0. 

Ces  équations  sont  susceptibles  d'une  interprétation  géométrique 
immédiate.  En  effet,  désignons  par  Xj,  x^,  Xg  les  cosinus  directeurs  de  la 
plus  courte  distance  S  des  deux  droites  ;  on  aura 

(4)  $  —  a;  =-  0x1     Tj  —  y  =  oxg,     ^  —  ^  =  oxg 

et  les  équations  (3)  peuvent  s'écrire 

.  j      ^l«l  +  ^2«2  +  ^3«3  =  0. 

^^^  (     -,Pl+^2P2  +  T3P3  =  0. 

Elles  expriment  donc  que  la  plus  courte  distance  est  une  perpendicu- 
laire commune  aux  deux  droites  A  et  B.  Les  cosinus  directeurs  do  la  plus 
courte  distance  sont  fournis  par  ces  dernières  équations.  En  effet,  si  l'on 
pose,  en  abrégé, 

(6)      Ti  =  a,83-a3P„      T,  =  a3Pi-a,P3,      T3  =^  a,p,  -  .,p„ 

il  vient 

"^1  '^2  "^3 


(7) 


Tt      T,      T3      yTï  +  T^2  +  Ti 


La  valeur  de  la  plus  courte  distance  elle-même  s'en  déduit  aussi  ;  car, 
en  additionnant  les  équations  (4),  multipliées  respectivement  par  Xj,  x^,  Xg, 
il  vient 

S  =  .^  (ï  _  ^)  +  .^  (r.  -  y)  4-  Xg  (C  -  z)  ; 

puis,  en  remplaçant  les  parenthèses  par  leurs  valeurs  (2)  et  en  tenant 
compte  des  équations  (5),  on  trouve 

(8)  ^  =  -1(^1— «i)  + -^2  (^2— «2) +  ^3  (^3  — «3)  = 

T,(*i-«i)+T2(62— a2)  +  Tg(63-a3) 


VT?  +  Ti  +  T 


Enfin,  il  reste  encore  à  trouver  les  valeurs  de  u  et  de  v  correspondant 
aux  extrémités  do  la  plus  courte  distance.  Four  cela,  on  remplace  dans 
les  équations  (3)  les  parenthèses  par  leurs  valeurs  (2)  et  l'on  trouve,  par 
les  propriétés  des  cosinus  directeurs  d'une  droite,  les  deux  équations 
suivantes  : 
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V    ~2"^  ^  ^*^^^^'^'^^~""~^""^' 
où  l'on  a  posé,  en  abrégé, 

(      P   =   (^1   —  f'i)  «1    +    (^2  —  «2)   «2  +  (^3    —  «3)   «3- 

j    q={b,-  a,)  Pi  +  (i,  -  a.)  p^  +  (63  -  a,)  %. 
On  en  tire 

p  — ^oos(A,B)  ^  ;3oos(A,B)— y 

^     '  sin2(A,B)      '  sin=(A,B)      ' 

ce  qui  achève  la  solution  du  problème. 

Remarque.  —  On  vérifie  facilement  que  la  solution  précédente  satis- 
fait aux  conditions  analytiques  d'un  minimum.  En  effet,  on  tire  des 
équations  (9) 

Donc  la  quantité  représentée  par  AC  —  B^  dans  la  théorie  générale  est 
égale  à  4  sin^  (A,  B).  Elle  est  positive  et  il  y  a  minimum  parce  que  la 
quantité  A  est  positive. 

Exercices. 

R.  Une  solution  :  a;  =  3, 11/  =  3  (minimum). 

2.  f{x,  y)  =  X*  -]-  y*  —  2x^  +  4xy  —  2y[. 

R.  Trois  solutions  :  x  =  -\-  \2,  y  =  ^—  V^  (minijnum)  ;  x  =  —  \/ 2, 
y  =  +  V^  (minimum)  ;  .v-  —  0,  </  ==  0  (ni  maximum  ni  minimum). 

3.  /-[se,  y]  =  x^  —  2xy-  +  i/^  —  11/^ 

R.  Une  solution  :  a;  =  0,1/  =  0  (cas  douteux).  Comme  la  fonction  peut 
se  mettre  sous  la  forme  {x  —  y'^)'-  —  y^,  on  voit  facilement -qu'il  n'j  a  ui 
maximum  ni  minimum. 

On  remarquera  que  cependant  la  fonction  d'une  seule  variable  'f  [t)  = 
f{ht,  kt)  est  maximum  pour  ^  =  0  quels  que  soient  les  coefficicMits  h  et  k. 
Cet  exemple  prouve  donc,  contrairement  à  l'affirmation  de  certains 
auteurs,  que  l'existence  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  de  /"(«  f-  ht, 
b  -|-  kt)  pour  t  =  0  quels  que  soient  k  et  À,  n'entraine  pas  l'existence  d'un 
maximum  ou  d'un  minimum  de  f[x,  y)  au  point  [a,  b). 

4.  Etant  donné  un  triangle,  trouver  dans  le  plan  du  triangle  un  point 
0  tel,  que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  trois  sommets  soit 
un  minimum. 
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R.  Soient  («i,  b^),  [cio,  b^),  («3,  b^)  les  coordonnées  rectangulaires  des 
trois  sommets,  {x,  y)  celles  du  poùit  0.  On  trouve 

Le  point  0  est  le  centre  de  gravité  du  triangle. 

5.  Etant  donné  un  triangle,  trouver  dans  le  plan  de  ce  triangle  un 
point  0  tel,  que  la  somme  de  ses  distances  aux  trois  sommets  soit  un 
minimum. 

R.  Conservant  les  notations  précédentes,  il  faut  rendre  minimum  la 
fonction 

f[x,  y)  =  ^  \/[aj-a;}"-  +  iy-b.r         (/  =  1,  2,  3). 

Soient  i\,  r^,  r^  les  droites  joignant  le  point  0  aux  trois  sommets 
et  6j,  60,  63  leurs  angles  avec  l'axe  des  x.  On  a,  si  les  dérivées  partielles 
s'annulent, 

~  =  cos  6,  -}-  cos  0.,  4-  cos  6.  —  0. 

L'axe  des  x  étant  quelconque,  on  en  conclut  que  les  trois  droites 
rj,  7\,  rg  font  entre  elles  le  même  angle.  Le  minimum  a  lieu  au  point  où 
les  trois  côtés  du  triangle  sont  vus  sous  le  même  angle  (120").  Ce  point 
est  facile  à  construire  si  les  trois  angles  du  triangle  sont  <  120°.  Mais 
si  l'un  des  angles,  A  par  exemple,  est  >  120**,  ce  point  n'existe  plus. 
On  montrera  que,  dans  ce  cas,  le  minimum  a  lieu  quand  le  point  0  vient 
coïncider  avec  le  sommet  A  du  triangle.  C'est  un  exemple  remarquable 
où  le  minimum  correspond  à  un  point  de  discontinuité  des  dérivées  par- 
tielles. 


CHAPITRE  IV. 

Fonctions  implicites.  Changement  de  variables. 


§  1.  Théorèmes  d'existence. 

Les  fonctions  implicites  sont  celles  qui  sont  définies  par  des  équations 
non  résolues.  Nous  commencerons  par  démontrer  les  théorèmes  fon- 
damentaux sur  les  conditions  d'existence  de  ces  fonctions. 

142.  Théorème  I.  —  Soit  F  [x,  y)  une  fonction  de  deux  variables  x,y. 
Supposons  :  P  quelle  s'annule  au  point  Xq ,  y^  ;  2°  qu'elle  admette  des 
dérivées  p)artielles  du  premier  ordre  finies  et  continues  dans  le  voisinage 
de  ce  point  ;  5"  que  Fy  ne  s'annide  pas  en  ce  point.  Je  dis  qu'il  existe 
une  fonction  y  =  tp(a')  qui  se  réduit  à  y^  pour  x  =  x^  et  qui,  dans  le 
voisinage  de  cette  valeur  x^,  satisfait  identiquement  à  l'équation 

F(.r,i/)=0. 

Cette  fonction  est  unique  et  elle  a  pour  dérivée  '^'{x)  =  —  F.t-  :  Fy. 

D'après  les  hypothèses  du  théorème,  on  peut  d'abord  déterminer  trois 
nombres  positifs  A,  B  et  ô  tels  qu'on  ait 

I  f;  1  <  A,  I  f;  I  >  B, 

sous  les  conditions 

I  ^  — «i'o  I  <  ^  |y  — ^0  I  <  ^'• 

Ceci  posé,  donnons  à  x  une  valeur  quelconque,  assujettie  à  vérifier  la 
condition    \  x  —  X(^  \  <  S  et,  en  outre,  la  suivante 

(1)  A|^^-.rol   <  I>^^; 

je  dis  qu'il  y  aura  dans  l'intervalle  [y^  —  o,  _y„  -f-  o)  une  valeur  de  y  et 
une  seule  pour  laquelle  on  aura 

¥{x,y)  =  0. 

En  effet,  si  l'on  pose  en  abrégé 

X  —  XQ  =  h,  y—y^==fi, 

on  peut  appliquer  la  formule  de  Taylor  bornée  à  un  seul  terme,  ce  qui 
donne 


¥{x,y)  =  Y[x,y)-¥[x„y,)  =  (h  ^ -\- k  ^y  (a.',  +  bh,y,-{- bk). 
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Le  second  membre  aura  des  signes  différents  pour  â  =  +  o  et  pour 
^  =  — Ô,  car,  à  cause  de  (L),  c'est  le  second  terme  qui  l'emporte  sur  le 
premier  et  qui  donne  son  signe  à  la  somme.  Donc  F(a;,  y)  a  des  signes 
différents  pour  y  ^=  y^  —  k  Qiy  =  y^^k.  Mais  F  est  fonction  continue 
de  y,  elle  s'annule  donc  pour  une  valeur  de  y  comprise  entre  ces  limites. 
Elle  ne  s'annulera  d'ailleurs  qu'une  fois  puisque  sa  dérivée  F?/  ne  change 
pas  de  signe  dans  cet  intervalle. 

La  suite  des  valeurs  de  y  qui  vérifient  l'équation  Y[o:,  y)  =  0  quand  ce 
varie  dans  l'intervalle  que  nous  venons  de  considérer,  constitue  donc  une 
fonction  finie  et  bien  déterminée  de  x  dans  cet  intervalle. 

Cette  Ibnotion  admet  une  dérivée  bien  déterminée.  En  effet,  soient 
h  et  k  les  accroissements  infiniment  petits  correspondants  de  ce  et  de  y, 
on  aura 

F{x  -{-h,y-\-  k)  -  Fte,  y)  =^  ^A  A  _[_  a  Aj  F{cc  +  ^^  i/  +  6A)  =  0. 

On  en  tire 

k  F'^ia, -^  %h,  y  +  U)       .,   .     ..     k  F^ 

7-= j -,     d  ou    Imi  —  = p. 

à  F-j,{œ  +  fih,y->r  ^A'  h  p^ 

143.  Théorème  II.  —  Soit  Fix,  y,  ...  u)  une  fonction  des  [n -\-  i) 
varicibles  ce,  y,  ...  k.  Supposons  :  1°  qu'elle  s  annule  au  ]}oint  (xq, 
y^i  •••  ^*o)  >  ^  quelle  admette  des  dérivées  pat^ielles  continues  dans  le 
voisinage  de  ce  point  ;  5*^  que  F„  ne  soit  pas  nulle  en  ce  point.  Je  dis 
qu'il  existe  une  fonction  u  des  n  variables  x,  y,  ...  qui  satisfait  identi- 
quement à  l'équation  F  ^=  0  dans  le  voisinage  di', point  (x^.  y^,  ...)  et 
qui  se  réduit  à  u^  en  ce  point.  Cette  fonction  est  unique  et  elle  admet 
des  dérivées  partielles. 

Ce  théorème  se  démontre  comme  le  précédent.  On  peut  d'abord  déter- 
miner trois  nombres   positifs  A,  B  et  ci  tels  que  toutes  les  dérivées 

dF   dF  dF 

partielles  ^r-,  ^— ,  •••  soient  <  A  en  valeur  absolue  et  -r—  >  B  en  valeur 
ox    ôy  du 

absolue,  tant  que  toutes  les  quantités  {x  —  Xq),  {y — y^),  ...  {u  —  Uq) 
sont  <  0  on  valeur  absolue. 
Ceci  fait,  posons 

oc^Xf^-l-h,  y  =  y^-\.k,  ...  u  =  u^-\-7n, 

et  donnons  à  x,  «/,  ...  un   système  de  valeurs  quelconques,  mais  assu- 
jetties à  vérifier  les  conditions  |  A  |  <  o,  |  A  |  <  o,  ...  et,  en  outre, 

(1)  A[|  A|  +  I  Al  +...]<Ba; 

je  dis  qu'il  y  aura  dans  l'intervalle  (w^  —  o,  w^  +  o)  une  valeur  de  u  et 
une  seule  pour  laquelle  F[x,  y,  ...  u)  ==  0.  En  effet,  on  a 

F{x,y,...u)=^{h  ±-\-k^^-...-\-m  ^y[co,+^h,y,+^K...u,+hn) 
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et  le  second  membre  aura  des  signes  différents  pour  m  =  +  ^  et  pour 
m  =  —  0,  car^  en  vertd  de  (1),  c'est  le  dernier  terme  qui  donne  son 
signe  à  la  somme.  Donc  F{x,y,  ...ic)  s'annule  pour  une  valeur  de  w 
comprise  entre  Uq  —  8  et  «<,  +  ô  et  pour  une  seule,  car  F,,  ne  change 
pas  de  signe  dans  cet  intervalle. 

L'ensemble  des  valeurs  de  u  qui  vérifient  l'équation  F{x,  y,  ...  u)  =  0 
quand  ce,  y,  ...  varient  sous  les  conditions  précédentes  constitue  donc 
une  fonction  bien  déterminée. 

Cette  fonction  admet  aussi  des  dérivées  partielles,  car,  comme  celles-ci 
s'obtiennent  en  ne  faisant  varier  qu'une  seule  des  variables  x,  y,  ..,, 
leur  existence  résulte  du  théorème  précédent,  ainsi  que  leurs  valeurs 


du 


du 
ày 


= T,     etc. 


144.  Théorème  III.  —  Soient  Fj,  F2,  ...  Fn  w  fonctions  des  m  -{-  n 
variables  ce,  y,  ...,  ît,  v,  w,  ...  Supposons  :  1°  que  ces  fonctions  s' aném- 
ient au  point  [Xq,  j/o,  ...,  Wg,  Vq,  w^,  ...)  ;  2°  quelles  admettent  des 
dérivées  p)artielles  continues  dans  le  voisinage  de  ce  point  ;  3°  que  le 
déterminant 

dF\  dF^  dFj_ 

du  dv  dic 

dF^  dF^  dF^ 

j  _       du  dv  dio 


dFn   dFn   dFn 
du     dv     dio 

tie  s'annule  pas  en  ce  même  point.  Je  dis  qu'il  existe  un  système  de 
fonctions  des  m  variables  indépendantes  x,  y,  ...se  réduisant  à  u^,  l'o, 
îOq,  ...  au  point  [x^,  y^,  ...)  et  qui  substituées  à  la  place  de  u,  v,  iv,  ... 
satisfont  identiquement  aux  équations  F,  =  0,  Fg  =  0,  ...  dans  le 
voisinage  de  ce  point.  Enfin^  ces  fonctions  admettent  des  dérivées 
partielles. 

Ce  théorème  se  réduit  au  précédent  quand  il  n'y  a  qu'une  seule 
équation.  Pour  l'établir  en  général,  nous  pouvons  donc  admettre  qu'il 
ait  déjà  été  établi  pour  n  —  1  équations  et  montrer  qu'il  subsiste  alors 
pour  n. 

Désignons  par  J,,  Jj,  ...  J„  les  mineurs  relatifs  aux  éléments  de  la 
première  colonne  de  J  ;  on  aura 


(1) 


j-j   ^.  J  ^ 


du 


du 


-l-...+J„ 


du 


Comme  J  ne  s'annule  pas  au  point  (a'o,  J/o,  ...)»  '^  ^*"t  que  l'un  au 
moins  des  mineurs  ne  s'annule  pas  en  ce  point  et  nous  pouvons  supposer 
que  ce  soit  Jj. 
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Or,  le  théorème  est  supposé  s'appliquer  pour  [n  —  1)  équations.  Donc, 
Ji  étant  différent  de  zéro,  il  existe  un  système  unique  de  [n  —  1)  fonctions  : 

(2)  u  =  y  {x,  y,...  ic),         w  =-  W  {œ,  y,...  u),... 

de  m  +  1  variables  indépendantes  o-,y,...u,  se  réduisant  à  Uq,  i^?q,... 
au  point  {xq,  2/o)---)>  admettant  des  dérivées  partielles  et  satisfaisant  iden- 
tiquement aux  yi  —  1  équations 

(3)  F2(^,l/,...w,V,W,...)=0,...,  F„Ky,...w,V,W,...)  =  0. 

Si  l'on  substitue  ces  fonctions  dans  la  relation  Fj  =  0  qui  reste  seule 
à  vérifier,  elle  devient 

(4)  F,  (^;,  j/,.  .  u,  V,  W,...)  =  $  {x,  y,...  ic)  =  0. 

En  vertu  du  théorème  !!_,  il  existera  une  fonction  u  et  une  seule  des 
tn  variables  x,  y,...  se  réduisant  à  Uq  au  point  Xq,  i/o,...  satisfaisant  à 
l'équation  précédente  dans  le  voisinage  de  ce  point  et  admettant  les  déri- 

vées  partielles,  pourvu  que  -y-  ne  s'annule  pas  en  ce  point.  Mais  cette 

condition  est  réalisée.  En  effet,  on  a 

d^  _  dF,        dFy  dY       dF,  dW 
du        du         dv  du-        âic   Ou 

Multiplions  cette  relation  par  Jj  et  ajoutons  membre  à  membre  avec 
les  identités  ci-dessous,  multipliées  respectivement  par  JojJg,...,  identités 
qui  s'obtiennent  en  dérivant  par  rapport  à  ic  les  relations  (3)  : 

Q^àF^       dF^  dY       dF^  <JW 

du         dv  du        dic    du   '^""' 

0  =  ^   I    ^^3  ^V   ,    ^F3  dW 
du         dv   du        dw    du 


Il  viendra,  par  l'équation  (1)  et  les  propriétés  des  mineurs  d'un  déter- 
minant, 

6>$  d^ 

Ji  3— =  J        dou        -— =  j  :  j 
du  du  ^ 

d^ 

Donc,  puisque  J  et  Jj  sont  différents  de  zéro,  -r—  l'est  aussi. 

du 

Si  l'on  substitue  dans  les  équations  (2)  la  fonction  u  dont  l'existence 
vient  d'être  établie,  on  obtient  pour  w,  v,  lo,...  un  système  de  fonctions 
de  0:,  y,...  qui  satisfont  à  toutes  les  conditions  requises  dans  l'énoncé  du 
théorème, 

§  2.  DiflTérentiation  des  fonctions  implicites. 

145.  Les  fonctions  implicites  sont  celles  qui  sont  définies  par  des 
équations  non  résolues.  Dans  le  paragraphe  précédent,  on  a  indiqué 
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sous  quelles  conditions  on  peut  s'assurer  de  l'existence  de  ces  fonc- 
tions et  de  leurs  différentielles  du  premier  ordre.  Cette  existence  une 
fois  admise,  la  détermination  des  dérivées  et  des  différentielles  des 
fonctions  implicites  se  fait  sans  aucune  difficulté  par  l'application  des 
principes  généraux. 

146.  Dérivées  et  différentielles  du  V  ordre.  —  1°  Considérons  d'abord 
la  fonction  implicite  y  d'une  seule  variable  a;,  définie  par  une  équation 
unique 

F  {X,  y)  ^  0. 

Différentions  totalement  cette  équation  (n°  128),  il  vient 

-T—  ax  +  -T-  dy  =  0 
dx  dy 

et  l'on  en  tire,  pourvu  que  F^  ne  soit  pas  nul, 

.  F'cr    ,  dy  y'a; 

^  f;  dx  Y\j 

ce  qui  fait  connaître  la  dérivée  et  la  différentielle  de  y  au  moyen  des 
dérivées  partielles  de  F. 

On  peut  aussi  obtenir  la  dérivée  de  y  sans  passer  par  la  différen- 
tielle. On  observe  que  F  (x,  y)  est  une  fonction  composée  dr  x  qui 
demeure  constante  quand  on  y  remplace  y  par  sa  valeur  <p  {x)  tirée  de 
l'équation  F  =  0.  Donc  sa  dérivée  sera  nulle  et  il  vient  par  la  règle  du 
n"  H3 

dx     dy  dx       ' 

équation  d'où  l'on  en  tire  aussi  -p.  Quand  on  opère  ainsi,  on  dit  sou- 
vent que  l'on  dérive  totalement  l'équation  proposée  par  rapport  à  x. 

2°  Soit  maintenant  m  une  fonction  implicite  des  variables  indépen- 
dantes X,  y,...  définie  par  l'équation 

¥ix,y,...7i)  =  0. 
Différentions  totalement  cette  équation  ;  il  vient 

3—  flvi-  +  3-  du  -\ h  -r-  du  ^  0. 

dx  ây    ^  au 

On  en  tire  l'expression  de  la  différentielle  totale 

^^^_       ¥'^dx-\r?udy+- 
¥'u 
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Les  dérivées  partielles  de  u  sont  les  coefficients  de  dx,  de  dy,... 
dans  cette  équation.  On  a  donc,  pourvu  que  F»  ne  soit  pas  nul, 

du  _        F.r         du  __       y',, 
dx 


-,  etc. 


¥'u  '       ày  Fh 

D'ailleurs  ces  valeurs  s'obtiennent  par  le  même  calcul  que  dans  le 
premier  cas,  en  considérant  toutes  les  variables  indépendantes,  sauf 
une  seule,  comme  des  constantes  et  u  comme  nne  fonction  d'une  seule 
variable. 

3°  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  a  m  fonctions  u,  v,...  d'une 
seule  variable  indépendante  x,  définies  par  m  équations 
I    F,-  [x,  u,  V,...)  -=0 

On  en  tire,  en  difTérentiant  totalement  les  m  équations, 


(2) 


ôx 


dx 


â¥, 


du 


d¥i 


dv-[-.^0 


du  '     ôv 

Soit  J  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  de  du,  dv,. 


savoir 


J  = 


du 
dF^ 

du 


dv 

dF, 

dv 


Si  ce  déterminant  n'est  pas  nul,  on  tirera  des  équations  (2)  les 
valeurs  de  du,  de  dv,...  sous  forme  de  fractions  ayant  pour  dénomi- 
nateur commun  J.  En  divisant  par  dx,  on  aura  les  dérivées.  D'ailleurs 
ces  dérivées  peuvent  aussi  s'obtenir,  sans  passer  par  les  difTérentielles, 
en  dérivant  totalement  les  équations  (1)  par  rapport  hx,  ce  qui  revient 
à  diviser  les  équations  (2)  par  dx. 

4°  Passons  maintenant  au  cas  le  plus  général.  Soient  u,  v,... 
m  fonctions  implicites  de  n  variables  indépendantes  x,  y,...,  définies 
par  m  équations  simultanées 

(    Fi  {x,y,...,u,v,...)  =  0 
(  (i=i,2,...m) 

En  différentiant  totalement  ces  équations,  il  vient 


(1) 


/     dFi    ,      .     dF,    , 

~T-^  dx  H r-^  dy  ^ 

(2)  ]     àx         ^    dy     ^  ^ 

\  (i-=l,2,. 


,     dF,    ,     ,     dFi    ,     , 

•  +  -— ^  du  -\ r—  dv  +• 

du  dv 


0 


m) 
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Soit,  comme  dans  le  cas  précédent,  J  le  déterminant  formé  avec  les 
coefficients  de  du,  dv,...  dans  ces  équations.  Si  ce  déterminant  n'est 
pas  nul,  on  peut  résoudre  les  équations  (2)  par  rapport  à  du,  dv,... 
On  obtiendra  ces  différentiplles  totales  sous  forme  de  fractions  ayant 
J  pour  dénominateur  et  dont  les  numérateurs  seront  linéaires  par 
rapport  à  dx,  dy,...  Les  dérivées  partielles  d'une  des  fonctions  seront 
respectivement  les  coefficients  de  dœ,  dedy,...  dans  la  différentielle 
totale  de  cette  fonction.  Elles  s'expriment  donc  rationnellement  au 
moyen  des  dérivées  partielles  des  fonctions  F^  par  rapport  aux 
vtriables  A-,  y,...  u,  v,...  et  elles  ont  pour  dénominateur  commun  J. 
On  peut  aussi  les  obtenir  directement  comme  dans  le  cas  précédent, 
en  considérant  u,  v,...  comme  des  fonctions  de  x  seul,  de  y  seul,  etc. 

147.  Dérivées  et  différentielles  successives.  —  Les  dérivées  et  les 
différentielles  du  deuxième  ordre,  du  troisième,  etc..  s'obtiennent 
par  l'application  des  mêmes  principes,  en  différentiant  ou  en  dérivant 
totalement  deux  fois,  trois  fois...,  l'équation  ou  les  équations 
proposées.  Aucune  notion  nouvelle  ne  s'introduit,  mais  il  faut 
observer  que,  dans  ces  différentiations  successives,  lesjlifférenlielLes 
premières  des  variables  indéjiendantes  doivent  être  traitées  comme 
des  constantes,  tandis  que  les  différentielles  des  fonctions  sont  elles- 
mêmes  des  fonctions  ayant  des  différentielles  successives  que  l'on 
désigne  par  les  caractéristiques  d,  d-,...d" ,  et  qui  sont  précisément 
les  inconnues  que  l'on  cbercbe. 

Soit  d'abord  à  déterminer  les  dérivées  successives  d'une  fonction  y 
de  X,  définie  par  une  seule  équation  V{x,  y)  =  0.  On  a,  en  dérivant 
successivement, 

dl      dldy^_^ 
dx       dy  dx 

<  dx^  '^  "dxdy  dx  '^  ây''\dxj  "^  dy  dx^ 


La  première  équation  donne  \)y^  la  deuxième  D"//  après  qu'on  a 
remplacé  D.y  par  sa  valeur,  la  troisième  donnerait  i)^y  après  y  avoir 
remplacé  Dj/  et  Wy  par  leurs  valeurs  et  ainsi  de  suite. 

Passons  ensuite  au  cas  le  plus  général  où  l'on  considère  m  fonctions 
n,  V,...  des  n  variables  indépendantes  a-,  j/,...,  définies  par  les  m  équa- 
tions 

F,  [X,  .»/,...  H,r,...)  =  0      [i  -  i,  2,...  m) 
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On  en  tire,  en  différentiant  de  proche  en  proche,  les  systèmes  suc- 
cessifs : 


Le  premier  système  donne,  comme  nous  le  savons,  les  différen- 
tielles totales  du,  dv,...  Portant  ces  valeurs  dans  le  système  suivant, 
on  en  déduit  les  différentielles  dhi,  d^v,...  et  ainsi  de  suite.  On  a 
chaque  fois  à  résoudre  un  système  d'équations  linéaires.  Les  incon- 
nues sont  du,  dv,...  dans  le  premier  système,  dm,  d'^v,...  dans  le  se- 
cond, etc..  On  remarquera  que  le  déterminant  des  coefficients  des 
inconnues  est  le  même  dans  tous  ces  systèmes.  C'est  le  déterminant  J 
que  l'on  suppose  différent  de  zéro  pour  que  les  équations  soient  réso- 
lubles. 

Les  dérivées  partielles  d'ordre  ;;  des  fonctions  u,...  s'obtiennent 
encore  par  le  principe  du  n°  121  en  identifiant  la  valeur  obtenue  pour 
dPu,...  avec  l'expression  générale  de  cette  différentielle 


/^  ()  d  \P 


D'ailleurs  on  peut  aussi  déterminer  directement  ces  dérivées  par  des 
dérivations  totales  successives  effectuées  sur  les  équations  proposées 
par  rapport  à  chacune  des  variables  indépendantes.  Toutefois  le  pro- 
cédé par  différenlialions  totales  successives  sera  généralement  plus 
pratique. 

Exercices. 

1.  Calculer  les  dérivées  sui^cessives  de  la  fonction  y  de  x  définie  par 
l'équation 

Log  \lœ^  +  y^  ^  arc  tg  ^. 
^       d^^  x  +  y     d^y  _  2  cc'~  -f  if 


dx       X  —  y'    dx-        "^  [pc — y)^ 

2.  Dérivées  successives  des  fonctions  y  et  z  de  x  définies  par  les  deux 
équaiions 

x-\-y-^  z  =  a,  x^-  -\-  î/2  +  z^  --  b\ 

dy^   _z  —  x     d^y       3^^  —  a" 
dx       y  —  z     dx^        [z — y)^' 
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3.   Différentielles  totales  et  dérivées  partielles  de  la  fonction  z  des 
variables  x  et  y  définie  })ar  l'équation 

a-l    ^   J2    ^    c2 


R.      dz  =  — 


^*'-+i<'0 


a-         c 

4.  Différentielles  totales  et  dérivées  partielles  des  fonctions  z  et  m  de  a; 
et  y  définies  par  deux  équations 

^;  +  j/  +  ^  -h  i<  =  a,         oc^'  -\-y-  -\-  2-  +  u^  =  ^. 

R       dz  ^  {u  —  oo)dx^{u  —  y)dy  ^^^  ^  {z  —  cc)dx+{z  —  y)dy^ 

5.  Etant  données  2  équations  entre  quatre  variables  x,  y,  ii,  v  on  peut 
considérer  n,  v  comme  fonctions  de  x,  y  ou  x,  y  comme  fonctions  de  u,  v. 
Les  dérivées  partielles  de  ti,  v  dans  la  première  hj'pothèse,  celles  de  x,  y 
dans  la  seconde,  vérifient  les  équ?tions 

du  dx       dv  dx  _      Ole  dy       dv  dy  _  ^ 
dcc  du       dx  dv         '  dx  du       dx  dv         ' 

et  deux  aut}'es  analogues  qu'on  obtient  en  permutant  x  et  y  dans  les 
précédentes. 

§  3.  Maxima  et  minima  des  fonctions  implicites. 

148.  Fonctions  implicites  d'une  variable.  —  Soit  y  une  fonction  de  x, 
définie  par  l'équation  non  résolue 

(1)  F  [x,  y)  =.  0. 

Il  s'agit  de  déterminer  ses  maxima  et  ses  minima.  Nous  supposons 
ici  que  la  fonction  F'  et  ses  dérivées  partielles  sont  bien  déterminées  et 
continues  et  nous  considérons  seulement  les  valeurs  de  5;  pour  lesquelles  y 
et  ?es  dérivées  satisfont  aux  conditions  de  continuité. 

Les  valeurs  de  x  qui  correspondent  à  un  maximum  ou  à  un  minimum 
doivent  d'après  le  théoième  du  n°  99  annuler  dy  :  dx.  L'équation  (1) 
donne 

d.r        dy  d.r 

et  on  en  conclut,  dy  :  dx  étant  nul, 

dV       _ 

(2)  ^  =  ^- 

On  cherclie  donc  les  systèmes  de  valeurs  de  x  et  y  qui  satisfont  à  lu 


—  129  — 

fois  aux  équations  (1)  et  (2).  Il  restera  à  discuter  ces  diverses  solutions 
d'après  le  signe  de  dMj  :  dx"^. 

En   dérivant  une   deuxième  fois  l'équation  (1)  et  en  observant  que 
dy  :  dx  =  0,  on  trouve 


dx^       dy  dx^ 


0. 


ÔF 
Si  l'on  suppose  -y-  différent  de  zéro,  il  y  aura  donc  : 

6^F       dF 
Maximum,  si  -^; —  et-^r—  sont  de  même  siffne  ; 
ôx-      dy 

Minimum,  si  ces  dérivées  sont  de  signes  contraires  ; 

Doute,  si  -.r-T  =  0. 
ox- 

149.  Maxima  et  minima  relatifs  d'une  fonction  explicite  de  deux 
variables.  —  Soit  f  [x,  y)  une  fonction  de  deux  variables,  liées  entre 
elles  par  une  équation 

F  {:c,  y)  =  0, 

en  sorte  que  /"ne  dépend  en  réalité  que  d'une  seule  variable,  par  exem- 
ple oc.  Il  s'agit  de  déterminer  ses  maxima  et  ses  minima.  Ceux  ci  sont  ce 
qu'on  appelle  des  maxima  ou  des  minima  relatifs. 

En  supposant  toujours  satisfaites  les  conditions  de  continuité,  on  est 
donc  conduit  à  annuler  la  dérivée  totale  de  f{x,  y),  y  étant  considérée 

comme  fonction  de  x.  D'autre  part  -j^   s'obtient   en    dérivant   l'équation 

F  i^^f  y)  ^  0.  On  ti'ouve  ainsi  les  deux  équations 


d'où  l'on  tire 


dœ      dydx        '        dx      dy  do:       ' 


à/^àl_d/^dF^ 
dx  dy      dy  do: 


Cette  équation  combinée  avec  F  =  0,  donnera  les  systèmes  de  valeurs 
de  o:,  y  pour  lesquels  f  peut  devenir  maximum  ou  minimum.  La  vérifi- 
cation pourra  se  faire  au  moyen  du  signe  de  d^f. 

150.  Cas  général.  —  Supposons  enfin  que  l'on  cherche  les  maxima 
et  les  minima  d'une  fonction  f  {o^,  y,...  u^  f,...)  de  m  -\-  n  variables  liées 
entre  elles  par  n  équations 

(1)  F,  [x,  y,...-  u,  r,...)  =  0         {i  =  1,  2,...  n) 

de  sorte  que  /"ne  dépend  en  réalité  que  de  m  variables  indépendantes, 
par  exemple  o-,  y,...  Laissant  de  côté  les  cas  de  discontinuité,  tout  sys- 
tème de  valeurs  de  ces  m  variables  qui  rendra  f  maximum  ou  minimum 
devra  annuler  sa  difféientielle  totale  (no  140'.  D'autre  part,  les  équa- 

9 
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tions  (1)  peuvent  être  difFérentiées  totalement.  On  est  donc  conduit  à 
poser  le  système  de  [n  -\-  l)  équations. 

i    dos  dij    ^  du 

j     dx  ôy     -^  du 

[       (i=l,2,...7i) 

Entre  celles-ci,  on  peut  éliminer  les  différentielles  du,  dv,...  des  n 
variables  dépendantes.  L'équation  résultante  sera  de  la  forme 

Udx  +  Nc/^  +•••  -=  0 
et,  comme  elle  ne  renferme  plus  que  les  m  différentielles  arbitraires,  elle 
se  décompose  en  ni  autres 

M--0,         N  =  0,..  , 

qui,  jointes  aux  n  équations  (1),  constituent  un  système  de  [m  +  i^) 
équations  simultanées  entre  les  (w  -\- n)  inconnues  a-,  y,...  u,  v...  En 
résolvant  ces  équations,  on  trouvera  les  systèmes  de  valeurs  des  incon- 
nues qui  peuvent  rendre  /"maximum  ou  minimum.  Il  restera  à  discuter 
ces  valeurs  au  moyen  du  signe  de  d-f  ou  par  toute  autre  méthode,  cette 
discussion  étant  généralement  très  compliquée. 

151.  Méthode  des  multiplicateurs.  —  L'élimination  des  différentielles 
entre  les  équations  (2)  du  numéro  précédent  se  fait  généralement  de  la 
manière  la  plus  commode  par  la  méthode  des  multiplicateurs,  qui  intro- 
duit plus  de  symétrie  dans  les  calculs.  On  multiplie  respectivement  les 
équations  (2),  hormis  la  première,  par  des  facteurs  à  déterminer  /.[,  Xg,... 
X„j,  puis  on  additionne  toutes  ces  équations  (2)  membre  à  membre.  On 
trouve  un  résultat  de  la  forme 

Adx  -\-  Bdy  -\—-\-  Pdu  +...  =  0. 

On  imagine  que  l'on  dispose  des  m  facteurs  arbitraires  ).  de  manière  à 
faire  évanouir  dans  cette  équation  les  coefficients  P,...  des  m  différen- 
tielles du,...  qui  ne  sont  pas  indépendantes.  Alors  il  ne  reste  plus  dans 
l'équation  que  des  différentielles  arbitraires,  de  sorte  que  les  autres 
coefficients  doivent  également  s'annuler.  On  est  ainsi  conduit  à  annuler 
les  coefficients  A,  B,...  P,...  de  toutes  les  différentielles,  ce  qui  fournit 
m  -f-  n  équations. 


dx        ^   dx         ^  dx 


(8) 


du^    '    du   ^    '    du 
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Les  systèmes  (1)  et  (3)  renferment  en  tout  2m  +  n  équations,  qui  ser- 
viront à  déterminer  les  valeurs  des  m  +  w  variables  x,  y,...u,...et  des  w 
facteurs  inconnus  Xj,  \,...  \n- 

Remarque  I.  —  Le  système  (3)  est  le  même  que  celui  que  l'on  forme 
en  cherchant  les  maxima  et  les  minima  de  la  fonction  $,  définie  par 
l'équation 

*!>  =  /■+ >M  Fi  +  ).,F, +  ...  + X,,,F,,„ 

et  dans  laquelle  on  considère  œ,  y,...  u,...  comme  des  variables  indépen- 
dantes et  \,  ^a»"-  '-m  comme  des  constantes. 

Remarque  II.  —  La  considération  de  la  fonction  <I>  est  aussi  com- 
mode pour  la  discussion  du  signe  de  d~f.  En  effet,  l'équation  fl>  =  /"est 
une  conséquence  des  équations  (1)  ;  on  a  donc,  en  vertu  des  mêmes 
équations,  d-f^  d-^.  D'autre  part, 

d^-^  =  d^fJr  \  'l-F,  -\ {-  y^d^F;n. 

Remplaçons  dans  le  second  membre  les  différentielles  secondes  par 
leurs  expressions  générales 

(/2F  =  (~doc  H H  ^du  +  ••.  Y  F  -^^d^u  +  ... 

\.dj^  du       '        J       '    du         ' 

Les  termes  en  d^u,  dH,.,.  disparaîtront  en  vertu  des  équations  (3)  et 
il  restera 

d'^f^  œ-^ = (4-  f^  H — h  4-  f^"  4-  •••  y*. 

V  a:o  ou  J 

On  peut  donc  remplacer  d'f^zxd^^,  qui  se  calcule  encore  comme  si 
toutes  les  variables  étaient  indépendantes.  Bien  entendu,  pour  la  discus- 
sion du  signe  de  d}f,  il  faudra  peut-être  encore  éliminer  les  différentielles 
premières  du,...  des  variables  dépendantes.  Mais  l'introduction  de  <ï>  a  eu 
pour  avantage  d'éliminer  immédiatement  leurs  différentielles  secondes. 

Exercices. 

1.  Trouver  la  route  que  doit  suivre  un  rayon  lumineux  pour  aller  d'un 
point  A  à  un  point  B  dans  le  moindre  temps  possible.  Ces  points  sont 
situés  dans  deux  milieux  distincts  où  les  vitesses  de  la  lumière  sont 
respectivement  u  et  v.  On  suppose  plane  la  surface  de  séparation  des 
deux  milieux. 

R.  On  voit  de  suite  que  cette  route  est  dans  le  plan  mené  par  A  et  B 
normalement  à  la  surface  de  séparation.  Soient  a  et  b  les  distances  de  A 
et  de  B  au  plan  de  séparation,  x  et  ij  les  angles  respectifs  du  rayon 
incident  et  du  rayon  réfracté  avec  la  normale  à  ce  plan.  La  fonction  qui 
doit  être  un  minimum  est 

/•/        \  ah 

f[x.  y)  = 

'       wcosa;        V  cos  y 
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avec  la  condition 

a  ig  X  -^-h  tg  y  -^  const. 

On  trouve  sin  x  -.  sXny  ==  u  :  v. 

2.  Plus  courte  distance  d'un  point  à  un  plan. 

3.  Triangle  de  périmètre  minimum  inscrit  dans  un  triangle  donné. 
R.  C'est  le  triangle  formé  en  joignant  les  pieds  des  trois  hauteurs. 

4.  Déterminer  les  axes  de  la  section  faite  dans  un  ellipsoïde  par  un 
plan. 

R,  Soient,  en  coordonnées  rectangulaires, 

les  équations  de  l'ellipsoïde  et  du  plan.  On  doit  chercher  les  maxima  et 
minima  de  la  fonction 

les  variables  étant  liées  par  les  équations  précédentes. 
La  méthode  des  multiplications  donne 

On  en  tire 


.  a-  —  r^  J        \b-  —  r-  J       \rr  —  r- 

Les  carrés  r^  des  demi  axes  do  la  section  sont  les  deux  racines  de 
l'équation 

a^l^  b'^ni'^  c~n" 

r-  —  a-  r^  —  b-  r-  —  c- 

5.  Même  problème  pour  la  surface  d'élasticité 

^a^2  _|_  ^2  4_  .2)2  _  ^,2^,2  _|_  hY~  4-  c^::\ 

R.  On  trouve,  pour  déterminer  les  maxima  et  les  minima  de  ?%  l'équation 


r-  —  a-         r^  —  b-        r-  —  c" 

6.  Déterminer  les  axes  de  la  conique  qui  a  pour  équation  en  coordon- 
nées obliques 

Ax"  +  2  Bivy  -h  Cy"  ---  H. 

R.  Soit  0  l'angle  des  axes.  Il  faut  chercher  les  maxima  et  minima  de 

r^  =  x-  -~\-  y"  -{-  2  xy  cos  0. 

La  méthode  des  multiplicateurs  donne 

Aa;  -t-  B//  =  ).  (.<•  +  //  cos  0),  Bx  +  Qy  =  X  \^y  -\-  x  cos  0). 
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D'où  Xr-  =  H  et  les  valeurs  de  X  soient  les  racines  de  l'équation 

(A  —  X)  (C  —  X)  =  (B  —  X  ces  6)-^ 

7.  Problème  analogue  pour  une  surface  du  second  degré. 

8.  Partager  le  nombre  positif  a  en  trois  parties  x,  y,  z  telles  que 
/  =  a;"^^"  z-Psoit  maximum  (m,  n,p  étant  positifs) . 

OQ  '\l  'X  CL 

R.  On  trouve  facilement  —  =  i^  =  —  =  — - — — - — .    Le    caractère 
m        n      p       m  -\-  n  -\-  p 

d'un  maximum  se  vérifie  immédiatement  car  on  a,  pour  ces  valeurs  de 

^,  y,  ^, 

\     x^  1/  z-    y 

§  4.  Changement  de  variables. 

II  arrive  fréquemment  que  l'on  doive  transformer  les  expressions 
différentielles  en  substituant  de  nouvelles  variables  aux  anciennes. 
Ces  calculs  se  font  par  l'application  des  règles  générales  de  différen- 
tiation.  Mais  il  peut  être  utile  d'indiquer  un  procédé  systématique 
pour  effectuer  les  transformations  les  plus  uGuelles.  Nous  commen- 
cerons par  résoudre  une  question  préalable. 

152.  Dérivées  successives  d'une  fonction  par  rapport  à  une  autre 
fonction.  —  Jusqu'ici,  tant  qu'il  a  été  question  des  dérivées  successives 
de  y  par  rapport  à  a;,  on  a  choisi  x  comme  variable  indépendante  et 
supposé  dx  constant.  On  a,  dans  ce  cas, 

La  première  formule  subsiste,  même  si  x  est  une  fonction  d'une 
autre  variable  indépendante  (n°  61,  V).  Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  des 
suivantes  qui  supposent  dx  constant  (n°  74).  Nous  allons  donc  calculer 
les  dérivées  successives  de  y  par  rapport  à  x  au  moyen  des  différen- 
tielles successives  de  ces  deux  variables,  sans  choisir  x  comme 
variable  indépendante.  Il  suffit  d'appliquer  les  règles  générales  de 
différentiation  et  l'on  trouve,  par  un  calcul  de  proche  en  proche. 


^^     dx 


d^y 


(1)       <  n*    _  d.D^y  _     dx  _dxdy  —  dyd'x 
dx     ~    dx    ~  dx^ 

P  3    _  d.  \)%y  _  dx[dxdSi—dyd^x) — M'x{dxd'y — dyd'x) 
dx     ~  dx^ 

et  ainsi  de  suite.  La  loi  générale  est  assez  compliquée. 
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Supposons  maintenant  que  la  variable  indépendante  soit  t  et  propo 
sons-nous  d'exprimer  les  dérivées  successives  de  y  par  rapport  à  x 
au  moyen  des  dérivées  successives  de  x  et  de  y  par  rapport  à  t.  En 
désignant  par  des  accents  les  dérivées  par  rapport  à  ^  on  a  les 
formules 

dx  =  x'dt,    d"-x^x"dt\    d\x  =^  x'"dt\... 
dy  =  ij'dt,     dHj=^y"dt\     dhj  =  y"'dP,... 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  formules  précédentes,  dt  dispa- 
raîtra du  résultat,  car  les  seconds  membres  de  ces  formules  sont 
homogènes  et  de  degré  0  par  rapport  aux  indices  de  difîérentiation. 
Il  viendra  donc 

^Ty  =  K 
"^      x' 

(2)       JDl.y=^       ^ 


X' 


\ 


o        x'{x'y"'-y'x"')-^x"{x'y"-y'x")   „,. 


153.  Fonctions  d'une  seule  variable.  —  Soit  y  une  fonction  de  la 
variable  indépendante  x  et 

iT     p,         dy    dHi       . 

une  expression  renfermant  x,  y  et  les  dérivées  de  //  par  rapport  à  .r 
jusqu'à  un  certain  ordre.  La  transformation  de  cette  expression 
par  un  changement  de  variables  donne  lieu  à  deux  problèmes  princi- 
paux : 

1°)  Changement  de  la  variable  indépendanle.  Etant  donnée  une 
relation 

(4)  x  =  'f{t) 

entre  x  et  une  nouvelle  variable  t,  on  choisit  /  comme  nouvelle 
variable  indépendante  au  lieu  de  x.  Il  s'agit  d'introduire  t  nu  lieu  dex 
dans  V  et,  par  suite,  les  dérivées  de  //  par  rapport  à  /  au  lieu  des 
dérivées  par  rapport  à  x. 

Ce  problème  peut  être  résolu  au  moyen  des  formules  (2)  où  l'on 
trouve  les  valeurs  des  dérivées  de  //  par  rapport  à  .r  en  fonction  des 
dérivées  x\  x"...,  y',  y"...  de  x  et  de  y  par  rapport  à  t.  Après  avoir 
remplacé  les  dérivées  x\  x"...  par  leurs  expressions  ^'  (0,  f  "  (0»"« 
tirées  de  (4),  on  substituera  ces  valeurs  dans  V.  Il  ne  restera  plus  qu'à 
éliminer  x  par  la  substitution  x=^'f  (0  ;  le  problème  sera  résolu. 


2°)  Le  deuxième  problème  est  celui  du  changement  de  toutes  les 
variables.  Etant  données  deux  équations 

Y[x,\j.t,u)^Q,  F,{x,y,t,u)  =  0 
entre  x,  y  et  deux  nouvelles  variables  t,  u,  on  demande  d'exprimer  V 
au  moyen  de  t,  u  et  des  dérivées  de  u  par  rapport  à  /.  Dérivons  tota- 
lement les  équations  données  par  rapport  à  t,  en  considérant  x,  y,  u 
somme  des  fonctions  de  t  prise  comme  variable  indépendante.  On  en 
déduit  de  proche  en  proche  (n^  146)  les  valeurs  des  dérivées  x\  y',  x'\ 
y",...  ûe  X  eiy  par  rapport  à  t  en  fonction  de  x,  y,  u,  u',  w",...  Substi- 
tuons ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  nous  obtiendrons  des  expres- 
sions de  Dxy,  D^^,...  que  nous  porterons  dans  V.  Il  ne  restera  plus 
qu'à  éliminer  x,ySi\i  moyen  des  équations  F-=0  et  Fj  =  0.  Le  problème 
sera  résolu. 

Ce  cas  se  présente  lorsque,  une  grandeur  géométrique  étant  expri- 
mée en  coordonnées  rectangulaires  x  ei  y  par  une  expression  telle 
que  V,  on  veut  la  transformer  en  coordonnées  polaires  r  et  9  par  les 
relations 

^=rcos9,        î/=rsin6. 

Les  accents  désignant  des  dérivées  par  rapport  à  8,  on  a,  dans  ce 
cas, 

a;'=r'cos8 — rsinO,  2/'=r'sin94-rcos6, 

x"~r"cos^  —  2r'sin6— rcos9,        </"  =  r"sin9  +  2r'cosO — rsinô 

et  les  relations  (2)  deviennent 

r'sin9  +  rcos9       ^2  r^  +  2r'"  —  rr" 

''^~  r'cose-rsinG'      ^^^~  (r'cosO  — rsinO)^'     ^^^• 

Substituant  ces  valeurs  de  x,  y,  D^y,-..  dans  V,  on  aura  résolu  la 
question. 

154.  Fonctions  de  plusieurs  variables,  —  Nous  supposerons,  pour 
abréger,  qu'il  n'y  ait  que  deux  variables  indépendantes,  mais  la  méthode 
sera  générale.  Soit  H  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  x 
et  y  et 

(5)  Y-f(a^yE^     ^     ^      ) 

(0)  \-f{x,y,ti,^^,    ^^,    ^^.,,...) 

une  expression  renfermant  les  variables  et  les  dérivées  partielles  de  H 
jusqu'à  un  certain  ordre.  Comme  dans  le  cas  précédent,  la  transformation 
de  cette  expression  par  un  changement  de  variables  donne  lieu  à  deux 
problèmes  principaux. 

1°  Chcmgement  clés  variables  indépendantes.  On  donne  deux  relations 
entre  x,  y  et  deux  nouvelles  variables  u,  v. 
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(6)  Fi  [x,\i,u,v)  =0  F,  [oc,y,UyV)  =  0 

On  choisit  u.,v  comme  variables  indépendantes  au  lieu  de  x^y  et  l'on 
demande  d'introduire  ii,v  au  lieu  de  x,y  dans  V  et,  par  suite,  les  dérivées 
de  H  par  rapport  à  u.v  au  lieu  de  celles  par  rapport  à  x,y. 

11  faut  d'abord  exprimer  les  dérivées  partielles  de  H  par  rapport  kx,y 
en  fonction  des  dérivées  par  rapport  à  u,v.  On  y  arrive  comme  il  suit  : 
Prenant  x^y  comme  variables  indépendantes,  on  difFérentie  successive- 
ment les  équations  données  Fj  =  0  et  Fg  =  0.  On  en  déduit,  de  proche 
en  proche  (n°  147),  les  valeurs  de  du,  dv,  d-u,  d-v,...  en  fonction  de 
X,  y,  u,  V,  dx  et  dy.  Portant  ces  valeurs  dans  les  expressions  suivantes 
des  différentielles  de  H  (n"  120)  : 

/   ,„       ÔE   ,     .    OR   , 
I   «H  =  -.r—  du  -A — 7—  dv, 
i  ou  dv 

(7)  1  d^R  =(4^  du +  4-  dv\R  -h  ^  d^u  +  ^  d^v. 
Kou  dv      J  ou  Ov 


on  trouve,  en  réduisant, 

[  dR  =  p  dx  -{-  q  dy, 
(8)  \d~R  =r  dor  +  2  s  dx  dy  4- 1  dy^ , 


où  p,  q,  r,  s,  t,  ...  renferment  x,  y,  u,  v  et  les  dérivées  de  H  par  rapport 
à  u,  V.  Les  variables  x,  y  étant  indépendantes,  on  en  conclut  (n^  121) 

dR  dR  fPR 

Ce  sont  les  expressions  des  dérivées  partielles  qu'on  se  proposait 
d'obtenir. 

On  porte  ces  valeurs  dans  V  et  on  élimine,  s'il  y  a  lieu,  x,  y  par  les 
équations  (6).  Le  problème  sera  résolu. 

2°  Changement  de  toutes  les  variables.  On  doinie  trois  relations 

19)         F,  [x,  y,  R,u,  v,  K)  =  0,         F^  =  0,         F3  =  0, 

entre  .'•,  //,  H  et  trois  nouvelles  variables  u,  v,  K.  On  demande  d'expri- 
mer V  en  fonction  de  u,  r,  K  et  des  dérivées  partielles  de  K  considérée 
comme  fonction  de  u,  v. 

Choisissant  x,  y  comme  variables  indépendantes,  on  dilfércntie  totale- 
ment les  trois  équations  données  et  on  en  tire,  de  proche  en  proche, 
les  valeurs  des  dillerentiolles  successives  de  u,  v,  K,  en  fonction  des 
différentielles  de  x,  y,  H.  Les  différentielles  de  K  en  particulier,  sont  de 
la  forme 

'  rflv  =  A  dx  4-  B  rfy  4-  C  c/H, 
(10)  d'K  =  D  dx'  4-  ...  -h  E  rfH2  4-  F  dm, 

où  A,  B,  C,  D,  ...  sont  des  fonctions  connues  de  .'■,  y,  H,  i>,  v,  K. 
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D'autre  part,  portons  les  valeurs  analogues  trouvées  pour  du,  dv,  d^u, 
d^v,  ...  dans  les  formules  générales 

Ou  ov 


(11)      \    y.r-     f  à    ,        d    ,  \„   ,  dK  ,,     ,   dK  ,, 


c??r  r)y      y  ()/t  r}v 


Il  viendra,  en  réduisant, 

/'  dK  =-  M  dx  4-  N  ^?/  +  P  c?H, 
(12)  î  d^K  =  Q  rfa?2  H H  R  f/H2  +  S  c/'^H, 


où  M,  N,  P,  Q,  ...  contiennent  linéairement  les  dérivées  partielles  de  K 
par  rapport  à  u,  v. 

En  égalant  les  valeurs  (10)  et  (12)  de  dli,  d^^K,  ...  il  vient 

(M  —  A)  dx  +  (N  —  B)  dy  +  (P  _  C)  o?H  =  0, 

(Q  —  D)  dx^  H h  (R  —  E)  tm-  +  (S  —  F)  dm  =  0, 

La  première  équation  donne  dH.  Portant  cette  valeur  dans  la  suivante, 
on  en  tire  d^,  et  ainsi  de  suite.  Les  résultats  sont  de  la  forme 

dR  =  p  dx  -\-  q  dy, 

dm  =  r  dx'-  -\- 2  s  dx  dy  -]- t  dy''-, 

oùp,  q,  r,  ...  sont  des  fonctions  rationnelles  connues  des  dérivées  de  K 
par  rapport  k  ic  et  y.  On  conclut  de  ces  relations 

On  portera  ces  valeurs  en  V.  On  éliminera,  s'il  y  a  lieu,  x,  y,  H  par 
les  relations  F,  =  Fj  =  Fg  =  0.  Le  problème  sera  résolu. 

155.  Problème  I.  —  Soit  H  une  fonction  de  deux  variables  x,  y , 
On  demande  die  transformer  l'expression 

,r      àm  ,   dm 

par  les  formules  de  transformation  des  coordonnées  rectangidaires  en 
coordonnées  j)olaires  dans  le  plan  : 

(14)  X  =  u  cos  V,  y  =  u  sin  v. 

C'est  le  premier  des  deux  problèmes  résolus  au  numéro  précédent. 
Suivant  la  méthode  générale,  on  différentie  les  équations  données  et 
il  vient 

dx  =  (cos  v)  du  —  (sin  v)udv, 

dy  =  (sin  v)  du  +  (cos  v)  u  dv. 
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On  en  tire 

,     ,  {  du  =  cos  V  dx  -f-  sin  v  dy 

'  \u  dv  ^=  —  s,inv  dx  -\-  cos  v  dy 

et,  en  différentiant  de  nouveau, 

d^u  =  ( —  sin  V  dx  -\-  cos  v  dy)  dv  =  u  dv^ 

dudv  -{-  u  d^v  =  —  (cos  v  dx  A^  sin  v  dy)  dv  ^=  —  du  dv. 

On  a  donc 

d^u  =  Il  dv-,         d-v  =  —  2 . 

u 

Portant  ces  valeurs  dans  la  seconde  formule  (7),  elle  devient 

Il  reste  à  remplacer  du  et  dv  par  leurs  valeurs  (15)  et  à  ordonner  par 
rapport  à  dx  et  dy.  La  quantité  V  sera  la  somme  des  coefficients  de 
dx'  et  de  dy"^.  Or,  la  somme  de  ces  coefficients  est  égale  à  l  dans  le 
développement  de  du^,  à  0  dans  celui  de  dic  c?y  et  à  1  :  ii^  dans  celui 
de  dv"^.  On  a  donc  immédiatement 

(1^)  ~  du"-    ^  u^  dV  '^u  du 

156.  Problème  U.  —  Soit  H  u^ie  fonction  de  trois  variables  x,  y,  z. 
Transformer  l'expression 

(17)  v-^  +  ^  +  ^ 
^^*'  dx'  ^  dy"' ^  dz'' 

par  les  formules  de  titans  formation  des  coordonnées  rectangidaires  en 
coordonnées  polaires  dans  l'espace  : 

(18)  a;  =  ^tsin^ccos^?,     y^^usinwainv,     z^ucosto. 

On  simplifie  le  problème  en  faisant  la  transformation  en  deux  fois. 
Posons  d'abord  u  sin  to  =  u^  et  éliminons  x,  y  par  les  relations 

(19)  a!  =  ?<iC0sy,        y  =  u^im.v. 

On  aura,  par  la  solution  du  problème  précédent, 

dm.      d-'A  ^d-'A        1     d'H        1      c)H 
'^    '  dx"^  "^  dy""       du\  "^  u\    dv'  "^  u^    du, 

Eliminons  ensuite  z  et  u,  par  les  relations 

(21)  z  =  ucoaio,         Ui=ua'mw. 

On  aura 

dm  .  dm     dm  .    i  dm  .  idn 


(22) 


dz-'  ^  dul      du^       M*  dw^  ^  udu 
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Ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (20)  et  (22),  il  vient 

dm  .  dm  .  dm     dm  ,   i    ^'-h  ,  i  <^h 


(23) 


dœ-       dy-       dz"       du-       ic^    dic^       u  du 


ti-   dv-       z<j  diii 


dH 

Il  faut  encore  exprimer  -r —  au  moyen  de  u,  iv  par  les  relations  (21). 

Pour  cela,  on  forme  les  valeurs  suivantes,  analogues  aux  valeurs  (15)  : 
du  =  cos ic dz  -\- sin iv dii^,         tcdio  =  —  sin lo dz  -\-  cos xodu^  ; 
on  les  substitue  dans  l'expression 

oH  =  -V-  du  -f  3—  dio 
Ou  dio 

et,  en  cherchant  le  coefficient  de  du^,  on  trouve 

dH      ^H   .        ,    IdH 

^r =  ^r—  Sm^^H r— COSî^?. 

ou^      au  u  dio 

Portant  cette  valeur  dans  (23),  on  a  finalement 

,„,,  ^,     dm  ^2  d^  ,    1  ,^(?2H  ,   cosîc  dK\  ,        1       dm 
du^       u   du      u~  \  dic-       sm  lo  dioj      u^sm^w  dv^ 

157.  Problème  m.  Transformation  de  Legendre.  —  Dans  certains 
cas,  les  relations  qui  lient  les  nouvelles  variables  aux  anciennes  ren- 
ferment aussi  leurs  dérivées.  La  transformation  de  Legendre  en  est  un 
exemple  remarquable. 

Soit  c  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  a?,  y.  On  pose 

dz  dz 

On  suppose  qu'il  n'y  ait  pas  de  relation  entre  p  et  q  et  l'on  se  propose 
d'exprimer  les  dérivées  secondes  de  z  par  rapport  à  œ  et  k  y  en  prenant 
p,  q  comme  nouvelles  variables  indépendantes,  et  comme  nouvelle  fonc- 
tion, la  variable  u  définie  par  l'équation 

(1)  it=pœ-\-qy—z. 

En  difFérentiant  cette  relation  et  en  observant  que  l'on  a 

(2)  dz  =  pdx -\- q  dy , 

il  vient 

du==xdp  -\-ydq. 

On  en  conclut,  p  ei  q  étant  indépendants  par  hypothèse, 

du  du 

dp  dq      ^ 

puis,  en  différentiant  ces  deux  relations, 
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Les  différentielles  <^a;  et  dy  étant  arbitraires  dans  ces  deux  équations, 
on  en  conclut  que  le  déterminant 

est  différent  de  zéro  par  hypothèse.  Par  suite,  ces  deux  équations  peuvent 
se  résoudre  par  rapport  à.  dp  e{  k  dq  et  il  vient 

Portant  ces  valeurs  dans  la  différentielle  totale 

d'^z  =  dpdx-\-  dq  dy, 

obtenue  en  différentiant  l'équation  (2)  et  en  considérant  x^  y  comme  les 
variables  indépendantes,  dx  et  dy  comme  constants,  on  trouve  enfin 

,,  \  \  d"u  dhi  d^u      J 

d'z  =  -r^    —T—r  dx-  —  2  -T — :^  dx  dv  -\-  -^r—-dy- 
H  Vdq^  dpdq        ^      dp-    ^  J 

Cette  formule  résout  la  question.  On  en  conclut 

d'^z  _  J^  d^  d^z 1_  d'^u  d-u  _  J[^  d^ 

dx^  ~~  H   dq"-  '  dx  dy  ~        W  dp  dq  dy'^  ~  H   dp^  ' 

Exercices. 

1.  Exprimer  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x  en  fonction  des  dérivées 
x\  x",  ...  de  iK  par  rapport  à  y. 

1             o                x"           3         3  x"'  —  a?V" 
R.      D.^y  =  — p.       D}ry  = ^>       D:,-y  = 1^ >  etc. 

2.  Transformer,  en  prenant  y  comme  variable  indépendante,  l'équation 


dx  dx^  \  dx"^  J 

R.  On  trouve  x'"  =  0. 
3.  Transformer,  par  la  relation  x  =  cos  t,  l'équation 

R.  y"  -\-ah/  =  0. 


4.  Transformer,  par  la  relation  x  =  \J\  —  f,  l'équation 


R.  L'équation  conserve  la  même  forme.  Ou  y  remplacera  seulement 
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la  lettre  a?  par  la  lettre  t.  On  en  conclut  que  y  =  ^[x)  étant  une  solution 
de  cette  équation,  î/  =  »  (\/ 1  —  œ-)  en  sera  une  autre. 

5.  Montrer  que  l'on  a,  par  les  relations  x  ^^^  r  cos  ^,  y  =  r  sin  6, 


c?2w  ,    ,    _   dr-  d-r 

6.  Transformer  par  les  relations  u  ^  xy,  v  =  1  :  y  l'équation 

R.  L'équation  conserve  la  même  forme.  On  y  remplacera  seulement  la 
lettre  x  par  u  et  la  lettre  y  par  v.  On  en  conclut  que,  si  xr  ^  cp  {x,  y)  est 

une  solution  de  cette  équation,  ^  =  cp  yxy,  —\  en  est  une  autre. 

7.  Soit  H  une  fonction  de  trois  variables  x,  y,  ;■.  Transformer  les 
expressions 

par  la  substitution  orthogonale 

X  =  au  -[-  bv  -}-  cic,        ci^  +  b'  -f-  c-  ^  1 ,  aa'  +  bb'  -\-  ce'  -—  0, 

y  =  a'ic  +  b'v  +  c'îc,     a''  +  b''  -j-  c''  =  1,        aa"  +  M"  +  ce"  =  0, 
z  =  a"u  +  b"v-\-c"w.     «"'  +  ô"'  +  c"'=  1.     a'a"4-è'è"  +  c'c"  =  0. 

R.  Les  deux  expressions  Aj  et  Ag  conservent  la  même  forme.  On  y 
remplacera  seulement  les  lettres  x,  y,  z  par  ic^  v,  w. 


CHAPITRE  V. 

Intégrales  indéfinies.  Méthodes  classiques  d'intégration. 


§  1.  Procédés  généraux  d'intégration. 

158.  Problème  des  quadratures.  —  Le  calcul  intégral  est  l'inverse 
du  calcul  différentiel.  Il  a  pour  objet  de  remonter  des  relations  don- 
nées entre  les  variables  et  leurs  différentielles  aux  relations  qui 
existent  entre  les  variables  seulement. 

La  première  question  traitée  dans  le  calcul  différentiel  était  de 
trouver  la  dérivée  ou  la  diflérentielle  d'une  fonction  donnée  [{x).  Le 
calcul  intégral  doit  débuter  par  la  question  inverse  : 

Une  fonction  f{x)  étant  donnée,  trouver  toutes  les  fonctions  qui  ont 
f{x)  pour  dérivée  ou,  ce  qui  revient  au  même,  f{x)  dx  pour  difjeren- 
tielle. 

Ce  problème  a  reçu  le  nom  de  Problème  des  quadratures,  d'après  le 
problème  de  géométrie  auquel  il  est  étroitement  lié  et  que  nous  étu- 
dierons plus  loin.  On  doit  d'abord  se  demander  s'il  existe  toujours  une 
fonction  ayant  pour  dérivée  f{x),  ou  si  le  produit  de  f[x)  par  dx 
constitue  toujours  une  différentielle.  Nous  prouverons  bientôt,  en 
exposant  la  théorie  des  intégrales  défiries,  qu'il  en  est  bien  ainsi  dans 
tout  intervalle  où  la  fonction  f[x)  est  continue.  Nous  admettrons  pro- 
visoirement ce  résultat  dans  le  chapitre  actuel  et  nous  supposerons 
une  fois  pour  toutes  que  la  condition  de  continuité  est  réalisée  dans 
les  théorèmes  généraux  que  nous  allons  énoncer. 

159.  Fonction  primitive.  Intégrale  indéfinie.  —  Une  fonction  F  (.r) 
qui  a/' (a)  i)our  dérivée  ou  f{x]  dx  pour  différentielle  s'appelle  une 
fonction  primitive  de  f{x)  ou  une  inté(jrale  de  f{x)  dx. 

La  connaissance  d'une  seule  fonction  primitive  de  f{x)  fournit  la 
solution  complète  du  problème  des  quadratures.  On  a,  en  effet,  le 
théorème  suivant  : 
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Soit  f[x)  une  fonction  continue,  si  F  {x)  a  pour  dérivée  f{œ)  daiis  un 
intervalle  (a,  b),  l'expression 

F  (x)  +  C, 
où  C  est  une  constante  arbitraire,  représente,  dans  cet  intei'valle,  toutes 
les  fonctions  qui  ont  pour  dérivée  f{x). 

En  effet  F  (j-)  +  C  a  pour  dérivée  fix);  et,  réciproquement,  toute 
fonction  qui  a  f{x)  pour  dérivée,  avant  la  même  dérivée  que  F  {x),  ne 
diffère  de  F  {x)  que  par  une  constante  (n°  71). 

D'après  cela,  la  fonction  F  [x]  -\-  C  où  C  est  une  constante  arbitraire, 
est  la  fonction  la  plus  générale  qui  ait  f{x)  pour  dérivée  et  f{x)  dx 
pour  différentielle.  Cette  fonction  se  nomme  Yintégrale  indéfinie  de 
f  [x)  dx  et  se  représente  par  la  notation 

\nx)  dx, 

qui  comprend  implicitement  la  constante  arbitraire. 

160.  Propriétés  des  intégrales  indéfinies  qui  résultent  immédiatement 
de  leur  définition.  —  1°  Par  définition  de  l'intégrale  indéfinie,  on  a  la 
relation 

d     f(x)dx  =f{x)  dx. 

Donc  les  signes  d  et  \  se  détruisent  quand  le  signe  d  est  placé 
devant  le  second. 
Pareillement,  par  définition, 

D  ^  f(x)dx^f{x). 
2°  F  (x)  étant  une  fonction  primitive  de  F'  {x),  on  a 


I 


F'  [x)  dx  =  F  {x)  +  C. 
Cette  équation  peut  aussi  s'écrire 

j*  rf  F  (:i;)  =  F  (x)  +  C 

Donc  les  signes  d  et  f  se  détruisent  encore  devant  F  [x)  quand  le 
signe  d  est  le  second,  mais  il  faut  ajouter  une  constante  arbitraire  à 
la  fonction  F(^). 

S»  Un  facteur  constant  peut  être  mis  hors  du  signe  d'intégration. 
C'est-à-dire  que,  si  a  est  constant,  on  a 


i  af{x)dx  =  a\  f  [x)  dx. 
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En  effet,  les  deux  membres  ont  af(x)  pour  dérivée.  Donc  ils  ne 
peuvent  différer  que  par  une  constante.  Mais,  comme  ils  comprennent 
tous  deux  une  constante  arbitraire,  ils  ont  le  même  sens. 

4°  L'intégrale  indéfinie  d'une  somme  de  différentielles  est  égale  à 
la  somme  des  intégrales  de  chacune  des  différentielles.  Ce  théorème 
est  exprimé  par  la  formule 

(  {u-\-v  —  w-\ —  )da:  ^  I  iidx  +  1  vdx  —     wdx  -\-  ••• 

En  effet,  les  deux  membres  ayant  la  même  dérivée  [u-^v  —  w-] — ), 
ne  pourraient  différer  que  par  une  constante  ;  mais,  comme  leur 
définition  comporte  une  constante  arbitraire,  ils  ont  la  même  signifi- 
cation. Il  est  vrai  qu'il  y  a  en  apparence  plusieurs  constantes  arbi- 
traires dans  le  second  membre,  car  chaque  terme  en  comporte  une  à 
lui  seul,  mais,  comme  ces  constantes  s'ajoutent  ejitre  elles,  elles  se 
réduisent  en  réalité  à  une  seule  distincte. 

161.  Intégration  immédiate.  —  Les  résultats  trouvés  dans  le  cal- 
cul dilïérentiel  permettent  d'écrire  immédiatement  les  intégrales  de 
quelques  différentielles  simples.  En  effet,  lorsque,  dans  l'expression 
à  intégrer,  on  reconnaît  la  différentielle  d'une  fonction  connue  F  {x), 
il  suffit  d'ajouter  à  celle-ci  une  constante  arbitraire  pour  obtenir 
l'intégrale.  Cette  remarque,  appliquée  au  lableau  des  différentielles 
des  fonctions  élémentaires,  conduit  à  former  le  tableau  suivant, 
qu'il  importe  de  bien  posséder  par  cœur  : 

|'^''^-l|â  +  ^  |e'rfx  =  .-  +  C 

I  sin  X  dx  =  —  cos  x  -\-  C  1  cos  x  dx  =^  sin  x  -f  C 

(J^  =  i^x  +  C  (J^  =  -  cot  X  -h  C 

j  cos-  X       ^  J  sm-  X 


=-=  arc  tg  ;i-  +  C  -=  —  arc  cot  x  -}-  C 


4-f-a-' 
dx 


=  arc  sin  x  -\-  C  =  —  arc  cos  x  +  C 


\'  1  —  x" 

=  arc  sec  x  +  C  --  —  arc  cosec  x  -f  C. 


x\l  \—x- 
Nous  allons  indiquer  maintenant  les  principaux  artifices  à  l'aide 
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desquels  on  peut  ramener  l'intégralion  des  différentielles  plus  com- 
pliquées aux  formules  du  tableau  précédent.  Ces  artifices  sont  au 
nombre  de  trois  :  1**  Décomposition  en  éléments  simples  ;  2°  change- 
ment de  variables  ;  3°  intégration  par  parties. 

162.  Intégration  par  décomposition.  —  C'est  l'application  de  la 
propriété  énoncée  au  n°  160  (4").  Si  l'on  peut  décomposer  la  différen- 
tielle f{jc)  dx  en  une  somme  de  termes  que  l'on  sait  intégrer,  en 
faisant  la  somme  des  intégrales  de  chaque  terme,  on  obtiendra 
l'intégrale  de  fix)  dx. 

Si  f[x)  est  un  polynôme  entier,  l'intégrale  s'obtiendra  par  cette 
méthode,  car  on  a 

/'  X-  .1'"+^ 

Ua^  +  UiX+a^x"  i \-anX'')dx=aç,x^a,^  ^ +""^j^pf+C; 

Cette  méthode  s'applique  aussi  à  d'autres  fonctions.  On  a,  par 
exemple, 


r         dx         _  /"(sin-  X  H-  cos^  x]  dx   ^  Ç  dx         Ç  dx 
j  sin-  X  cos'  X     j        sin-  x  cos-  x  j  cos-  x     j  sin' 

-^—^ -, —  =  tg  X  —  cot  J-  +  C 

'  sin'  X  cos-  X        ^ 


163.  Intégration  par  substitution.  —  Cette  méthode  est  basée  sur 
la  règle  de  dérivation  des  fonctions  de  fonctions. 

Soit  ¥{x)  une  intégrale  de  f{x)dx.  Proposons-nous  de  l'exprimer  à 
l'aide  d'une  nouvelle  variable  t,  liée  à  x  par  l'équation 

x=^^{t). 

Cette  intégrale  deviendra  F[cp<£>]  qui  a  pour  différentielle 

¥'['f{t)]dr^{t)=-f['f{t)]'^'(t)dt. 

Donc  on  a  réciproquement 


/' 


/■[cp(0]  'V  (/)  dt  =  Ff'^(0]  +  C  =  F  [x)  +  C 
et,  par  conséquent, 

|/U:)(/.r=   |/]cp(OJv'(0(//. 

Ainsi,  pour  obtenir  l'intégrale  de  \\x)dx  exprimée  en  fonction  de  t 
par  la  substitution  a;  =  cp  [l),  il  suffit  de  faire  cette  substitution  dans  la 
différentielle  qui  est  sous  le  signe  d'intégration. 

On  voit  donc  fjue,  si  l'on  peut  choisir  la  substitution  de  manière  à 

10 
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ramener  f{x)  dx  à  une  forme  que  l'on  sait  intégrer,  on  obtiendra  l'inté- 
grale en  fonction  de  t.  Pour  l'exprimer  en  fonction  de  x,  il  suffira  d'y 

remplacer  t  par  sa  valeur  tirée  de  ^i'  =  cp  [t). 

t 
On  obtient  ainsi,  par  la  substitution  x  =  -, 

y  oj  a  a 

De  même,  par  la  substitution  x  =  -r-' 

C         dx  [    f      dl  1  .     .    ,    n  1  t      ^-"^     ,    n 

„  ,   ,.,  „  =  —r  T-r-^  =  -r arc tg f  +  G  =-  — p  arc  tg h  C. 

j  a^  -h  b\Tr        abj  i  + 1-        ab        ®  ab         ^   a 

De  même,  par  la  substitution  x  — p  =  qt,  on  obtient  l'intégrale  que 
nous  rencontrerons  bientôt  : 

C  q  dx  Ç    dt  t    ^    ,    r.  4    ^  —  P    ^    n 

Remarque.  —  Dans  les  cas  simples,  il  est  inutile  d'introduire  de 
nouvelles  lettres  et  la  substitution  se  fait  mentalement.  Ainsi,  on  peut 
écrire  immédiatement,  sans  passer  tout  au  long  par  la  substitution 

cp  [x)  =  t, 

C'est  ainsi  qu'on  écrira  directement 

Ç    dx  1  Çd  (a  -{-  bx)       1  ,       ,        u  \    ,   n 

r  ^ix-p)dx  _  (d [{x-pr-  +  q'] _        _ 

J  (x  -  pY  -^q^-j  >  -  PY  +Q'     ~    ^^^         ^^    +5J+G. 

164.  Intégration  par  parties.  —  Cette  méthode  est  une  conséquence 
de  la  règle  pour  dillérentier  un  produit.  Soient  u  et  v  deux  fonctions 
de  .r,  on  a 

d  uv  =^u  dv  -\-  V  du, 


d'où 
Il  vient  donc 


u  dv  —  d.uv  —  V  du. 


\udv  ~    d.  uv  —     V  du. 
Mais  le  premier  terme  du  second  membre  est  égal  h  uv  -f  C  et, 
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comme  cette  constante  G  peut  être  comprise  dans  le  second  terme,  il 
reste  simplement 


u  dv  =  uv  —  \v  du. 


Celte  formule  renferme  la  règle  d'intégration  par  parties.  Elle 
ramène  l'intégration  de  u  dv  à  celle  de  v  du  qui  peut  être  plus  facile. 

Soit,  par  exemple,  à  intégrer  xe^dx.  On  pose  x  =  u  et  e^'  =  v  (d'où 
^'^dx  =  dv).  Il  vient  alors 

\xe''dx  -=  .re-^  —  j  e-^7k  ==  xe'^  —  e^-\-G. 

165.  Combinaison  de  diverses  méthodes.  —  On  doit  souvent  employer 
successivement  plusieurs  des  méthodes  précédentes  pour  effectuer 
complètement  l'intégration.  En  voici  quelques  exemples  : 

1")  En  intégrant  d'abord  par  parties  et  ensuite  par  substitution,  on 
trouve 

f      ,       ,               ,          C  ^^-^            ♦         Log(14-,x-2)   ,   ^ 
I  arc tga; dx  =  ^arc Ig ^'  —  |  ^j-^,  =  a»'c tg^- ^^ — '-  +  C. 

2<*)  On  trouve,  en  intégrant  d'abord  par  décomposition  et  ensuite 
par  substitution, 

Ç      dx      _  1   /'    dx      ,    1   f    dx     __    1    ,      a  +  hx       , 
j  o'—b^'x^-  ~  2âJ  a-{-bx ^  2âJ  T-bx ~ 'M)    *^^"^^^  +  ^' 

3")  Par  la  substitution  x  =  a  sin  cp,  il  vient  d'abord 
dx\ja'^—x^  =  «2   cos^çprfcp 

Ensuite,  en  efllèctuant  la  décomposition  par  la  formule 

l-l-cos2cp 
cos^çp- ^ —  > 

il  vient 


I' 


r^ 


aY     ,  sin2cpA 

=  W+     2     J  +  ^- 

Enfin,  en  revenant  à  la  variable  x,  on  trouve 

I  (/j:  \V'' ~ -^  =  T ^""^^  ^'"  rt  "^ —     2 ^ 

166.  Formules  de  réduction.  —  Pour  lixer  les  idées,  nous  consi- 
dérerons un  exemple.  Soit  à  intégrer  x'^e'^^dx.  Appliquons  la  formule 
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d'intégration  par  parties,  en  considérant  e"^dx  comme  une  ditîéren- 
tielle  dv  (n°  164)  ;  il  viendra  / 


!  a       aj 


Cette  formule  ramène  l'intégrale  du  premier  membre  à  une  intégrale 
de  même  forme,  mais  où  l'exposant  n  est  abaissé  d'une  unité.  Si  n  est 
entier  et  positif,  cette  formule  s'applique  de  proche  en  proche  en 
changeant  successivement  n  en  (»  — J).  (»— 2),...  jusqu'à  ce  que 
l'exposant  de  x  soit  abaissé  à  zéro.  Il  n'y  a  plus  alors  qu'à  intégrer 
e"^dx,  ce  qui  se  fait  immédiatement.  Une  formule  telle  que  la  précé- 
dente, qui  s'applique  de  proche  en  proche  et  qui  permet  de  simplifier 
de  plus  en  plus  l'intégrale  proposée  jusqu'à  ce  qu'on  sache  l'intégrer, 
est  ce  que  l'on  nomme  une  formule  de  réduction.  Nous  en  rencontre- 
rons de  nombreux  exemples. 

167.  Dérivation  par  rapport  à  un  paramètre.  —  Soit /"  (^,  a)  une 
fonction  de  la  variable  x  et  du  paramètre  a  ;  supposons  qu'on  ait 
obtenu,  en  considérant  a  connne  une  constante  indéterminée, 

(1)  ('/•(.r,a)(/a-  =  F(.r,a)+C. 

Je  dis  que  l'on  peut  en  déduire,  en  dérivant  par  rapport  à  a  sous  le 
signe  J , 

(2)  (l)a  f{x,  a)  dx  =  D,  F  {x,  a)  +  C. 

Cette  règle  suppose  seulement  que  les  conditions  de  continuité  des 
dérivées  pai-tielles  de  F  qui  assurent  l'égalité  F^^  =  Fax  soient  véri- 
fiées (n"  117). 

En  effet,  les  dérivées  par  rapport  à  la  variable  x  des  deux  membres 
de  l'équation  (2)  sont  respectivement 

\)af{x,a)        et        D.r- D„  F  (j;,  fl). 
Ces  deux  dérivées  sont  égales,  car  on  peut  intervertir  par  hypo- 
thèse D.r  et  D«  ,  et  l'on  a 

D.r  .1),,  F  {x,  rt)  -  D«  .D^ F  [x,  a)  ^  D„ /' [x,  a) . 

Les  deux  membres  de  l'équation  (2),  ayant  même  dérivée,  ne 
diffèrent  que  par  une  constante  par  rapport  à  x.  Mais,  comme  ils 
comprennent  tous  deux  une  constante  arbitraire,  ils  ont  exactement 
le  même  sens. 
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Le  résultat  précédent  peut  être  généralisé.  En  dérivant  successive- 
ment l'équation  (2)  par  rapport  à  «  et  en  admettant  toujours  que  les 
conditions  de  continuité  des  dérivées  partielles  considérées  restent 
vérifiées,  on  voit  que  l'on  peut  aussi  conclure  de  l'équation  (1)  à  la 
suivante 


(3)  (d'cI  f{x,  a)  dx  =--  D^^  F  [x,  a)  +  C. 


La  règle  précédente  fournit  un  des  procédés  les  plus  commodes 
pour  la  détermination  des  intégrales.  Nous  allons  en  donner  quelques 
exemples  : 


1°)  On  a 


I 


ooœ 

a 


Toutes  les  conditions  de  continuité  supposées  sont  remplies,  pourvu 
que  a  soit  différent  de  zéro.  En  dérivant  n  fois  par  rapport  à  a  et  en 
observant  que  l'on  a 

il  viendra,  par  la  règle  précédente, 

x'^e^'^dx^Ba-j+C. 
Cette  intégrale  a  été  obtenue  autrement  au  n°  166. 

2°)  Soitrt  >  0;  on  a,  comme  cas  particulier  d'un  résultat  précédent 
(no  163), 


/: 


dx  1  4        ^'       ,    n 

T^arctg^r-T^  +  C. 


Les  conditions  de  continuité  ont  lieu,  pourvu  que  a  ne  puisse 
s'annuler.  Dérivons  donc  «  —  1  fois  par  rapport  au  paramètre  a  et 
observons  que 


,n-i      1  ,     ,.>i-i  (n  — 1)! 


Dr^r^^=(-ll 


x^-\-a      '       '       [x'  +  ay 
nous  obtiendrons,  après  division  par  ( — l)"-*(?i  —  1)!, 

Les  formules  (4)  et  (5)  ramènent  le  calcul  d-s  intégrales  proposées 
dans  les  premiers  membres  à  des  déterminations  de  dérivéeset  four- 
nissent pour  ces  intégrales  des  expressions  très  condensées.  Elles 
s'appliquent  aussi  bien  au  cas  où  l'on  donne  à  a  des  valeurs  particu- 
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Hères.  La  formule  (5),  par  exemple,  fournit  un  procédé  élégant  pour 
calculer  l'intégrale  classique 

Ç      dx 

}  {x-'--\- 1)" 

Seulement,  il  faut  effectuer  les  n  dérivations  par  rapport  à  a  avant 
de  faire  a  =  1  dans  celte  formule.  Toutefois,  le  procédé  le  plus  com- 
mode pour  calculer  celle  intégrale  en  pratique  n'est  pas  celui-là.  Il 
résulte  d'une  formule  de  réduction  que  nous  ferons  connaître  plus 
tard  (n«  185). 

168.  Variabilité  de  forme  de  l'intégrale.  —  1°  L'intégrale  d'une 
même  fonction  peut  s'écrire  parfois  sous  des  formes  en  apparence 
très  différentes.  Cela  provient  de  ce  que  l'on  peut  séparer  de  la  con- 
stante arbitraire  une  constante  déterminée  pour  la  réunir  à  la  fonction 
intégrale.  Ainsi,  au  lieu  de  l'expression  habituelle 

dx 


/. 


\-\-x-' 
on  pourra  écrire 


arctga;  +  C, 


j—j:,  =  (arctga:+arctg  1)4- C  =  arctg|_-y.  f-  C 


et  ces  diverses  formes  sont  équivalentes. 

2°)  L'intégrale  d'une  même  fonction  peut  se  présenter  sous  des 
formes  analytiques  difterentes,  lorsque  x  varie  dans  des  intervalles 
dinérents.  Celte  remarque  s'applique  à  l'intégrale 

dx 


h 


=  Log(a-— r/)-f  C. 


Les  quantités  négatives  n'ayant  pas  de  logarilluno  réel,  cette  formule 
suppose  X  >  a.  Si  x  <  a,  on  aura 

f   dx  Ç   dx        .      .         .  .  ^ 

—     =— =  Log  </  — .r)  +  C. 

Jx  —  a         Ja—x         "^ 

La  forme  de  celle  intégrale  change  donc  suivant  que  .r  est  >  n  ou 
que  X  est  <  a.  Afin  de  ne  pas  revenir  à  chaque  instant  sur  cette  dis- 
tinction, nous  conviendrons,  une  fois  pour  toutes,  que,  lorsque  la 
valeur  d'une  intégrale  renferme  un  logarithme,  la  quantité  sous  le 
signe  logarithmique  sera  prise  en  valeur  absolue. 
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Exercices. 


1°)  Par  substitution. 


\&maœdx  = \-G  \-. =Logtga;  +  C 

U/-i =arcsin-  +  C  U/-r s-—      V«       .c  i-»^ 

2°)  Par  décomposition. 

rtg2rcrfa;=tga7— a;4-C   ''      \dx  Wldl^  ==  arc  sin  a;  —  Vl  —  ^-  +  C 

r              ^         «      T        l^sinôa?  ,  sin4£(7  ,  sin2a;        ^  ,  r^ 
eosrccos2a;cos3a;rta;  =  -l  — ^ 1 j 1 x \-x  j-\-L> 


^ 


h 


/Vi-  1  1 

+  2Logtga;  +  C. 


sin^iccossflî      2cos^a;      2sin^a7 
3°)  Par  parties. 

dx  arc  sin x^  x arc sin a;  +  \l  —  x-  +  G 


/ 


I' 


arc  sin  a;  t-7=^^  =  a;  —  Vl  —  ^^'^  arc  sin  a; 


I 


a;  tg  a;  +  Log  cos  x-\-C 


cos^  a; 


r                ,        e«^(sina;  +  «cosa^)   ,  ^ 
e^^cosxdx  =  —      ,     '    ^  +  C 

4°)  Combinaison  de  divejses  méthodes. 

rSjx^—a^  ^^ _ \J^^i_^^_^^ arccos -  +  C 
J  X  ^ 


J: 


c/a;  «a;  4- ^  Log  (g  cos  a;  H- ^  sin  a-) 

a-\-bXgx~  a^-\-b'^ 


I 


I 


a?  tg'^a; rfa;  =  a;tga>  -h  Log  cos  a^ 9"^^ 


avcs'mxdx      a;  arc  sin  a;   ,   1  _       ,,         ,,    ,   r« 
^arctga;^^        e« '"•<=»« ^  (a  +  a?) 


I 


/' 


(l  +  a?2)3/2      (l+a2)yi+-^ 


x^arcigxdx  ,       ,         1        .      ,       1,       /i    r      ..x  1   n 

— OT^—  =  arc  tga;  (a;  —  ^  arc  tg  a;)  —  ^  Log  (1  +  a;^)  +  C 
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N.  B.  Les  trois  derniers  exercices  se  ramènent  à  d'autres  qui  pré- 
cèdent, le  premier  par  la  substitution  x  =  sin  cp  et  les  deux  autres  par  la 
substitution  x  ==  tg  o. 

§  2.  Intégration  des  fractions  rationnelles. 

169.  Décomposition  de  la  fraction  à  intégrer.  —  Soit  à  intégrer 
l'expression 


J 


'w  d. 


¥{x) 

où  f{,v)  et  F(j')  sont  des  polynômes  entiers  à  coefficients  réels.  Quand 
/(.r)  n'est  pas  de  dei^ré  moindre  que  F(j),  on  commence  par  elTectuer 
la  division.  Le  quotient  /(.r)  :  F(.i)  se  décompose  en  une  partie  entière 
et  une  fraction  proprement  •  dite.  L'intégrale  de  la  partie  entière 
s'obtient  inmiédiatement  (n°  1(52)  et  l'on  est  ramené  à  intégrer  une 
fraction  proprement  dite. 

Suj)posons  donc  que  l'expression  à  intégrer  ait  été  débarrassée  de 
sa  partie  entière  et  que  f{x)  :  V{x)  soit  une  fraction  proprement  dite. 
Décomposons  F(.r)  en  ses  facteurs  linéaires  et  soit 

Y {œ)  =  [a- —  a)''  {.i  —  bj^... 
On  sait  en  déduire  (n»  105)  la  formule  de  décomposition  de  ('(x)  : 
F(.r)  en  fractions  simples. 
Supposons  que  cette  formule  soit  la  suivante  : 

F(.r)       j-  —  a  ^  [x—a]-  ''  "(7^:^ 

(1)         <!  4--1l_    i_A_    I 1         % 


\ 


^  x  —  b  ^  {x—bf^        ^ 
+  ••• 


{x-b)P 


Sous  celte  forme  la  fonction  est  préparée  pour  l'intégration.  Nous 
rangerons  les  termes  de  la  décomposition  en  deux  catégories.  La 
première  catégorie  comprendra  tous  les  termes  de  la  première 
colonne  où  le  dénominateur  est  du  premier  degré.  La  seconde  caté- 
gorie comprendra  tous  les  autres  termes  où  le  dénominateur  est  de 
degré  supérieur  au  premier.  11  n'y  aura  donc  de  termes  de  la  seconde 
catégorie  que  si  F(.r)  a  des  racines  multiples. 

170.  Intégration  dans  le  cas  des  racines  réelles.  —  Si  toutes  les  ra- 
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cines  a,  b,...  sont  réelles,  tous  les  termes  de  la  décomposition  sont 
immédiatement  intégrables  et  on  obtient  la  formule  d'intégration 


{X  —  b] 


(2)  <  +BiLog(.r-ft) ^ 


[x-br 


+ 


L'intégrale  se  compose  d'une  partie  logarithmique  et  d'une  partie 
rationnelle.  La  partie  logarithmique  est  la  somme  des  intégrales  des 
termes  de  la  première  catégorie  et  la  partie  rationnelle  la  somme  des 
intégrales  des  termes  de  la  seconde  catégorie. 

171.  Intégration  dans  le  cas  des  racines  imaginaires.  —  Si  toutes 
)es  racines  ne  sont  pas  réelles,  si,  par  exemple,  les  racines  a,  b,  ... 
sont  imaginaires,  les  logarithmes  qui  figurent  dans  la  formule  (2) 
n'ont  plus  de  sens,  au  moins  jusqu'à  présent,  et  nous  verrons  dans 
un  instant  par  quoi  il  faut  les  remplacer.  Mais  il  n'y  a  rien  à  changer 
aux  autres  termes  de  la  formule  d'intégration  qui  sont  rationnels.  En 
effet,  ce  sont  bien  des  fonctions  primitives  des  termes  correspondants 
de  la  formule  de  décomposition,  à  condition  de  se  placer  au  point  de 
vue  plus  général  de  la  différentiation  des  fonctions  d'une  variable 
complexe.  D'ailleurs  les  imaginaires  ne  jouent  qu'un  rôle  transitoire. 
Il  suffit  de  faire  la  somme  de  ces  termes  pour  rendre  à  l'intégrale  la 
forme  réelle.  Nous  allons  montrer,  en  effet,  que,  x  étant  réel,  les 
imaginaires  se  détruisent. 

Les  coefficients  de  F  [x]  étant  réels,  à  toute  racine  imaginaire 
a  correspond  une  racine  conjuguée  b  du  même  degré  de  multiplicité. 
La  loi  de  formation  des  coefficients  de  la  formule  de  décomposition 
montre  ensuite  (n°  106)  que  les  coefficients  Ai  etBi,  A,  etB2,...sontdeux 
à  deux  des  imaginaires  conjuguées.  Donc  les  fractions  qui  sont  écrites 
sur  la  première  ligne  dans  la  formule  (2)  sont  les  conjuguées  des 
fractions  écrites  immédiatement  en  dessous  dans  la  seconde  ligne  et, 
par  conséquent,  leur  somme  sera  réelle. 

Les  termes  de  la  seconde  catégorie  s'intègrent  donc  de  la  même 
façon  que  les  racines  a,  b,  ...  soient  réelles  ou  qu'elles  soient  imagi- 
naires. Il  n'en  est  plus  ainsi  pour  les  termes  de  la  première  catégorie. 
Lorsqu'il  y  en  a  d'imaginaires,  il  faut,  avant  d'intégrer,  commencer 


J\x —  a 


par  ajouter  deux  à  deux  les  tenwjfe  conjugués.  Cela  fait,  nous  allons 
montrer  que  l'intégration  se  i'ainilc  suite.  Soient  encore  a,  h  deux 
racines  imaginaires  conjuguées.  On  pourra  poser 

a^p  -\-  qi,      b  :^p  —  qi,      Aj  -=  M  +  Ni,       Bj  =  M  —  Ni, 
les  quantités  p,  q,  M,  N  étant  réelles.  Il  vient  alors,  en  ajoutant  les 
termes  conjugués, 

Al  Bi     _     M+Ni  M  — Ni     _  ^m[x—p)  —  q  N 

X  —  a      .r  —  b      X  —  p  —  qi      .v  —  p  -\~  qi       "     [x  —  pY  +  q- 

Cette  somme  est  réelle,  et  il  vient 

J\x—a      x  —  bj  J  [x—p)^ -h </'  J  {x  —  W  +  q 

Ces  intégrations  ont  été  effectuées  au  no  163.  On  trouve 

^  ^jrtb)  ^^  ==  ^  Log  [{x-py  +  q']  -  2  N  arc  tg  ~^. 

Des  résultats  précédents,  on  conclut  le  théorème  fondamental 
suivant  : 

172.  Théorème.  —  L'intégration  d'une  fonction  rationnelle  peut 
toujours  être  effectuée  au  moyen  des  fonctions  élémentaires.  L'inté- 
grale se  composera  généralement  d'une  partie  transcendante  et  d'une 
partie  rationnelle.  La  fraction  à  intégrer  étant  débarrassée  de  sa  partie 
entière,  la  partie  rationnelle  résulte  de  l'intégration  des  fractions  simples 
de  la  seconde  catégorie  ;  elle  n'existe  que  si  le  dénominateur  F  [x)  a  des 
racines  multiples.  La  partie  transcendante  résulte  de  l'intégration  des 
fractions  simples  de  la  première  catégorie  ;  elle  se  compose  exclusive- 
ment de  logarithmes  si  F  (x)  n'a  que  des  racines  réelles  ;  elle  peut,  en 
outre,  comprendre  des  arcs  tangentes  si  F  [x)  a  des  racines  imaginaires. 

173.  Détermination  directe  de  la  partie  rationnelle  de  l'intégrale.  — 
La  méthode  exposée  dans  les  numéros  précédents  sullit  déjà  pour 
effectuer  en  pratique  l'intégration  des  fractions  rationnelles.  Mais,  dans 
le  cas  oîi  l'intégrale  a  une  partie  rationnelle,  ce  n'est  pas  celle  qui 
donne  lieu  aux  calculs  les  plus  simples.  En  effet,  la  détermination  des 
coefficients  de  la  formule  de  décomposition  est  laborieuse  dans  le  cas 
des  racines  multiples,  surtout  si  ces  racines  sont  imaginaires.  La 
méthode  que  nous  allons  indiquer  et  dont  le  principe  est  dû  à  Her- 
mite,  permet  de  trouver  directement  la  partie  rationnelle  de  l'intégrale 
et  d'achever  le  calcul  par  l'intégration  d'une  fraction  rationnelle  dont 
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le  dénominateur  n'a  plus  que  des  racines  simples.  La  décomposition 
se  fait  alors  très  simplement  par  la  formule  générale  du  n"  108.  Cette 
méthode  repose  sur  les  considérations  suivantes  : 

Faisons  la  somme  des  termes  de  la  première  catégorie  dans  la 
formule  de  décomposition  (1).  Nous  trouverons  une  fraction  propre- 
ment dite  X  :  P,  où  le  polynôme  P  a  pour  valeur 

(4)  P  =  {x—a)  [jc  —  b]  ... 

D'autre  part,  faisons  la  somme  de  tous  les  termes  rationnels  dans 
le  second  membre  de  la  formule  d'intégration  (2),  nous  trouverons 
aussi  une  fraction  proprement  dite  Y  :  Q,  où  le  polynôme  Q  a  pour 
valeur 

(5)  Q={x-a)''-'{x-b)^-'-. 
La  formule  d'intégration  (2)  peut  alors  s'écrire 

Dans  cette  formule,  Y  :  Q  et  X  :  P  sont  des  fractions  proprement 
dites  et  le  polynôme  P  n'a  que  des  racines  simples.  Je  dis  qu'une 
décomposition  qui  possède  ces  caractères  n'est  possible  que  d'une 
seule  manière. 

En  effet,  si  l'on  avait  deux  décompositions  semblables,  savoir 

on  en  déduirait,  en  dérivant, 

VQ  qJ  p,  p 
Supposons  qu'on  remplace  chacune  de  ces  fractions  par  son  déve- 
loppement en  une  somme  de  fractions  simples.  Il  faudra  que  toutes 
ces  fractions  simples  se  détruisent  dans  chaque  membre.  En  effet, 
comme  la  dérivée  d'une  fraction  simple  est  toujours  une  fraction  de  la 
seconde  catégorie,  le  premier  membre  ne  peut  plus  contenir  après  la 
dérivation  que  des  fractions  de  la  seconde  catégorie,  tandis  que  le 
second  ne  contient,  par  hypothèse,  que  des  fractions  de  la  première. 
Ces  fractions  doivent  donc  disparaître,  car  on  sait  que  la  décomposi- 
tion en  fractions  simples  n'est  possible  que  d'une  seule  manière.  On 
en  conclut  donc 

X  =  Il         X  _  Xi 

Q       Qi'  P"      P. 

et  les  deux  décompositions  supposées  sout  les  mêmes. 
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La  remarque  précédente  permet  de  déterminer  directement  Y  :  Q  et 
X  :  P  par  la  métliode  des  coefficients  indéterminés.  En  effet,  dérivons 
la  formule  (6)  ;  il  viendra 

^  '  ¥{x)    vq;  ^  P 

Le  polynôme  Q,  défini  par  la  formule  (5),  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  F  et  sa  dérivée  et  s'obtient  par  des  calculs  lationnels. 
Le  polynôme  P,  défini  par  la  formule  (4),  est  le  quotient  de  F  par  Q  et 
s'obtient  aussi  par  des  calculs  rationnels.  Les  deux  polynômes  P  et  Q 
étant  connus,  on  remplacera  dans  la  formule  (7i  X  et  Y  par  des  poly- 
nômes à  coefîicients  indéterminés,  de  degré  immédiatement  inférieurs 
à  ceux  de  P  et  de  Q  respectivement.  En  effectuant  la  dérivation  indi- 
quée et  en  multipliant  la  formule  (7)  par  ¥^ç=  PQ,  il  viendra 

O'P 
/■(a)  .-=  PY'  -  Y  ^  +  QX. 

On  voit  de  suite,  Q'P  étant  multiple  de  Q,  que  le  second  membre  est 
un  polynôme  de  degré  immédiatement  inférieur  à  celui  de  F.  En 
égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  d'  dans  les  deux 
membres,  on  aura  le  nombre  d'équations  linéaires  nécessaire  et 
suffisant  pour  déterminer  les  coefficients  inconnus  de  X  et  de  Y. 

Remarque.  —  La  métliode  précédente  permet  de  trouver  la  partie 
rationnelle  de  l'intégrale  sans  résoudre  l'équation  ¥{x)  =  0.  Elle  met 
immédiatement  en  lumière  un  fait  important.  C'est  que  la  partie 
rationnelle  de  l'intégrale  est  rationnelle  non  seulement  par  rapport  à 
la  variable  d-,  mais  aussi  par  rapport  aux  coeflicienls  de  /(.r)  et  F(.r). 
Celte  même  remarque  s'applique  à  la  fraction  X  :  P,  qui  reste  à  inté- 
grer pour  obtenir  la  partie  transcendante  de  l'intégrale. 

174.  Application.  —  Pour  mieux  faire  saisir  la  méthode  d'intégra- 
tion précédente,  nous  allons  l'éclaircir  par  un  exemple.  Soit  à  intégrer 
la  fraction 

ru-)  __      1 

¥{x}  (x8  — i)« 
Puisque  ¥(a:]  a  des  racines  multiples,jLlniégi'ale  a  une  partie  ration- 
nelle^ On  commencera  par  la  déterminer  pai*  la  méthode  du  numéro 
précédent.  Le  polynôme  Q  de  la  théorie  générale  s'obtient  en  dimi- 
nuant d'une  unité  l'exposant  des  facteurs  simples  de  F(.r)  ;  il  sera  donc 
égal  à  a-^  —  1,  car  cette  fonction  n'a  que  des  racines  simples.  Donc  P 
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est  aussi  égal  à  i-"'  —  1.  Les  polynômes  inconnus  X  et  Y  seront,  par 
suite,  du  second  degré.  On  posera,  pour  les  déterminer,  la  formule 
dx  ax^  -\-hx  -\r  c        C  dx^  -\-  ex  ~\-  f 


Ç       dx        _  ax^  -[-  bx  4-  c    ,    / 


1 


dx. 


On  égale  les  dérivées  des  deux  membres  et  on  chasse  les  dénomi- 
nateurs. Il  vient 
i  =  (or^  —  1  )  (-2 ax  -t- 1>\  —  3 x-  {ax-  -\- bx ~\- c) -\-  'x^  —  1  )  [dx-  +  ex  +  /) . 

L'identification  des  deux  membres  fournit  le  système  d'équations  : 

(/  =  0,  e  —  a  =  0,  /_2/;  =  0, 

d  +  .3  c  =  0.  d  -h  2  rt  =  0,  f+b  =  —  \, 

d'où  l'on  tire  les  valeurs  des  coefficients  inconnus  : 

rf  =  0,  a  =  0,  b  =  —  \:ii, 

c^O,  e-0,  /■=  — 2:3. 

On  aura  donc 

1*       dx 1       X  2  r     dx 

^°^  J  (x^  —  iY  ~       3  x^^^  ~  3  J  x^^^  ' 

On  a  ainsi  obtenu  la  partie  rationnelle  de  l'intégrale  et  il  reste  à  en 
calculer  la  partie  transcendante.  Celle-ci  exige  la  reclierche  des  racines 
de  x^  —  1,  qui  n'a  plus  que  des  racines  simples.  Ces  racines  a,  b,  c, 
ont  pour  valeurs  : 

— l-fiV3  ,      .  .      — l-i\3  , 

On  a  la  formule  de  décomposition 


x^  —  1       X  —  a      X  —  b      X  —  1 

Les  coefficients  se  calculent  par  la  règle  du  n°  108.  La  dérivée  de 
x^^  —  1  étant  Sx-  et  a^  étant  égal  à  un,  on  a  de  suite 

3  a-        3  6 

et,  de  même,  B  =  M  —  N  i,  C  =  -.  Il  n'y  a  plus  qu'à  appliquer  la  for- 
mule  (3).  On  trouve 

J  a^^:r-i  =  -  6  Log  {x^  +  ^+  D- Y  arctg-p- 
-f  ^Log(.f-l)-hC. 
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Portant  cette  valeur  dans  (8),  il  vient  enfin 


/■ 


dx        _      1       X        ,    2V3  2a;  +  l 

-1;2  ~~Sx^-\^      9     ^'^^^      V3 


+  9Log 


'x^+x  +  i  ,    ,    ^ 


175.  Méthode  de  Hermite.  —  Les  résultats  obtenus  au  n°  17y  peuvent 
être  établis  directement  i)ar  la  méthode  suivante,  indiquée  par  Hermite, 
qui  se  rattache  au  procédé  de  décomposition  du  n°  109  et  qui  ne  s'appuie 
pas  sur  la  résolution  de  l'équation  F  (a?)  =  0. 

Après  avoir  mis,  comme  au  n°  109,  F  [x)  sur  la  forme 

F(^)  =  P,  P-^  P3..., 

où  les  polynômes  Pj,  P,,...  sont  sans  racines  multiples,  on  en  déduit  par 
des  calculs  rationnels  (n"  109) 

w  Y[x)     p^^  p|^  vy 

Pour  intégrer  la  fraction  rationnelle,  on   aura  donc  à  intégrer  une 
^omme  de  fractions  proprement  dites,  du  type  général 


où  le  polynôme  §  n'a  que  des  racines  simples. 

Cette  intégration  peut  se  faire  de  la  manière  suivante  : 

On  n'observe  que  ^,  n'ayant  que  des  racines  simples,  est  premier  avec 

sa  déiivée   ^'.    On    déterminera   donc  par  des  calculs  rationnels  deux 

polynômes  A  et  B,  satisfaisant  à  la  condition 

A  5'  -t-  B  ^''  =  q. 

On  en  tire 

r  <i  C  TA  ^' 

J  ^»  "^^  -=  J  B  rfa;  +  J  -  ^  dx, 

ensuite,  par  une  intégration  par  parties, 


r^-  dx = i^dx  — ^- ^ + -^ 


A' 
1   I  9^^^- 


On  peut  abréger  cette  formule  en  convenant  de  représenter  par 


m 

L  n . 


la  valeur  de  1p.  fraction  algébrique  —  débarrassée  de  sa  partie  entière. 
Les  parties  entières  devant  se  détruire  dans  l'équation  précédente,  on  aura 

1     c  r  A'  ' 


(^  . .    _  __!__  r__A I  ,    1    j 


dic. 


C'est  une  formule  de  réduction  qui  ramène  l'intégration  de  la  fraction 
proposée  à  celle  d'une  fraction  de  même  forme  mais  où  l'exposant  n  est 
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abaissé  d'une  unité.  En  l'appliquant  de  proche  en  proche,  on  pourra  ré- 
duire l'exposant  n  jusqu'à  l'unité.  Il  vient  alors,  par  l'addition  des  parties 
déjà  intégrées,  M  et  N  étant  des  polynômes, 
1    ...  _  ^ 


dx  =-  -^_.+   I  -gT  do: 


On  appliquera  ce  procédé  de  calcul  à  chacun  des  tei'ines  de  la  for- 
mule (9)  sauf  le  premier.  On  ajoutera  d'une  part  les  parties  intégrées, 
d'autre  part  les  fractions  sous  le  signe  d'intégration.  On  obtiendra  le 
résultat  trouvé  au  numéro  précédent  : 

(M  ^^  _  Y  ^  r  X 


dx  =  —-{-  j  —  dx. 


Exercices. 
1.  Démontrer  les  formules  suivantes  : 


[a:^.-oo  +  2)dx  _  1  ^^^  Qx^  +  1)M^  -  2)    ,    ç 


i 


a;*  —  5  a;2  _j_  4  3      *=  |,^  _  j|  ^^  ^  2)2 

X-  dx  1  ,       0:  —  1        V  2        ,      .'.; 


x^  +  x^—'Z      6      ='07+1'      3  °V2 

(3  x^  -\-x  —  2)dx        3  ^        a;2  +  1  ^  ,      5  à'  —  6      ,    ^ 

\^  _  1)3  (^T-+Ty-  -  I  Log --^  -  arc  tg.'  +  ^^_-^  +  C 

dx  1  (1  +  ^^)^(1+0.  +  ^^)         1    ,,,t-'^^^+^- 

l_^6-i2^^^(l_^)'-^(l_^  +  a72)^2V3        ^1— .T^ 

2,  Soit  f{x)  un  polynôme  de  degré  <  n  ;  démontrer  la  formule 

R.  C'est  une  application  de  la  méthode  de  dérivation  du  n°l67. 

On  a,  P(a^,  a)  désignant  un  polynôme  de  degré  <  n  par  rapport  à  a, 


o?  —  a  0:  —  a 


On  intègre  par  rapport  à  x,  puis  on  dérive  [n —  1)  fois  par  rapport 
à  «  ;  on  trouve  la  formule  proposée. 

3.  8011/(5;)  un  polynJme  de  degré  <  2  w.  On  le  met  sous  la  forme 
Ci  [x^)  -\-  x'\>  (x^)  où  C5  et  'I/  sont  des  polynômes  en  0:^.  Soit  a  >  0  ;  on  aura 

R.  Solution  analogue  à  la  précédente, 
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§  3.  Intégration  des  irrationnelles  algébriques 

176.  On  a  vu  clans  le  paragraphe  précédent  que  l'intégration  des 
différentielles  rationnelles  peut  toujours  se  faire  au  moyen  des 
fonctions  élémentaires.  Il  n'en  est  plus  ainsi  pour  les  différentielles 
irrationnelles,  sauf  dans  des  cas  particuliers.  Lorsque  cette  intégration 
est  possible,  elle  se  fait  généralement  par  l'un  des  deux  procédés 
suivants  :  1")  ou  bien  on  rend  la  différentielle  rationnelle  par  une 
substitution  de  variables,  ce  qui  i-aniène  au  cas  précédent;  2°)  ou  bien 
on  établit  une  formule  de  réduction  qui  fait  dépendre  l'intégrale 
cherchée  d'une  intégrale  plus  simple,  celle-ci  d'une  autre  plus  simple 
encore,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  intégrale 
connue.  Nous  rencontrerons  d'abord  des  applications  de  la  première 
méthode. 

177.  Théorème.  —  Si  a,  b,  c,  d  sont  des  constantes  quelconques; 
a,  |3,...  des  exposants  rationnels  et  R  {x,y,z,...)  îuie  fonction  ration- 
nelle de  X,  y,  z,...,  Vintégrale 

est  réductible  par  une  substitution  rationnelle  à  celle  d'une  différentielle 
rationnelle. 

Soitjn  le  plus  petit  commun  dénominateur  des  fractions  a,  [i,...  et 
t  une  nouvelle  variab'e;  la  substitution 

ex  -\-  d  a  —  cP"       ^ 

rendra  la  ditlerentielle  rationnelle.  En  effet,  l'intégrale  devient  ainsi 

^R^(/),^"^ /'"/,...  Ip'  {t)dt 


et  la  diftérentielle  sous  le  signe  intégrale  est  devenue  rationnelle,  car 
0  (/)  et,  par  suite,  p'  (/)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  /  et  les 
exposants  ma,  mp,...  sont  entiers.  L'intégration  se  fera  par  les 
procédés  du  paragraphe  précédent.  On  reviendra,  s'il  y  a  lieu,  à  la 
variable  x  par  la  substitution 


'^'.r.r  +  rf 


Dans  les  applications,  on  rencontre  souvent  le  cas  où  la  fraction 
{ax  -h  b)  :  {ex  4-  d)  se  réduit  à  l:i  variable  x  elle-même  ou  à  une 
fonction  linéaire  de  x,  comme  dans  les  exemples  suivants  : 
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Par  la  substitution  œ  =  t^,  il  vient 

*•  =st'  —  'S  Log  (1  +  r-  )  +  c 

=  Sx"^—  3  Log  (1  +  x^}  +  C. 
Par  la  substitution  .r  —  l  =  t-,  il  vient 

ix^  _  2  ('(r-'  +  1)3  dt  ^  2f  [4-  +  3  -^  +  ^-'  +  ^ 
J  Vif— 1  .'  L  7  5 


+  (' 


178.  Différentielles  qui  renferment  la  racine  carrée  d'un  polynôme 
du  second  degré.  —  Soit  Pi  [x,  y)  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  y; 
si  l'on  y  fait 

y  =^  s/  a  -\-  bx  -\-  ex- , 
rintégrale 

I  R  {X,  y)  dx 

est  réductible  par  une  substitution  rationnelle  à  celle  d'une  différenUelle 
rationnelle. 

la  transformation  doit  être  choisie  de  manière  à  éviter  l'introduc- 
tion des  imaginaires  quand  les  données  sont  réelles.  On  y  arrivera  par 
l'une  des  deux  substitutions  suivantes  : 

1")  Si  les  racines  de  {a  +  bx  +  cx^)  sont  réelles,  la  substitution  est 
fournie  par  le  théorème  précédent.  Soient,  en  ertet,  a  et  ,3  ces  deux 
racines,  il  vient 

y  =  \^j^^yJJ^^Zrf)  ^  (^.  _  a)  Y  ^^]f  J7^^) . 

Donc  //  et,  j)ar  suite  R  (.r,  y)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  et 
de  ce  dernier  radical.  La  rationalisation  se  fera  par  la  substitution 

X  —  a 

2°)  Si  les  racines  de  [a  |-  bx  h  ex')  sont  imaginaires,  le  coellicient 
c  devra  être  positif  pour  que  le  radical  soit  réel,  sinon  le  trinôme, 
ayant  toujours  le  signe  de  c,  serait  constannnent  négatif  et  sa  racine 
imaginaire. 

11 
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Donc,  quand  les  racines  sont  imaginaires  et,  plus  généralement, 
quand  c  est  positif,  on  peut  poser 

y  =  t  ±  X  \'c, 

d'où  l'on  tire,  en  élevant  au  carré  et  en  remplaçant  y-  par  sa  valeur, 

a-\-bx  =  t-  ±  2te  \/c. 

Cette  relation  est  linéaire  par  rapport  à  x.  On  en  tirera  donc,  p  (t) 
désignant  une  fonction  rationnelle, 

x^  ^  [t),        dx  =-  p'  (t) dt,        y  =  t±  ç>  [t]  Vc. 

On  substituera  ces  trois  valeurs  dans  l'intégrale  et  la  fonction  à 
intégrer  sera  rendue  rationnelle.  Après  l'avoir  intégrée,  on  remplacera 
t  par  sa  valeur 


i  =  \/a  -hbx-\-  cx^  rp  X  \lc. 
Remarque.  —  Lorsque  le  coefficient  a  est  positif,  la  seconde  substi- 
tution s'appliquera,  après  avoir  remplacé  x  par  -,  car  on  aura 


v/ — r-ï. — , ô      \/az-  +  bZ'{-c 

\  a-\-bx  -{-  ex-  =  — — — -4 ' — 

et  le  coefficient  de  z^  sera  positif.  La  différentielle  sera  rendue 
rationnelle,  en  posant 


\iaz^  -\-bz-]-c  =  t  ±  z  \  a. 
Cette  transformation  revient  à  poser,  sans  passer  par  l'intermédiaire 
de  z, 

y  =-  \/  a  +  bx  -]-  ex"  =  ±  Va  +  tx. 
Donc,   quand  a  est  positif,   cette  dernière  relation  définit  une 
troisième  substitution,  dont  on  peut  se  servir  pour  rendre  la  diffé- 
rentielle rationnelle. 

179.  Interprétation  géométrique.  —  On  peut  donner  une  interpréta- 
tion géométrique  aux  substitutions  du  numéro  précédent  et  les  comprendre 
dans  une  transformation  plus  générale. 

Considérons  la  conique 

(1)  y^  ^  a -]- Lr -\.  c.r\ 

Il  s'agit  d'exprimer  les  coordonnées  .r,  1/  de  tous  ses  points  en  fonction 
rationnelle  d'un  pai'amètre  t.  A  cet  effet,  soient  a  et  v  =  y  «  +  ^[1  +  cp-^ 
les  coordonnées  d'un  point  fixe  de  la  courbe.  L'équation 

(2)  (.V-v)  =  <(.>--!^), 

OÙ  i  est  un  paramètre  variable,  représente  un  faisceau  de  droites  passant 
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par  le  point  (li.,  ■>)  et  qui,  par  conséquent,  ne  rencontrent  plus  la  courbe 
qu'en  un  seul  autre  point.  Donc  les  coordonnées  de  ce  point  s'exprime- 
ront en  fonction  rationelle  de  t.  On  le  vérifie  d'ailleurs  facilement. 
L'équation  de  la  conique  peut  s'écrire 

(3)  y^  -u^=b  {X  -  ;^)  +  c  (.r^  -  ix2) 

Divisant  les  équations  (2)  et  (3)  membre  à  membre,  il  vient 

Les  équat'ons  (2)  et  (4)  forment  un  système  d'équations  du  premier 
degré  en  a:  et  y  et  on^tire  les  valeurs  de  x  et  v  en  fonction  rationnelle 
de  t. 

Si  le  point  (jx,  v)  est  un  de  ceux  où  la  conique  coupe  l'axe  des  a-,  on 
trouve  la  première  des  substitutions  du  n°  précédent.  Si  le  point  (;ji.,  v) 
est  un  de  ceux  où  la  conique  coupe  l'axe  des  y,  on  trouve  la  troisième. 

La  seconde  dos  substitutions  du  n^  précédent  s'obtient  en  coupant  la 
conique  par  un  faisceau  de  droites  parallèles  à  l'une  des  asymptotes 

y  =  t±  X  \/c. 

Ces  droites  rencontrent  la  conique  en  un  seul  point,  dont  les  coordon- 
nées seront  donc  aussi  des  fonctions  rationnelles  de  t. 

180.  Différentielles  réductibles  aux  précédentes.  —  I.  Soit  R  (x,  y,  z) 
une  fonction  rationnelle  de  x ^  y ^  z  ;  on  peut  réduire  aux  précédentes 
'par  une  substitution  de  variables  les  différe^itielles  de  la  forme 


R 


(  •   %  I  axj\-_b_       I  cx-\-d'\     _ 

V   '   \  mx  -\-n'  \l  mx  -\-  nj 


où  a,  b,  c.  d,  m,  n,  sont  des  constantes  quelconques. 

En  effet,  posons,  ce  qui  rendra  le  premier  radical  rationnel, 

ao:  4-  b         ,       , ,   ,  nt-  —  b 

=  t-,    d  ou 


mo:  -\-n         '  a  —  ynt-  ' 

il  viendra,  en  substituant  cette  valeur  de  x, 

ex  4-  d        {en  —  dm)  t-  —  [cb  —  da) 
ma:  -\-  n  na  —  m.b 

Donc,  si  l'on   exprime  la   différentielle   proposée   au  moyen  de  t,  elle 
ne  renfermera  plus  d'autre  irrationnalité  que 


\j[cn  —  dm)  t-  —  [cb  —  da) 
et  elle  sera  de  la  forme  supposée  dans  le  théorème  précédent  (n°  178). 
11.  Les  différentielles  de  là  forme 


R  (x,  V"    Vbx  ^  ex-  ,  VA  4-  Bx  +  C^2  )  dx 
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sont  aussi  réductibles  aux  précédentes,  pourvu  que  les  deux  trinômes 
a  -\-bx  -\-  cx^  et  A  -\-  Bx  -\-  Cx-  aient  une  racine  coimmine. 

En  effet,  en  décomposant  ces  trinômes  en  leurs  facteurs  et  en  suppo- 
sant que  X —  a  soit  le  facteur  commun,  [x  —  f>)  et  [x  —  y)  ^^s  doux 
facteurs  différents,  on  a 


y'«  +  bx  -j-  ex'  =  [x  — 


VA  +  B^  +  Cx"^  =  [x 
ce  qui  ramène  au  cas  que  nous  venons  de  traiter, 

181.  Intégrales  abéliennes.  —  On  donne  ce  nom  aux   intégrales  de 

la  forme 

r 

J  R  {x,  y)  dx, 

où  R  désigne  une  fonction  ratioimelle  de  x  et  de  y  ;  cette  dernière 
quantité  étant  elle-même  une  fonction  algébrique  définie  par  une  équation 
F  {X,  y)  =  0. 

Lorsqu'il  est  possible  d'exprimer  rationnellement  les  coordonnées  de 
la  courbe  F  [x,  y)  =  0  an  moyen  d'un  paramètre  t,  on  dit  que  la  courbe 
est  unicursale.  On  aura,  dans  ce  cas, 

Prenant  t  comme  nouvelle  vaiiable,  l'intégrale  deviendra 

et  elle  se  déterminera  sans  difficulté,  la  différentielle  étant  devenue 
rationnelle. 

Les  coniques  en  particulier,  ainsi  qu'il  résulte  du  n°  179,  sont  des 
courbes  unicursales.  C'est  dans  la  théorie  des  courbes  algébriques  qu'on 
indique  les  caractèies  distinctifs  des  courbes  unicursales  et  le  moyen  de 
trouver  les  fonctions  cp  ;<)  et  <]/(/),  L'examen  de  cette  question  ne  peut 
trouver  place  ici.  Nous  nous  contenterons  d'indiquer  un  exemple  assez 
général. 

Supposons  que  la  fonction  //  soit  définie  par  l'équation 

r>»  {->■',  y)  +  ''im-i  [x,  y)  =0 
où  'i^„  et  '^,,,-1  désignent  des  polynômes  homogènes  de  degrés  ///  ei  m  —  1 
respectivement.  l'osons  y  =  tx  et  î>ui>primons  dans  l'équation  le  facteur 
commun  »i'"~'  ;  elle  doiniera 


î...  (1.')  îm(l,0 
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Ces  expressions  sont  rationnelles.   On   pourra   donc  intégrer  toute 
différentielle  de  la  forme  R  [x,  y)  dx. 

182.  Applications  de  la  théorie  du  n°  178.  —  I.  Considérons  d'abord 
;  l'intégrale 

l'  dx 

J  \^ai-bx-\-X' 
On  applique  la  seconde  transtormation  ;  on  pose 


Vfl  -{-bx  +x-  =  t  —  X,  d'où         a  -{- bx  =  t-  —  2  tx. 

Difterentiant  la  dernière  relation,  il  vient 

dx    _     ^dt 
t  —  x~  b-\-^t 
et,  par  conséquent, 

(1)  ,b  ^ 

f  =  Log(^  +  x-{-\/a  +  bx-^x^]^C. 

On  rencontre  souvent  le  cas  où  ô  =-=  0  ;  il  vient  alors 

C      dx  . , 

(2)  J  yp=^  =  Logf^'  +  \x'  +  fl)  +  C. 

II.  Considérons  ensuite  l'intégrale 
j'  dx 

J   Va+fcj;  — x^ 
On  pourrait  utiliser  la  première  transformation,  mais  le  calcul  se 
fait  plus  facilement  en  observant  que 

a  -f-  bx  —  x'-  =  [a-\-  -^  J  ~y^~^)' 
On  posera,  a  étant  une  constante  et  t  la  nouvelle  variable, 


il  viendra 


I    C  dx  Ç       dt 

i       .' — r-L-^r^=^  ^    ~vï=^  =  arc  sin  t  +  C 
^   J  \  a  -\-bx  ^x-       J  \  \  —  /- 


'  -=  arc  sm  -j_  c 


III.  On  rencontre  aussi  fréquemmsnt  les  intégrales 

dx 
X  \^ax-  -{-  bx  ±  \ 


i-. 
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Elles  se  ramènent  immédialement  aux  deux  précédentes  par  la  sub- 
stitution X  =  i  :z,  déjà  signalée  au  n°  178.  Il  vient  donc 

'  r dx _  r       dz 

\}œ\aœ''  +  bx-\-i  ~       J  \/ a -{- bz -\- z"- 

/  r dx _  r        dz 

\}x\/ax^^]rbx—i   ~       J\  a  +  bz  —  z'- 

)  .    f     bx  —  ^     \    ,   ^ 

/  =  arc  sin      .  ,  —    +  C. 

\  ^xSJb^  +  AaJ 

Ces  dernières  formules  donnent  lieu  à  deux  cas  particuliers  fré- 
quents, savoir 

^''      '  ^1-VT^^ 


(5) 


^Log^- V  ^-±:  +c 


(7)         1     ^  ,  =  —  arc  sin  -  +  C 


dx  .    1 

V 

IV.  Les  deux  intégrales  suivantes  : 

C  dx  C  dx 


)c^ 


J  V  ^   1  ^'^  +  ^^'      ^^  —  ^^^)  V  ^  -\-bx  -\-  cx^ 
se  ramènent  à  celles  qui  précèdent  en  prenant  respectivement  comme 
nouvelle  variable 

z  =  ^  ±  ex,   z  =^^\  ±c[x  —  m) 

et  l'on  détermine  le  signe  ambigu  de  manière  que  ±  c  soit  positif. 

183.  Cas  d'intégrabilité  des  différentielles  binômes.  —  Los  inté- 
grales des  différentielles  binômes  sont  de  la  forme 


I 


x'''[a  +  bx'')Pdx 

où  a  et  6  sont  des  constantes  quelconniieSjj  différentes  de  zéro,  et 
/»,  n,  p  des  exposants  rationnels,  égalemenLdilTérenls  de  zéro. 

On  peut  toujours  admettre  que  la  variable  x  est  positive.  Kn  ellel, 
si  elle  ne  l'était  pas,  on  commencerait  par  changer  son  signe  et  la 
forme  de  l'intégrale  ne  serait  pas  altérée. 

Ceci  posé,  faisons  la  substitution 

x"  =  t,         d'où         a;=/",  dx  =  -t"     dt. 
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t  désignant  iin3  variable  positive  ;  l'intégrale  deviendra 

[a  +  btydt. 


nj 


OT  +  l 

-    1 


Désignons  par  q  l'exposant  de  t,  de  sorte  que  q  =  (^~--i).  On 
est  ainsi  ramené  à  étudier  l'intégrale 

o{p,q)^  ^(a+bt)P  lUt. 
On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

L'intégrale  cp  (p,  q)  est  réductible  à  celle  d'une  différentielle  rationelle 
par  le  théorème  du  n"  177,  si  l'un  des  trois  nombres  p,  q  ou  p  -\-  q  est  un 
entier,  positif  ou  négatif. 

En  effet,  selon  que  p  ou  q  sera  entier,  on  aura  immédiatement, 
R  désignant  une  composante  rationnelle, 

cp  {]),  q)^  j\  R(t,  r^l  dt,  cp  (^;,  g)  =  |r  I  [a  +  btY\  t  ^dt, 

et  si  p  -\-  q  est  entier, 

ce  qui  ramène  au  théorème  énoncé. 

Si  nous  remontons  maintenant  à  l'intégrale  proposée  en  premier 
lieu  et  si  nous  observons  que  q  est  égal  à  '-^^^-i,  nous  obtenons  le 
théorème  suivant  : 

L'intégrale  d'une  différentielle  binôme  est  réductible  à  celle  d'une 
différentielle  rationnelle  et,  par  suite,  l'iiitégration  pourra  se  faire  au 

moyen  des  fonctions  algébriques,  logarithmes  et  circulaires,  si  l'un  des 

,    •  u       m  -\-  \  m   I-  1    , 

trois  nombres ou  n  ou \-  p  est  entier. 

Tchebichef  a  démontré  (^)  que,  en  dehors  de  ces  trois  cas  d'inté- 
grabilité  pratique,  l'intégrale  ne  pourra  pas  s'exprimer  au  moyen  des 
fonctions  élémentaires.  On  devra  donc  se  borner  alors  à  les  ramener 
à  la  forme  la  plus  simple  en  se  servant  des  méthodes  de  réduction  que 
nous  allons  indiquer. 

1 84.  Formules  de  réduction  des  intégrales  de  différentielles  binômes, — 

Nous  pouvons  supposer  que  l'intégrale  de  la  diderenlielle  binôme  ait 
été  préalablement  ramenée,  par  les  substitutions  du  numéro  précé- 
dent, à  sa  forme  simplifiée 

^{V.<l)={[(i  +  bt)p  V^  dt. 

(1)  Sur  l'intégration  de  différentielles  irrationnelles.  Journal  de  Lio;Uville 
T.  XVIII,  1853. 
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On  a  alors  le  théorème  suivant  : 

Salifies  cas  d'intégrabilité  pratique,  o  (/;,  q)  est  réductible  à  des  (onc- 
tions akjéhriques  et  à  une  autre  intégrale  de  même  forme  oii  chacun  des 
ejposantsp  ou  q  est  augmenté  ou  diminué  d'autant  d'unités  qu'on  le  veut. 

Considérons,  en  effet,  les  deux  identités  : 

[a  +  ht]  {a  +  hty  VJ  =  a{a  +  bt)P  f  +  h  [a  f  bt)V  V  i  ' 
D^(rt  -F  btY  ^  '  /''  '"  '  =  ip  4-  1  )  ^  (rt  +  btji'  V  +  ^  +  (^7  +  1)  (rt  +  bt)i'  ^"  *  /*  . 

En  les  intégrant  (ce  qui  revient  à  faire  une  intégration  par  décom- 
position et  une  intégration  par  parties),  on  obtient  les  deux  équations 
correspondantes  : 

=?  (/^  +  1,  ^)  ==  «  'f  0^  <y)  -\-b'f  (p,  q  -\-  1), 
{a  ^  bt)P  +  U^^^-  *  =  (;;  +  1)  /,  cp  [p,  ç  +  1)  +  {q  +  4)  'f  {p  +  1,  q). 

Entre  ces  deux  équations,  on  peut  éliminer  o  {p  f  i,  q)  ou  bien 
'f  [P^  (/  +  11.  En  résolvant  alors  par  rapport  à  cp  {p,q),  on  trouve  les 
deux  formules  : 

Ces  formules  font  dépendre  'f  (;;,  q)  d'une  intégrale  de  même  forme, 
mais  où  p  ou  ç  est  augmenté  d'une  unité.  Les  deux  suivantes,  qu'on 
en  déduit  en  les  résolvant  par  rapport  aux  intégrales  des  seconds 
membres,  mais  en  remplaçant  p  par  v  —  i  dans  la  première  et  q  par 
q  —  1  dans  la  seconde,  savoir  : 

o^  /       N       {a-rbt)Pt'i+'  ,         «f  ,         ,     X 

font  dépendre  'f  [p,  q)  d'une  intégrale  de  même  forme,  mais  où  p  ou  q 
est  diminué  d'une  unité.  Aucune  des  quatre  dernières  formules  ne 
peut  devenir  illusoire,  car  aucun  des  nombres  p,  q,  p  -f-  q  n'étant 
entier,  aucun  des  dénominateurs  p  -\-  l,  q  -\-  l,p  -|-  q  +  1  ne  peut 
être  nul. 

L'emploi  des  formules  (1),  (2),  (3i,  (4),  permet  donc  d'augmenter  ou 
de  diminuer  d'autant  d'unités  qu'on  le  veut  un  des  deux  exposants 
p  ou  q,  sans  toucher  à  l'autre.  On  pourra  donc,  de  proche  en  proche, 
faire  dépendre  '^  {p,  q)  d'une  autre  intégrale  de  même  forme,  mais  où 
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p  et  q  seront  compris  entre  deux  entiers  consécutifs  choisis  à  volonté, 
par  exemple  0  et  1.  Comme  elle  n'est  plus  susceptible  de  réduction 
ultérieure,  on  devra  la  considérer  comme  une  nouvelle  transcendante. 

185.  Usage  des  formules  de  réduction  dans  les  cas  d'intég^rabilité 
pratique.  —  Dans  les  cas  d'intégrabilité  pratique,  les  formules  de 
réduction  peuvent  devenir  illusoires.  Mais  cette  éventualité  ne  se 
présente  que  pour  des  valeurs  exceptionnelles  de  p  ou  de  q  et  les 
formules  peuvent  servir,  dans  beaucoup  de  cas,  à  simplifier  ou  même 
à  effectuer  l'intégration.  Nous  allons  eu  donner  des  exemples. 

rsous  pouvons  toujours  supposer,  dansje  cas  d^intégrabilité,  que  ce 
soit  l'un  des  exposants  p  ou  q  qui  est  entier.  En  effet,  &i  p  -\-  q  était 
entier,  on  ferait  la  substitutionj  =  1  :js.-^IL viendrait 

ce  qui  ramènerait  au  cas  précédent. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  les  exposants  j;  et  q  soient  entiers 
tous  les  deux;  je  dis  qu'on  pourra  les  réduire  tous  les  deux  à  l'une 
des  valeurs  0  ou  — 1.  En  effet,  si  les  deux  exposants  p,  q  sont 
îîégatifs,  on  les  ramènera  à  —  1  par  l'emploi  des  formules  (1)  ou  (2), 
qui  ne  deviennent  illusoires  que  si  p  +  4  =  0  ou  si  </  +  1  =  0.  Si  un 
seul  des  exposants /j,  q  est  négatif,  on  commencera  par  le  réduire  à 
—  1;  après  cela,  on  pourra  abaisser  l'autre  à  zéro  par  les  formules 
(3)  ou  (4).  Celles-ci  ne  seront  pas  illusoires,  car  p -^  q  +  \  ne 
s'annulera  pas  au  cours  de  la  réduction.  Enfin,  si  p  et  q  sont  tous 
deux  positifs,  les  formules  (3)  et  (4)  permettent  de  les  réduire  tous 
deux  à  zéro.  Dans  ces  divers  cas,  le  calcul  de  l'intégral  réduite  sera 
devenu  immédiat. 

Supposons,  en  second  lieu,  qu'un  seul  des  exposants  p  ou  q 
soit  entier.  On  voit  alors  immédiatement  que  les  lormules  ne  de- 
viennent illusoires  que  si  l'on  veut  réduire  l'exposant  entier  de  —  1  à  0. 
Donc  elles  pourront  toujours  servir  à  réduire  l'exposant  entier  à  0 
s'il  est  positif  et  à  —  4  s'il  est  négatif.  Dans  le  premier  cas,  l'intégra- 
tion sera  immédiate.  Dans  le  second  cas,  elle  sera  simpliliée,  mais  on 
devra  l'achever  par  les  méthodes  de  rationalisation.  Ces  diverses  cir- 
constances se  présentent  dans  les  applications  suivantes  : 

I.  Considérons  d'abord  la  différentielle  binôme 

dœ 

(4  T^y^ 


/ 
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où  p  est  entier  et  positif.  Par  la  substitution  ^  =  V^>  i'  vient 

Donc  l'empjoi  de  la  formule  de  réduction  (1)  permettra  de  réduire 
l'exposant  p  à  1.  Il  viendra  ensuite,  ce  qui  terminera  le  calcul, 

ft'dt        ^  C     dx         ^       ,        ,   ^ 

l(T+i)  =  -ir+^  =  2^''«'8^  +  *^- 

Il  est  clair  d'ailleurs  que  la  formule  de  réduction  [1)  peut  être  ex- 
primée directement  au  moyen  de  x.  On  trouve  alors,  en  remplaçant  t 
par  x'^  dans  cette  formule  et  en  divisant  par  2,  la  formule  de  réduction 
suivante,  qu'il  est  facile  d'établir  directement  : 

dx  \  X  .    2  w  —  3  r        dx 


r       dx \ X  2?)  — 3  r 

J   {\-\-x'')i'      2/;  — 2  (1  -f-x^)^-!"*"  2;?  — 2  J 


(1  -\-x^-)P~' 


/ 


II.  Considérons  maintenant  l'intégrale 

X"'  dx 

dans  laquelle  m  désigne  un  entier  positif  ou  négatif.  Par  la  substitution 
X  =  t,  on  aura 

r    x"'dx        1   r ,.      ,._l,i!Lzl..      1     f     1   m— n 
Jvî^r^  =  2,M^-^^     ''    '   ^^^2^-2' -¥"J' 

Suivant  que  m  sera  positif  ou  négatif,  on  se  servira  de  la  formule(4) 
ou  de  la  formule  (2).  Elles  permettent  de  ramener  l'exposant  "^ 
à  la  valeur  - 1  si  7n  est  pair  et  à  l'une  des  valeurs  0  ou  —  I  selon  que  m 
est  impair  positif  ou  négatif.  Alors  m  aura  une  des  valeurs  0,  J  et  —  1. 
En  revenant  à  la  variable  x,  on  aura  à  eflectuer  une  des  trois  inté- 
grations 

dx  r     X  dx  Ç        dx 


I        ax  r     xdx 


qui  ont  pour  valeurs,  à  une  constante  près, 

,  1  V/l  — X* 

arc  sin  x,  —  \i  —  j*«,  Log -^ 


la  dernière  ayant  été  calculée  au  n°  182. 

m.  Dans  la  tbéorio  du  pendule,  on  rencontre  l'intégrale 
r     X'"  dx 
J  V  flkr  —  ;r« 


—  m  — 

Ce  n'est  plus  une  intégrale  binôme,  mais  on  la  ramène,  à  son 
choix,  à  l'une  des  deux  intégrales  binômes  considérées  ci-dessus. 
En  effet,  si  l'on  pose  les  relations 


x  =r^  at-,  \  ax  —  .r-  =  xz, 

on  trouvera,  après  quelques  réductions  faciles, 

i      x">dx  r   t^»'dt  r        d- 

■  =  2  o>''      -r  =  —  2  0'"      - 

J  \fax—x^  J  Vl  —  f=  j  (I  +  z^)»'+' 

Ce  qui  ramène,  en  même  temps,  l'une  à  l'autre  les  deux  intégrales 
précédentes. 

186.  Cas  particuliers  simples  des  intégrales  binômes.  —  Parmi  les 
cas  d'intégrabilité  pratique  de  l'intégrale  cp  {p,  q),  il  y  en  trois  que  l'on 
peut  considérer  comme  des  cas  d'intégrabilité  facile.  Ce  sont  ceux  où 
l'une  des  quantités  ;;,  q  ou  —  [P  ~\-  q  h  2)  est  un  entier  positif. 

En  effet  :  1°)  Si  p  est  entier  et  positif,  en  développant  {a  +  bt)^'  par 
la  formule  du  binôme,  l'intégrale 

^{a-\-bt)i'  t'i  dt 

se  calculera  immédiatement  par  décomposition.  2")  Si  q  est  un  entier 
positif,  on  prendra  a  -\-  ht  pour  variable,  ce  qui  ramènera  au  cas 
précédent.  3°)  Si  p  +  (/  -1-  2  est  un  entier  négatif,  la  substitution 
t  =  \\  Z;  considérée  au  début  du  numéro  précédent,  ramènera  au  cas 
que  nous  venons  d'examiner.  Dans  ces  divers  cas,  l'emploi  de  la 
formule  de  réduction  sera  donc  rarement  avantageux. 

En  particulier,  dans  l'application  II  du  numéro  précédent,  le  troi- 
sième cas  d'intégrabilité  facile  se  rencontre  si  m  est  pair  et  négatif. 

Exercices. 
1.  Intégrales  à  calculer  par  le  théorème  du  n"  177  : 
Ç_^dx_  r        dx  Çl-^x"^    , 

'l  +  ar' 

I  :^^^         J  («  +  •'•'  '■''''''■'  I  ; — ,T-- — J 
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2.  Intégrales  à  calculer  par  le  théorème  du  n°  178  . 

dx  1  .       .rV2      ,  ^ 

^  ,  ^  -7=-  arc  tg  -, +  C 

(1  +  x-)\l—x'     V2  ^  V 1  -«?•'' 


I, 


r ^  2arct^^S^=^ML±^)   ,  c 

3.  Différentielles  binômes  à  intégrer. 

r     xHx  x[x'^—'S)       3 

'  —         ^  r  —  ^  arc  sni  x  -j-  C 


^  2VÎ 

(1  — a;^- 


I  x^  («+  a;2)  3  c^^  =.^(«  +  ^')  '  f  ^' j)  +  C 

4.  Montrer  que  toute  différentielle  binôme  ^*"(rt  + /^-t'")'^^*^'  peut,  à 
part  un  facteur  constant,  se  ramener  à  la  forme 

sin-'^'f  cos  ^<p(/'f, 

cil  (i.  et  V  sont  des  exposants  rationnels. 

R.  On  y  arrivera  par  l'une  des  trois  substitutions  suivantes  :  Si(a-|-/>'a:'*) 
et  a  sont  de  même  signe,  on  posera 

«  +  i.r"  ,  1 
^  cos-'i  ou 


COS^'f 

selon  que  le  premier  membre  est  <  ou  >  1.  Si  (a  +  6a;")  et  a  sont  de 
signes  contraires,  on  posera 

a  -4-  i.r"  ,   „ 

!^  4.  Intégration  des  fonctions  transcendantes. 

187.  Rationalisation.  —  Un  ^rand  nombre  de  différentielles,  qui 
renferment  des  fonctions  exponentielles  et  circulaires  ou  leurs 
inverses,  peuvent  être  rendues  rationnelles  par  un  clianji;ement  de 
variables.  Elles  se  ramènent  alors  à  la  forme 

R  (m)  au 
où  R  désigne  une  fonction  rationnelle. 

Il  y  a  des  cas  simples  oii  la  substitution  qui  conduit  à  ce  résultat 
est  immédiatement  apitarente  dans  la  différentielle  proposée.  Telles 
sont  les  différentielles 

R  [(^)  eàx,        R  (Logd)  — .        R  (arc  tg  x)  .  etc. 

•c  1    ~y*"   A. 
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qui  se  ramènent  à  la  forme  indiquée  par  les  substitutions 
e^^  =  Il        Log  X  =  \i        arc  tg  x  =  u,  etc.. 
Mais  on  peut  aussi  rendre  rationnelles  des  différentielles,  pour  les- 
quelles la  substitution  convenable  est  moins  facile  à  apercevoir  et 
nous  allons  en  examiner  quelques  types  généraux. 

188.  Différentielles  de  la  forme  R  (sin  .r,  cosa-)  dx.  —  Plusieurs 
substitutions  différentes  peuvent  servir  à  rendre  rationnelles  les 
différentielles  de  cette  forme  oii  R  désigne  une  composante  rationnelle. 
Avant  de  faire  connaître  ces  substitutions,  nous  établirons  le  théo- 
rème purement  algébrique  que  voici  : 

Toute  fonction  rationnelle  de  deux  variables  R  [x,  y)  peut  se  ramener 

à  la  forme 

A  +  B  a-  +  C  ^  +  D  xy 

oi(  A,  B,  C,  D,  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x-  et  de  y'-. 

En  effet,  remarquons  que  R  est  le  quotient  P  :  Q  de  deux  polynômes 
et  considérons  l'égalité 

_'P{x,y)  ^?{x,y)Qi-x,y)Q{x,-y)Q{-x,-y) 
Q  %  y)      Q  (x,  y)  Q  (_  x,  </;  Q  {x,  -y)Q{-  x,  -  y)' 

Le  dénominateur  du  second  membre  est  un  polynôme.  Quand  on 
aura  effectué  les  multiplications  et  les  réductions,  ce  polynôme  ne 
contiendra  plus  que  des  puissances  paires  de  x  et  d(3  y,  car  il  reste 
inaltéré  par  le  changement  de  x  en  —  x  et  aussi  par  celui  de  //  en  —  y. 
Désignons  ce  polynôme  par  Qi. 

EHéctuons  aussi  les  multiplications  indiquées  au  numérateur  et 
considérons  le  nouveau  polynôme  ainsi  obtenu.  Soient  : 

1°  Al  la  somme  des  termes  de  ce  polynôme  où  x  et  y  ont  des  expo- 
sants pairs  (et  nous  comprenons  l'exposant  0  dans  ce  cas)  ; 

2°  Bi.r  la  somme  de  ceux  où  y  a  un  exposant  pair  et  x  un  exposant 
impair  ; 

3"  Cjî/  la  somme  de  ceux  oii  x  a  un  exposant  pair  et  y  un  exposant 
impair  ; 

i°  b^xy  la  sonnne  de  tous  les  autres  termes  où  x  et  y  auront  donc 
des  exposants  impairs. 

Toutes  les  quantités  A,,  Bj,  C,,  I),  et  Qi  seront  encore  des  poly- 
nômes, mais  qui  ne  contiendront  plus  que  des  puissances  paires  de  x 
et  de  y.  Or  on  a 

R  _P  _A,-\-B,x  +  C,y  -^D,xy 
Q~  Q, 

et  ce  résultat  est  équivalent  au  théorème  énoncé  : 
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Remplaçons  maintenant  x  et  y  par  sin  x  et  cos  x  et  considérons  la 
différentielle 

R  (sin  X,  cos  x)  dx. 

Voici  les  principales  substitutions  qui  permettent  de  la  rendre 
rationnelle  : 

I.  Si  R  est  une  fonclion  impaire  de  cos  x,  c'est-à-dire  une  fonction  qui 
ne  fait  que  chamjer  de  signe  quand  on  y  remplace  cos  xpar  —  cos  x,  on 
rend? a  R  dx  rationnelle  par  la  substitution 

sin  X  =■  :■. 

En  effet,  R  peut  se  mettre  par  le  tliéorème  précédent  sous  la  l'orme 

R  =  A  +  R  cos  X  +  C  sin  x  -\-])  sin  x  cos  x, 

ou  A,  B,  C,  J)  ne  dépendent  que  de  sin'^o;,  cos^ic.  Pour  que  R  change 
simplement  de  signe  quand  on  remplace  cos  x  par  —  cos  x,  il  faut  que 
A  et  C  soient  nuls.  Donc 

R  =  (R  4-  D  sin  x)  cos  x  =  Rj  (sin  x,  cos*a;)  cos  x, 

Ri  désignant  une  nouvelle  l'onction  rationnelle.  Par  la  substitution 
proposée,  il  viendra 

Rrf.r  =  R,  (v,  1  —:■=)</:• 

et  la  différentielle  est  rendue  rationnelle. 

II.  Si  R  est  une  fonction  impaire  de  sin  x,  on  rendra  R  dx  ration- 
nelle par  la  substitution 

cos.r  =  z. 

On  aura,  en  effet, 

R  =-:  (C  +  D  cos  x)  sin  x  ==  Rj  (sin-;i',  cos  x)  sin  x 
Rrf.r-^  — R,  (1—.', :■)(/:•. 

III.  Si  R  (sin  a-,  cos»i')  ne  change  pat:  quand  on  remplace  à  la  foi,s 
sin  X  par  —  sin  x  et  cos  x  par  —  cos  x  (auquel  cas  nous  disons  que  R 
est  une  fonction  paire  de  sin.r,  cos.rj,  R  dx  sera  rendue  rationnelle 
par  la  substitution 

tg  X  =  ^■. 
En  elVel,  dans  ce  cas,  R  et  C  doivent  être  nuls  et  l'on  a 

R  ==:==  A  -h  D  sin  x  cos  a-  =  Ri  (sin*a-,  (îos-a-,  sin  x  cos  x). 
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Mais  on  a 

.  .,  s'nï-x        _     Ig^j" 

~  sin^o;  +  cos^o;      1  +  tg-^-  ~  1  -\-  z^ 

COS^iC  1  1 

COS^.ï' 


Slll  d-  COS  X 


cos^^  4-  sin-a-      1  4-  tg^.r      1  +  z- 
z  1  z 


dz 


cJx  =  d  arc  tg  -^  "-  i    ,    .; 

Toutes  ces  quantités  sont  rationnelles.  Si  on  les  substitue  dans 
R  dx,  on  obtiendra  donc  une  expression  rationn(;lle. 

IV.  Dans  tous  les  cas,  R  (sin  x,  cos  x)  dx  sera  rendue  7'ationnelle  par 
la  substitution 

X 


^«2 


On  a,  en  effet, 


sin  a-  =  2  sin  ^  cos  ^,        cos  x  =  cos-  ^r  —  sin-  ^^ 
Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  R,  on  obtiendra  une  fonction  paire 

X  X 

de  sin  ^ ,  cos  ^  et  la  substitution  proposée  rendra  R  dx  rationnelle 
en  vertu  du  théorème  lïl.  On  trouve  d'ailleurs  immédiatement 

2^-  \  —  z^  ,  2(/2 

sm  X  =  -r—, — T'        cos  X  =  -3 — ■ — r^,        dx  = 


et  ces  trois  valeurs  sont  rationnelles.  En  les  substituant  dans  R  dx, 
cette  différentielle  sera  rendue  rationnelle. 

Remarque.  —  En  général,  mais  ce  n'est  pas  une  règle  absolue,  on 
n'aura  pas  avantage  à  se  servir  de  la  substitution  IV  si  l'une  des  trois 
premières  peut  s'appliquer.  Quand  on  aura  une  différentielle  à  inté- 
grer, on  aura  donc  soin  de  vérifier  qu'aucune  des  autres  substitutions 
ne  peut  servir  avant  de  recourir  à  la  dernière. 

D'ailleurs  la  dernière  substitution  n'est  jamais  nécessaire  pour 
effectuer  l'intégration  et  elle  peut  toujours  être  évitée.  En  effet,  si  l'on 
décompose  R  par  la  formule  considérée  plus  haut,  il  vient 

R  rfa:  =  (A  h  R  sin  a;  +  G  cos  x  -\-  b  sin  x  cos  x)  dx 
où  A,  R,  G,  IJ  ne  dépendent  plus  que  de  sin-a'  et  cosU-. 
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Mais  chacun  des  termes  de  cette  différentielle  peut  être  rendu 
rationnel  par  une  des  trois  iiremières  substitutions  : 
A  dx  par  la  substitution  III, 
B  sin  X  dx  par  la  substitution  II, 
Ccosxdx  par  la  substitution  I, 
D  sin  X  cos  x  dx  par  l'iuie  quelconque  des  trois  précédentes. 

189.  Applications.  —  I.  L'emploi  des  substitutions  (I)  ou  (II)  con- 
duit aux  l'ormules  suivantes  : 

'  sin  X  dx 


fcos  xdx      .        .        ,   n  C' 

— -. =  Log  sm  1'  +  C     - 

j     sma;  °  \J 


cos  a; 


—  Log  cos  X  -\-  G. 


1  1 

sin  X  cos  xdx  =  ^  sin-  x  -\-  C  ^  —  ^  cos'  x  -\-  C. 


2 
IL  L'emploi  de  la  substitution  III  conduit  à 

; — —        --  Log  tg  X  4-  C. 
j  sm  X  cos  X  SOI 

III.  L'emploi  de  la  substitution  (IV)  à 

C  dx         ,      .   X   ,   ,, 


et,  en  y  remplaçant  .i'  par  [x  +  ^^- j' 


IV.  Passons  à  un  exemple  plus  compliqué.  Considérons  l'intégrale 

dx 


a  ^-  b  cos  X 

Aucune  des  trois  premières  substitutions  n'est  applicable  ;  nous 

emploieious  donc  la  dei-nière.  l'osons 

X  „  ,  \  —  u'  ,  2(/u 

u-tg^^,         dou         <^os^"  =  7q.„».'  ^^-^r^iz' 

L'inlégi-ale  f<ro|)Osée  deviendra 

I*  "2  du 

}  [Il  I  b)  -\-  (a  —b)  II-' 

En  changeant  au  besoin  le  signe  de  l'intégrale,  on  peut  toujours 
admelliv  que  '  a  -\- b)  est  positif,  alors  [a  —  b)  est  positif  ou  négatif. 
Si  </  —  fc  (Jl    >  0.  posons  n  -r  b  -=  7.°,  a  —  i  =  ,'i*  ;  on  aura 
f       dx       '      C  Xdn  i  „...,,  i^«   ,  ^ 


\a-—b" 


— ^iV^M^^'- 
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Si  fl  —  t  est  <  0,  posons  a  -\-  b  =  a^  a  —  b  =  —  ^^  ;  il  viendra 

f         dx  î       "1  du  1      ,      a  +  3ii 

J  a  -\-  b  ros  x       J   a-  —  (j-  m-  a  [i        ^  a  —  piM 

=  ^ — ^^ — Log ^  +  C 

\ib^-a^  VrR-V&^^tg| 

^ 1 b-\-a  cos  a'  +  N'^^  —  rt-  sin  x     ç, 

V.  On  ramène  à  la  précédente  l'intégrale 

dx 


I. 


a +&cos^  +  c  sina: 
Pour  cela,  on  détermine  deux  quantités  r  et  'o  par  les  relations 
b  =  r  cos  'f ,  c  ^  r  sin  <x», 

ce  qui  ramène  l'intégrale  à  la  forme 

dx 


/. 


a  -\-  r  cos  (j^'  —  Ci) 

Sa  valeur  s'obtiendra  en  remplaçant  b  par  r  et  x  par  .r —  'j  dans 
les  résultats  précédents. 

Remarques.  —  Dans  les  applications,  on  rencontre  souvent  des 
différentielles  renfermant  d'autres  lignes  trigonométriques  que  sin  x  et 
cosx,  comme  igx,  sec^',  etc.  Il  faut  alors  commencer  par  exprimer 
rationnellement  ces  nouvelles  lignes  au  moyen  de  sin  x  et  de  cos  a* 
pour  pouvoir  appliquer  les  théorèmes  généraux. 

Dans  d'autres  cas,  la  différentielle  proposée  renferme,  outre  sin  x 
et  cosi-,  des  sinus  et  des  cosinus  de  multiples  entiers  de  x,  comme 
sin  2  X,  sin  3  x,  cos  2  x,  etc.  On  doit  aussi  commencer  par  les  expri- 
mer en  fonction  de  sin  x  et  de  cos  x  et  ces  expressions  sont,  comme 
on  le  sait,  des  polynômes.  Cela  fait,  on  pourra  appliquer  les  méthodes 
générales. 

Enfin,  il  arrive  encore  que  la  différentielle  à  intégrer  renferme  non 
seulement  sin  a;  et  cos  a-,  mais  aussi  sina^,  sin,3j-,  cosyj;,  etc., 
a,  [ii,  y,...  désignant  des  nombres  rationnels.  Soit,  dans  ce  cas,  m  le 
plus  petit  commun  dénominateur  de  a,  ,S,  y,...  On  pose  x  =  mz  ei  on 
pi-end  z  comme  nouvelle  variable,  ce  qui  ramène  au  cas  précédent. 

190.  Intégration  des  différentielles  de  la  forme  sin'"  A"  cos"  .r  da- 
(m  et  //  entiers,  nuls  ou  positifs).  —  I.  Si  l'un  des  nombres  m  ou  n  est 

12 
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impair,  l'intégration  se  fait  très  simplement  par  les  méthodes  géné- 
rales de  rationalisation  (n°  188).  Si  m  est  impair,  soit  m  =  2^-1-1; 
on  pose 

cos  X  =  z 
et  il  vient 

sin'"  X  cos»  X  dx  =  —  {■[—  z'-)''  z''  dz. 

On  développe  par  la  formule  du  binôme  et,  chaque  terme  du  déve- 
lopi)ement  est  immédiatement  intégrable.  Dans  ce  cas,  l'intégrale 
sera  donc  un  polynôme  en  cos  x. 

Si  n  est  impair,  on  pose  sin  x  =  z  ei  les  calculs  s'achèvent  comme 
dans  le  cas  précédent.  Seulement  l'intégrale  sera  un  polynôme  en 
sin  X. 

II.  Dans  tous  les  cas,  on  peut,  par  les  formules  de  la  trigonométrie, 
exprimer  sin'"  a;  et  cos  "a;  par  des  sommes  de  sinus  et  de  cosinus 
de  multiples  de  x  [^).  En  effectuant  la  multiplication,  on  trouvera  des 

(1)  Ces  formules  se  déduisent  facilement  de  celle  de  Moivre.  On  r)art  de 
l'identité 

2  cos  X  =  (cos  X  \-  i  sin  x)  -f-  (cos  x  —  i  sin  x). 
On  élève  à  la  puissance  n  par  la  formule  <\%  binôme,  mais  en  ayant  égard 
aux  relations 

(cos  x-\-i  sin  x)^  =  cospx  -j-  i  sinpx. 
(cos  X  -{-i  sin  x)  (cos  x  —  i  sin  x)=^l. 
Il  vient  facilement 

2"  cos"  X  =  (cos  nx  -\-  i  sin  )ix)  -\-  n  [cos  («  —  2)  x  -\-  i  sin  [n  —  2)  x} 

,    n{n —  1)  r       /         ,x       I    •   •     /  o    T   I 

-\ —- [cos  {n  —  4)  a;  -j-  î  sm  [n  —  4)  a;J  -|-  •  •  ■ 

En  négligeant  les  termes  imaginaires,  qui  se  défruisonl,  on  trouve  l'expres- 
sion cherchée  pour  cos»  a;  : 

,  ^{^  —  t)         ,         ,,      , 
2n  cosn x^=cos}îx  -]-  >i  cos  («  —  2)a;-| ^^ cos(n  —  4)ic4-  ••■ 

Les  coclHcients  sont  ceux  du  binôme,  de  sorte  que  les  termes  à  égale  dis- 
tance des  extrêmes  sont  égaux  dans  cette  formule. 

Le  développement  analogue  de  sin"  a;  se  déduit  du  précédent,  en  y  changeant 
a?  en  a;  -4-  TT  :  2.  Il  est  de  l'une  des  deux  formes  suivantes,  suivant  que  n  est  pair 
ou  impair  : 

.  '-r                           ,     ^  C.X      ,  n{n  —  i) 
2"s)n"a;  =  ( — l)'[cos»^a7 — ncos{n  —  2)x-\ cos  («   -4)a; 


>j+i 


n(n—l)    . 


2"sin''a;  =  ( — 1)    2     [sin  ;(a;  —  »  sin  («  —  2)a;  + sin(«  —  4)a; — .. 

Dans  les  deux  cas,  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  seront  encore 
égaux. 
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produits  partiels,  qui  pourront  se  décomposer  eux-mêmes  par  les 
formules  : 

sin  A  X  sin  iix  -=^  ^\  cos  ().  —  jj.)  x  —  cos  ()^  -f  [j.)  x 

i  r 

sin  A X  cos  [xx  =  ^   sin  (X  +  [ji)  x  -\-  sin  ().  —  |j.)  ^' 

cos  A  a;  cos  [j.  ^  =^  ^   cos  (X  +  y.)  x  +  cos  (À  —  ;j.)  a: 
et  ces  nouveaux  ternies  sont  immédiatement  intégrables. 

III.  Lorsque  m  et  n  sont  pairs  tous  deux,  le  procédé  suivant,  qui 
no  demande  aucun  effort  de  mémoire,  est  souvent  préférable  en 
pratique  au  précédent.  Posons  m  =  2  j;,  ?i  -=  2  q. 

Si  p  est  >  q  ou  si  j)  =  q,  on  écrit 


sin-^  a:cos-^^  x  =  shr-i'-'''  .r  (sin^-cos.ry-'i'  = 
_  (  I  —  cos  2  x)  v-'i  sin  "^^2  x 

Si  ;;  est  <  (/,  on  écrit 
sin--^^  A'COb-'/A-  =  (sina;cos.r)-^coS'*--^'^"  = 
_  (sin2a;)-^^(i  +  cos2a;)^--P 


1  —  cos  2  x^-'i  /^sinS^'V^ 
2       y     V~2 


/'sin2j;Y'''  /'l  +  cos2.rY~^' 
V~2~y     l        2 


On  développe  par  la  formule  du  binôme  et  on  est  ramené  aune  somme 
de  termes  de  la  forme  sin'^2a;  cos''^2j;,  mais  où  X  +  |j(.  ne  peut  surpas- 
ser ]}  +  q.  Ceux  où  l'un  des  exposants  a  ou  \x  est  impair  s'in- 
tègrent facilement  par  la  méthode  I.  Pour  les  autres  termes, 
on  recommencera  la  même  décomposition  et  les  nouveaux  éléments 
seront  de  la  forme  sin''' 4  x  cos^^  4.r.  On  continue  ainsi  de  suite  jusqu'à 
ce  que  tous  les  termes  puissent  s'intégrer.  La  réduction  marche 
d'ailleurs  rapidement,  puisque  la  somme  \  +  ,a  des  exposants  est 
réduite  au  moins  de  moiiié  dans  les  termes  qui  résultent  de  chaque 
nouvelle  décomposition. 

IV.  On  peut  aussi  se  servir  pour  intégrer  la  différentielle  proposée 
de  formules  de  réduction.  Mais  nous  les  ferons  connaître  dans  le 
paragraphe  suivant. 

191.  IniégrsLiion  de  K  [x)  e"'(lx.  —  Cette  différentielle,  dans  la- 
quelle E{x)  désigne  un  i)olynôme,  s'intègre  le  plus  facilement  par  la 
formule  d'intégration  par  parties.  On  a 
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Te  [x)  e"^  rfa;  =  -  E  {x)  e''^—  ^  Te'  [x]  e«^  dx. 

Cette  formule  fait  dépendre  l'intégrale  proposée  d'une  autre  de 
même  forme,  mais  où  le  degré  du  polynôme  est  abaissé  d'une  unité. 
C'est  une  formule  de  réduction.  En  l'appliquant  de  proche  en  proche, 
il  viendra 


a    L  a  fr 

Cette  formule  s'arrête  d'elle-même  quand  les  dérivées  deviennent 
identiquement  nulles. 

Remarque.  —  On  peut  trouver  une  expression  symbolique  élégante 
de  l'intégrale  précédente.  Décomposons-la  en  une  somme  d'autres, 
ne  renfermant  qu'un  seul  terme  du  polynôme  E{x).  Chacune  de 
celles-ci  peut  s'intégrer  par  la  formule  symbolique  (4)  du  n°  (167)  ;  on 
a  ainsi,  pour  ît  =  0,  1,  2,  3,  ..., 


/ 


e 
x''e"^dx^Da^  +  C. 


a 

Donc,  si  l'on  multiplie  chacune  de  ces  formules  par  le  coefficient 
de  ^-'^  dans  E  {x)  et  si  l'on  fait  leur  somme,  on  trouvera  l'équation 
suivante,  remarquable  par  sa  concision  : 

j  E  {x)  ef^  dx  =  E  (Da)  ~  +  C- 

192.  Intégration  de  E  [x)  sin  ux  dx  et  de  E  {x)  cos  ax  dx.  —  Ces 
différentielles,  dans  lesquelles  E  [x)  désigne  encore  un  polynôme, 
s'intègrent  par  parties  et  s'obtiennent  par  un  calcul  analogue  au 
précédent. 

En  effectuant  une  première  intégration  par  parties,  on  trouve  : 

C  -..  ,  ,              1         ^^  ,  s  sinctj"       1  C-L-i  /  \     •        j 
E  [x)  cos  ox  dx  =  E  [x) \h'  (x)  smax  dx, 

JE  {x)  sin  ax  dx  =  —  E  {x)  ^^'  +  ^  Je'  {x)  cos  ax  dx. 

Ces  deux  formules  ensemble  fournissent  une  métliode  de  réduction. 
En  les  employant  alternativement,  il  vient  : 

E"  [X)    .  E'M^-) 


E  (x)  cos  ax  dx  -  —^  \^h  {x)  —  -  ^  -i ^-, 


cosfl^l  E'j^)  _  Y^{x)       p  (x) 

a     L    a  o'  a-' 

,, .  .    .         ,        sinfl.TrE'(x)       YJ"  [x]   .    E^  {x) 
h  (x)  sui  ax  dx  = -^    -  _|-  - 


+  c 


a     L  a-  a*  J 
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193.  Intégration  de  x'^e"^  cos  bx  dx  et  de  x'^e^'-'^  sin  bx  dx.  —  On  a 

d  [ef^^  cos  bx)  ^  ^'^  [a  cos  bx  —  b  sin  bx)  dx, 
d  [er^  sin  bx)  =  e"^  (è  cos  bx  -\-  a  sin  bx)  dx. 

On  en  tire 

a  d  (e«^  sin  bx)  —  bd  [e^"^  cos  èa;)  =  (a-  +  b-)  e«^  sin  èa-  dx, 
b  d  (e«^  sin  bx)  -{-  ad  (g«^  cos  èx)  =  (a-  -f  ft^)  goa:-  cos  bx  dx. 
Il  viendra  donc,  en  intégrant, 


.    ,     ,        e«^  fa  sin  bx  —  b  cos  bx)   ,  ^ 

e^'^  sin  bx  dx  = ^ .,   ,   ,., '-  -h  G, 

a-  +  b' 

,     ,        ef^'^  (b  sin  bx  -\-  a  cos  bx)  ,   ^ 
e"'^  cos  bx  dx  = ,   ,   ,„ +  G. 


Les  intégrales  plus  générales,  proposées  dans  le  titre,  se  déduisent 
des  précédentes  par  la  méthode  de  dérivation.  En  dérivant  n  fois  par 
rapport  à  a,  il  vient 


.    ,     ,        ^n  e"^ (a  s\n  bx  —  b  cos  bx)   ,   ^ 

g^ng^aco sin  hxdx^X)    — ^^ „   ,    .., '-  +  G, 

a  a-  -\-  b- 

„  r.^       ,     ,        „  n  ^^  [b  sin  bx  +  a  cos  bx)   .   ^ 

x"e«^cos hx dx  =  D„ ^ .,   ,   ., ^  +  G, 

«  «^  +  b- 


194.  Différentielles  réductibles  aux  précédentes.  —  I.  On  peut 
réduire  aux  précédentes  et,  par  conséquent,  intégrer  les  différentielles  de 
la  forme  générale 

E  [x,  e"^,  sin  bx,  cos  ex)  dx 
ail  E  {x,  y,...)  désigne  un  polynôme  en  x,  </,...  et  a,  b,  c  des  constantes 
quelconques. 

En  effet,  ces  différentielles  se  réduisent  à  une  somme  d'autres  de  la 
forme 

xmg7îax  sinP  bx  cos^^  cx  dx. 

On  peut  remplacer  sin^  bx  et  cos<i^  cx  par  des  sommes  de  sinus  et  de 
cosinus  de  multiples  de  bx  ou  de  cx.  Donc  le  produit  sin^'  bx  cos'/  ca- 
se décomposera  en  une  somme  de  produits  partiels  des  diverses 
formes  : 

sin  /j;  sin  \jjl-,        sin  )>a;  cos  jjuc,        cos  )a'  cos  u-x. 

Geux-ci  se  décomposent  eux-mêmes  en  une  somme  de  sinus  ou  de 
cosinus  par  les  formules  indiquées  au  n"  190,  II.  De  sorte  que,  par 
ces  décompositions,  la  différentielle  proposée  se  partagera  en  une 
somme  d'autres  des  divers  types  : 

j^m^naa;  ^^^  ^mg^nax  gin  px  dx,  x^n^yxax  qos  px  dx, 
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où  m,  n  sont  des  entiers  nuls  ou  positifs  et  a,  p  des  constantes 
quelconques.  Tous  ces  types  de  différentielles  ont  été  intégrés  dans 
les  numéros  précédents. 

II.  On  peut  aussi  ramener  aux  précédentes  et,  par  conséquent, 
intégrer  les  difjérentielles  des  divers  types  : 

E  {x,  Log  x)  dx,        E  {X,  arc  sin  x)  dx,        E  {x,  arc  cos  x)  dx 
où  E  {x,  y)  est  un  polynôme  en  x,  y. 
En  effet,  par  les  substitutions  respectives 

Log  X  =  z,  arc  sin  x  =  z.  arc  cos  x  =  z, 

ces  différentielles  deviendront 

E  {€'■ ,  z)  e- dz,        E  (sin  z,  z)  cos  zdz        —E'cos  ;:•,;;)  sin  :•  J^ 
et  elles  rentreront  dans  la  forme  générale  supposée  dans  le  théorème 
préf'édent. 

III.  Les  différeiitielles  de  ta  forme 

E  (sin  X,  cos  x)  Log  R  (sin^-,  cos  x)  dx 
dans  lesquelles  E  désigne  un  polynôme  et  R  une  fraction  rationnelle  en 
sin  X  et  cos  x  pourront  s'intégrer  par  les  fonctions  élémentaires,  si  le 
polynôme  E  est  une  fonction  im2)aire  d'une  des  deux  variables  sin  x  ou 
cos  X. 

En  effet,  il  résulte  de  la  remarque  faite  au  n°  190, 1,  qui  s'applique  à 
chacun  de  ses  termes,  que  E  (sin  a-,  cos  a)  sera  la  dérivée  d'un  poly- 
nôme en  cos  X  ou  d'un  polynôme  en  sin  x.  Pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons que  ce  soit  le  premier  cas  et  désignons  par  Ej  (cosx)  ce 
polynôme.  En  intégrant  i)ar  parties,  on  trouvera 

r  E  Log  R  dx  =  E.  log  R  —  r  E,  -*^^  dx. 

Cette  formule  fait  dépendre  l'intégrale  proposée  d'une  autre  dans 
laquelle  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  sera  rationnelle  en 
sin  X  et  cos  x.  Celle-ci  s'obtiendra  donc  par  les  métliodes  indiquées 
précédemment. 

ICXKRCICES. 

Démontrer  les  relations  suivantes  : 

dx  1         X    ^^.      ^   I    ^ 


JYT^à.  ^^'  -  Log  (2  -H  cos  X)  +  ^3  arc  tg  (;^  tg  |")  -|-  C. 


a^  cos^  X  -{-  b^  sin*  x        ab  °  \  a 

4  /  1 
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C    (1  —  r  cos  oc)  dœ  x    ,  ^    /'l  +  *'  j.   ^^    ,    ^ 

J  l-2rcosa-  +  --'  =  2  +  ""^  '°  IF^  '^2  j  +  ^- 

sin^.  a;  c/ir  =  —  cos  a^  1  —  ô  ^^os^  ^  +  k  '^''^^  -^  )  +  ^■• 


X  cos 


-  0?  aa;  —  -^  j  a?  ^ 


24  I      ^       4 


+  C. 


Lr^  cos  a?  6?^^  =:-|-sin^(a;-*  —  12^^'  +  24) -f- cos  07(4  .t'  —  24a;) +  C. 

Jgrtrr 
e^^  cos''' a;  ofa?  =^  — r-z— ; — TT-  (a^  cos"^  a;  +  2a  sin  a;  cos  a?  +  2)  +  C. 
a  («2  +  4) 

I  e"^  sin"^  X  dx  =  — r-^—, — -r  (a-  sin^  ir —  2a  sin  a;  cos  a;  +  2)  +  C. 
j  a  (a*  +  4) 

(  x'^hog xdx  =  — --r  (  Loffa; -^  )  +  C. 

j  ?i  4-  1  V  ?i  +  1/ 

(Log.T/"c/a;  =  a;  [(Loga;)" — n[hogxY-^-\-n[n — l)(Loga;)''-- ]+C. 

(arc sin  xYdx  ==  a; [(arc  sin  x)-  —  2]  +  2  (arc  sin  x)  V 1  —  x"^  -\-  C, 


I  sinma7Log( 


cos  ma;  ^  w   fcos  wîa;  .  , 

cos  nxdx  = Loff  cos  wa? | sin  nx  dx. 

m  771  ]  cos  nx 


§  5.  Etude  particulière  de  la  différentielle  siiv'"^cos"^rf^", 
m  et  n  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 

195.  Réduction  aux  différentielles  binômes.  —  La  différentielle 

sin'^j;  cos'U"  dx 

se  transforme  immédiatement  dans  une  différentielle  binôme  de  la 
forme  simplifiée  par  la  substitution 

sina;  =  V^  '    d'où    QO^x=^\j\—t,    dx  =  rij7T=T' 

T^tyi  —  t] 

Elle  devient  ainsi 

m-  1  n  —  1 

Nous  avons  établi  (n"  184)  pour  intégrer  cette  différentielle  binôme 
des  formules  de  réduction,  qui  suffisent  pour  effectuer  l'intégration. 
Mais  il  est  préférable  d'exprimer  innnédiatement  ces  formules  de 
réduction  en  fonction  de  sin  x  et  de  cos  x.  C'est  ce  que  nous  allons 
faire  dans  le  numéro  suivant  : 
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196.  Formules  de  réduction.  —  On  a,  par  une  décomposition  évi- 
dente, 

sm"^xcos^^  xdx  =   sin*"-^a;  [cos" x s'm xdx)  ; 

d'où,  en  intégrant  par  parties, 

/i\  C  •  ,,        »    j  sin'^-ia:cos"-i-ia:;  ,  m  — If  .  .„  ,       „,,    , 

1     sm"'xcos^xdx= — i — --.    sm'>'--xcos'^+-xdx. 

J  n-\-\  n-\-iJ 

D'autre  part,  si  l'on  fait  porter  l'intégration  sur  le  sinus  après  avoir 
isolé  un  facteur  cos  x,  on  aura 

/rt\  C  ■    »        „    ;      sin^^+^a;cos"-*a;  ,  n  —  if  .      ,,         „    ,     , 

2)  sin'».i'COS".crfx= ■ — j -y   sin"'+"-i-cos"--j:dJ'. 

J  m  -\-\  m  + 1  j 

Dans  l'intégrale  qui  est  au  second  membre  de  la  formule  (1),  rem- 
plaçons un  facteur  cos-.r  par  1  —  sin'x.  Cette  intégrale  se  décompo- 
sera en  deux  autres  dont  l'une  reproduit  celle  du  premier  membre. 
En  résolvant  l'équation  par  rapport  à  cette  intégrale,  il  viendra 

fo\  c  ■  »,        »   J  sin^-*xcos"+*x  ,  m — 1  C  .   .     ,         „     , 

3)  sin'"xcos".Trf.r  == 1 sm"'--.rcos"a'rfa;. 

J  m  -\-  n  m -\-n) 

Opérons  de  même  sur  l'équation  (2),  mais  en  remplaçant  un  facteur 
sin^a;  par  1  —  cos-j',  il  viendra 

sin'''+*j;  cos"  -^x     n  —  1 
m  +  11  m  +«, 

Enfin,  cliangeons  m  en  m  1-  '^  dans  la  formule  (3)  et  résolvons  par 
rapport  à  l'intégrale  du  second  membre.  De  même,  changeons  n  en 
?t  +  2  dans  la  formule  (4)  et  résolvons  par  rapport  à  l'intégrale  du 
second  membre.  Nous  obtiendrons  les  deux  formules  : 

,-,  Ç  .  ,,,        „    ,       sin"'+*acos"+*x  ,  m+n+2f  .     ,,„         „     . 

5     sm'"a;cos":rrfa'= --; —r^r     sm"'^"j;cos"j:aj: 

j  m  + 1  m-4-1    j 

/ON  r  •  >,        n    A          sin»'+*a'COS»<-*x  ,  m^n-^tÇ  .  „,        „,.,    , 
(6)    sm"'.rcos"  .rrfa.'= — ; .   '       sui'".rcos"+-.r(/.c 

197.  Usage  des  formules  de  réduction.  —  l/emi)lui  combiné  des 
formules  précédentes  permet  d'elVecluer  l'intégration  dans  les  diverses 
hypothèses  possibles,  mais  il  y  a  i)lusieurs  cas  à  distinguer.  Ces  divers 
cas  peuvent  d'ailleurs  rentrer  en  partie  les  uns  dans  les  autres. 

Premier  cas  :  m  ^  ou  >  \,  n  <  —  I.  —  (Vest  alors  la  formule  (1) 
qu'il  convient  d'appliquer  pour  commencer.  Si  m  =-  I,  on  a  immédia- 
tement 

sm  .r  cos"  .r  rf.r  = —-. — \-  C 

J  n-f-1 

ce  qui  résulte  aussi  de  la  formule  (1).  Supposons  donc  m  >  \. 


sin"'.r 


sin'"+*j;cos"-*ic  ,  « — 1/   .  ,     ,    , 

cos"xdx= ; , —   sm"'.rcos"    -xdx 

m  4- 11  m  -\-n  I 


—  i8o  — 

1»)  Si  m  -r  H  >  0,  l'application  répétée  de  la  formule  (1)  permettra 
de  réduire  l'exposant  «  à  0  ou  à  —  i.  On  obtiendra  alors  une  des 
deux  intégrales  suivantes,  où  k  est  un  entier  positif  <  m  : 

\sin^xdx.  dx. 

J  J  COSJ" 

Celles-ci  s'intégreront  par  la  formule  de  réduction  qui  convient  au 
troisième  cas  que  nous  examinerons  tout  à  l'heure. 

2°)  Si  m  -r  n  <  0,  la  formule  (1'  permet  de  réduire  l'exposant  m  à  1 
ou  à  0.  Si  m  =  1,  l'intégration  est  immédiate,  comme  on  l'a  vu  il  y  a 
un  instant.  Si  m  -=  Û,  on  obtient  l'intégrale  suivante,  où  A  est  un 
entier  positif  <  —  n  : 

r  dœ 

}  COS^  d' 

On  l'intégrera  par  la  méthode  de  réduction  que  nous  indiquerons 
tout  à  l'heure  (cinquième  cas). 
3°)  Si  m  -h  M  =  0,  la  formule  \1]  peut  s'écrire 

(7)  \xr>xdx=  Çl-^"  -  l'tg— ^r<lr. 

Cette  formule  de  réduction  permet  de  réduire  l'exposant  m  à  0  ou 
à  1,  ce  qui  ramène  à  une  des  deux  intégrales  connues  : 

j  da-  =  J-  +  C,  j  tgj'  dx  =  —  Log cosa--h  C. 

Deuxième  cas  :  m  <  —  1,  h  =  ou  >  1.  —  Ce  cas  est  le  symétrique 

du  précédent.  La  formule  (2)  permettra  d'effectuer  l'intégration,  sinon 

elle  ramènera  à  l'une  des  trois  intégrales  suivantes,  cii  k  est  un  entier 

positif  : 

r      k    1  fcos^j-  r  dx 

cos^  xdx,  --. —  dx, 


sm  X  Jcos'^x 

Les  deux  premières  s'intègrent  par  la  méthode  de  réduction  que 
nous  indiquerons  plus  loin  pour  le  quatrième  cas,  la  dernière  par 
celle  du  cinquième  cas. 

Troisième  ras  :  m  =  ou  >  4,  n  =  ou  >  —  1.  —  C'est  la  formule  (3) 
qui  convient  à  ce  cas.  Si  m  est  impair,  cette  formule  permet  de 
réduire  m  à  l'unité,  auquel  cas  l'intégration  est  immédiate.  Si  m  est 
pair,  elle  permet  de  réduire  m  à  0.  On  obtient  ainsi  l'intégrale  {n  >  — 1) 


j  nos"  X  dx. 


—  186  — 

Si  n  est  égal  à  0,  à  1  ou  à  —  1,  l'intégration  se  fait  immédiatement 
par  l'une  des  formules  du  n^  189.  Si  n  est  >  l,  on  appliquera  la 
méthode  de  réduction  du  cas  suivant,  ce  qui  achèvera  l'intégration. 

Quatrième  cas  :  m  =  ou  >  —  4,  ?i  =  ou  >  1.  —  Ce  cas  est  le  symé- 
trique du  précédent.  On  appliquera  la  formule  (4),  Si  n  est  impair,  on 
peut  le  réduire  à  l'unité,  ce  qui  rend  l'intégration  immédiate.  Si  n  est 
pair,  la  formule  permet  de  le  réduire  à  0,  ce  qui  donne  l'intégrale 


I 


sin"*a;  dx. 


Celle-ci  s'obtient  par  une  des  formules  du  n»  189  quand  m  est  égal 
à  0  à  1  ou  à  —  1.  Sinon,  l'intégration  s'achèvera  par  la  méthode  de 
réduction  du  cas  précédent. 

Cinquième  cas  :  m  et  n  nuls  ou  négatifs.  —  La  réduction  se  fera  par 
l'emploi  simultané  des  formules  (5)  et  (6).  Si  m  n'est  pas  égal  à  0  ou 
à  —  1  de  prime  abord,  la  formule  (5)  permettra  de  réduire  m  à  l'une 
de  ces  deux  valeurs.  De  même,  si  n  n'est  pas  de  prime  abord  égal  à 
0  ou  à  —  1,  la  formule  (6)  permettra  de  l'y  réduire.  En  définitive,  il 
restera  à  calculer  une  des  intégrales 

u     u^,    [j^.    r_Jî — 

j     '        j  sm  a;         j  cos  x         J  sm  x  cos  x 
dont  les  valeurs  sont  connues  (n"  189). 

198.  Cas  d'intégrabilité  facile.  —  11  y  a  lieu  d'attirer  l'attention  sur 
les  trois  cas  suivants,  qui  sont  des  cas  d'intégrabilité  facile  correspon- 
dant à  ceux  des  diflerentielles  binômes  (n°  180). 

1°  Si  m  est  positif  et  impair,  soit  m  ^  2A-  +  1,  cos  a:  ===  ^  ;  il  vient 

1  sin'"  X  cos^xdx  =  —  1(1  —  2*)^  z"  dz 

2°  Si  n  est  positif  et  impair,  soit  n  =  2A:  -|-  1,  sin  ii-  =  z  ;  il  vient 

jsin»' X cos"x dx  =  b"»  (!  —  ::•«)'' dz 

3*»  Si  m  +  n  est  négatif  et  pair,  soit  m  4-  n  -^  —  2  k,  Ig  x  ^  z  ;  il 
vient 

jsin"' X cos" a- dx  =  iz"^  {\  +  z-)^  *  dz. 

Dans  ces  trois  cas,  on  dévelopj)era  donc  la  puissance  du  binôme 
par  la  formule  de  Newton  et  chaque  terme  sera  immédiatement  inté- 
grable. 


—  iSl  — 

La  méthode  d'intégration  par  substitution  résultant  des  théorèmes 
généraux  sera  donc  préférable,  dans  ces  divers  cas,  à  l'emploi  des 
formules  de  réduction. 

Remarque.  —  Si  m  +  n  =  0,  il  vient  par  la  substitution  igx  =  z 

s'»  dz 


■2-2 


En  supposant  m  positif,  il  suffira  donc  d'effectuer  la  division  de  2"* 
par  \  -\-  z^-  pour  pouvoir  intégrer.  Mais  on  constate  immédiatement 
qu'on  tombe  sur  les  mêmes  calculs  qu'en  appliquant  la  formule  (7). 
Donc,  dans  ce  cas,  les  méthodes  d'intégration  par  rationalisation  et  par 
réduction  coïncident. 

199.  Cas  particuliers.  Intégration  de  sin'"  x  dx  et  de  cos"'  x  dx.  — 
Ces  différentielles  se  ramènent  l'une  à  l'autre  par  le  chang-ement  de  x  en 
—  -Y  X  \  nous  considérerons  donc  seulement  la  première.  Celle-ci  sera  de 
l'une  des  quatre  formes  suivantes,  où  k  désigne  un  entier  positif  : 

%\vr^-^^xdx,         —^m — '  ■  „-^  ,. — .         sin-f^xdx. 

sm-'^a?  sur'' r^  a; 

Les  deux  premières  rentrent  dans  les  deux  premiers  cas  d'intégrabilité 
facile  du  n°  précédent. 

On  a,  par  la  substitution  cos  x  =  z, 

sin2Â+i  xdx^  —  [l  —  z^Y'dz, 

et,  par  la  substitution  cot  x  =  w, 

■  "t      =—(14-  «*')''"'  dtc. 

La  troisième,  sans  se  ramener  à  la  différentielle  d'un  polynôme,  se 
réduit  toutefois  à  une  somme  de  différentielles  immédiatement  intégrables 

OC 

par  la  substitution  ig  ^  =  t,  qui  donne 

dx  1(1+  t^f'  dt        1    (        \y^^  d^ 


sin^'t+i  X  '    1^^        f"^-^^  2^^\^    tj       t 

La  dernière  différentielle  est  la  plus  longue  à  intégrer,  il  faut  recourir 
soit  aux  méthodes  de  décomposition  du  n"  190  soit  à  la  formule  de  réduc- 
tion (5),  qui  devient 

8       sin"*  X  dx  =- sm^-2  x  dx. 

J  m  m    J 

Cette  formule  ramènera,  puisque  m  est  supposé  pair,  à 

dx  =  X  -\-  C. 


> 
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Remarque.  —  Les  résultats  précédents  permettent  de  prévoir  quelle 
sera  la  forme  de  l'intégrale  cherchée  dans  les  quatre  hypothèses  que  nous 
venons  d'examiner.  Soient  P>i(a;)  un  polynôme  de  degré  n  en  ce,  A  et  B 
des  constantes  numériques.  On  aura 


J^ 


sin-''+^  xdx  ^  P2ft+i  (cos  x)  -\-  C 
-r^—  =  P.ft-i  (cot  a;)  +  C    . 


I 


c?a;  ^     f .     x\       „     f     .  x\    ,     .  ,       .    X 


=  PM  tg  o     -  P^4  cot  -    +  A  Logtg^  4-  c 


I  sin^'^  X  dx  =  sin  x  cos  x  Psa— 2  (sin  x]  -{-^  x  -\-  C. 

200.  Intégration  de  sin"*  a;  cos"  a;  c^a?  par  d'autres  méthodes.  —  Il 
est  toujours  possible  d'éviter  l'emploi  des  formules  de  réduction.  Nous 
avons  déjà  vu  comment  au  n°  190  quand  m  et  n  sont  nuls  ou  positifs. 
Nous  supposerons  donc  maintenant  qu'un  au  moins  de  ces  exposants  soit 
négatif. 

I.  Si  m  et  w  sont  de  signes  contraires,  la  différentielle  proposée  sera 
de  l'une  des  deux  formes  suivantes,  où  ?;  et  q  sont  nuls  ou  positifs  : 

sin^o?  -  cos^a?  , 

— —-dx,  .  ^     dx. 

cos«  X  sin9  X 

Si  p  >îst  impair,  c'est  un  des  cas  d'intégrabililé  facile  du  n»  198.  Sup- 
posons donc  que  p  soit  pair  et  considérons  seulement  la  deuxième  diffé- 
rentielle, puisque  la  première  s'y  ramène  par  le  changement  de  x  en 

^  -\-  X.  Soit  j)  =  SA  ;  on  remplacera  cosP.*;  par  (1  —  sin-a')'* ,  on  déve- 
loppera et  la  différentielle  se  partagera  en  une  somme  d'autres  qui 
s'intégreront  par  les  méthodes  du  n°  199.  Toutefois  on  n'appliquera  cette 
méthode  que  si  m  +  w  n'est  pas  pair  et  négatif,  auquel  cas  on  retrouve- 
rait encore  une  fois  un  cas  d'intégrabilité  facile  du  n°  198. 

II.  —  Si  m  et  n  sont  tous  deux  négatifs  et  de  même  parité,  m  -\-  n  est 
pair  et  négatif.  C'est  le  cas  facile  que  nous  venons  de  rappeler.  Si  m  et  n 
sont  négatifs  mais  de  parités  diflërentes,  la  différentielle  sera  de  l'une 
des  deux  formes  suivantes  où  p  et  q  sont  positifs  (q  pouvant  être  nul)   : 

dx  dx 

am-^x  cos^*+*a;'         sin'^^+'a;  cos^^a; 

On  peut  d'ailleurs  supposer  que  ce  soit  la  seconde  forme,  car  la  pre- 
mière s'y  ramène  par  le  changement  de  ./•  en  x  -\-  ,y. 

Pour  intégrer  cette  différentielle,  on  la  multiplie  par  sin-a:  +  cos-a;. 
Cette  multiplication  a  pour  effet  de  la  décomposer  en  deux  autres  : 

dx  dx 


8in-9~*a7cos*^a?      sin^*+*a?  cos^^^^a; 
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Ces  deux  différentielles  sont  encore  de  la  même  forme  que  la  proposée, 
mais  les  exposants  sont  diminués.  Il  n'y  a  exception  pour  la  première 
que  si  g  =  0  et  pour  h  seconde  que  si  ^^  =  1 ,  auxquels  cas  ces  différen- 
tielles prennent  l'une  des  deux  formes  : 

sina;  dx  dx 

cQ^Vx'         sin'^'-l-ia;' 

mais   alors   la   première   est  immédiatement  intégrable  et  la  seconde 
s'intègre  par  la  méthode  du  n°  199. 

Si  les  termes  obtenus  ne  sont  pas  de  cette  forme,  on  recommence  sur 
chacun  d'eux  la  même  opération  et  on  continue  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
que  l'intégration  puisse  se  faire  comme  ci-dessus. 

Exercices. 


J 


1.  On  trouve  par  les  formules  de  réduction 

dx  cos  X  2      ,       ,    ^ 

—  -  cot  a;  +  C. 


sin^a;  3  sin^ic        3 


'   dx     _    %\Xi  X  f     \  5      l^j_"^T       \    ("^    \^   '^^    \_  o 

côs^^  "  ~~Â~  ^"côs^  ^  2  côs2^;  +   8     ^^  ^  V4  "^   27  "*" 


'sin^a;  sin^A"  2 

cos^a?  3  cos^A'        3coSir 


C  .  ,      ,               sin  a;  cos  a?  /^  .  „       ,    3~\    .    Sa?    ,    ^ 
J  sm%  dœ  = (^sm*  a;  +  -  j  +    g-  +  C 


2.  On  trouve  par  les  méthodes  du  n°  199  : 

sin"  X  dx  ^  —  (  cos  x  —  cos^  x  4-  --  cos^  x  —  -  cos"  x 

\  5  7 

^•>"         r  .    .  2   ,,    ,1 

sin^a? 
dx  1    (      x\         1  /     x'^ 


f  2  \  \ 

=  —  (  cot  a;  -[-  -  cot^  ^  ^~  "R  ^°^^  ■''  j  +  ^'• 


sin5  X        64  V"^  27    "^   8  V^  2j 

1    f     .xy         1  /    ^  a;>.-^    ,     3  ^       .    -^^   ,    ^ 
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CHAPITRE    VI. 

Intégrales   définies. 


§  1 .  Des  intégrales  définies  considérées  comme 
limites  de  sommes. 

201.  Origine  géométrique  des  intégrales  définies.  —  Soit /(a;)  une 
fonction  continue  dans  un  intervalle  {a,  b)  ;  considérons  la  courbe 
qui  a  pour  équation  en  axes  rectangulaires 

y  =  /»  ; 

et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'ordonnée  soit  constamment 
positive  dans  l'intervalle  {a,  b).  Proposons:nous  de  définir  et  d'évaluer 
l'aire'  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  a-  et  les  deux  droites  x  =  a 
et  X  =  b. 

Partageons  cette  aire  en  segments  consécutifs  par  des  parallèles  à 
l'axe  des  y  d'abscisses  successives  œ^,  x^,..  Xi,..  x>,  menées  entre 
les  abscisses  extrêmes  ;r,  =  a,  x>,+i  =h.  Un  segment  quelconque  de 
base  iXi^\.^  —x/)  sera  compris  entre  deux  rectangles,  l'un  inscrit  dans 
ce  segment  et  l'autre  circonscrit.  Le  premier  a  pour  hauteur  le 
minimum  nh  de  f{x)  dans  l'intervalle  (.*•/,  jv-i)  et  l'autre,  le  maximum 
M,  de  t'{x)  dans  le  même  intervalle.  Donc  l'aire  à  évaluer  sera  com- 
prise entre  les  deux  sommes  : 

Il  II 

«  =  i:  m/  (.i'H-,  —  Xi) ,  S  -=  i:  M,  [Xrii  —  Xi), 

'=»  1=1 

qui  sont  celles  des  rectangles  inscrits  ou  des  rectangles  circonscrits 
aux  segments. 

Donc,  si  l'on  peut  démontrer  que  ces  deux  sommes  tendent  vers 
une  limite  commune,  lorsque  les  points  a-,,  x^,..  x^..  se  rapprochent 
indéfiniment  les  uns  des  autres  et  que  leur  nombre  augmente  indéfi- 
niment, cette  limite  commune  pourra  sprvir  de  définition  et  de  mesure 
à  l'aire  que  nous  nous  sommes  j)roposé  d'étudier. 

Le  problème  géométrique  ([ue  nous  venons  de  poser  conduit  donc 
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à  étudier  les  combinaisons  des  formes  s  et  S.  On  verra  que,  comme  le 
lait  prévoir  la  représentation  géométrique,  l'égalité  de  leurs  limites 
iutoujours  l]eu  quand  la  fonction  f{x)  est  continue.  Cette  limite  com- 
mune s'appelle  alors  une  intégrale  définie.  Donc  une  intégrale  définie 
représente  géométriquement  l'aire  d'une  courbe  plane. 

Nous  allons  maintenant  reprendre  la  question  à  un  point  de  vue 
purement  analytique  et  plus  général.  Mais  les  considérations  préli- 
minaires qui  précèdent  sont  de  nature  à  jeter  un  certain  jour  sur  les 
démonstrations  plus  abstraites  que  nous  allons  exposer. 

202.  Définition  générale  et  propriétés  des  sommes  S  et  s.  —  Soit  f{x) 
une  fonction  simple  et  bornée  dans  un  intervalle  [a,  b).  Nous  ne 
faisons  d'abord  aucune  hypothèse  sur  la  continuité  de  cette  fonction. 
Partageons  l'intervalle  (a,  b)  en  n  parties  consécutives  par  les  points  : 

X^  =  (l,  .^2,  .^3,...  Xi,...  X)ij  Xji-l-i  =  0. 

Désignons,  en  général,  par 

Oi  =  Xij^i  —  Xi 

l'amplitude  d'un  de  ces  intervalles,  par  M^  et  w«  les  limites  supérieures 
et  inférieures  de  f[x)  dans  l'intervalle  ô^.  Formons  les  deux  sommes, 
analogues  à  celles  considérées  dans  le  n"  précédent, 

S  =  i:  M,  hi,  s  =  £  Mi  s.-. 

Ces  deux  sommes  jouissent  des  deux  propriétés  fondamentales 
suivantes  : 

I.  Les  deux  sommes  S  et  s  sont  comprises  entre  deux  limites  fixes, 
indépendantes  du  mode  de  subdivision  de  lintervalle  [a,  b). 

En  effet,  f{x)  étant  bornée  dans  l'intervalle  (a,  b),  soient  M  et  m  ses 
limites  «upérieure  et  inférieure  dans  cet  intervalle.  Considérons  la 
somme  S  ;  tous  les  iM,  sont  compris  entre  M  et  m  et  la  somme  des 
intervalles  ô«  est  égale  h  {b  —  a).  Donc  ï  M,-  o,  ou  S  est  compris  entre 
les  deux  limites  : 

mib  —  a)         et         m(b~a). 

On  prouve  semblablement  que  s  est  compris  entre  les  deux  mêmes 
limites. 

II.  Si,  ayant  calculé  les  deux  sommes  S  et  s  pour  un  premier  mode 
de  subdivision,  on  intercale  de  nouveaux  points  de  subdivision  entre  les 
premiers,  la  somme  S  sera  stationnaire  ou  décroissante,  la  somme  s 
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stationnaire  ou  croissante.  De  plus,  si  o  désigne  mie  limite  supérieure 
de  Vamplitude  des  intervalles  primitifs  et  v  le  nombre  des  nouveaux 
points  de  subdivision  ajoutés,  la  variation  de  chacune  des  deux  sommes 
sera  moindre  que  v  (M  —  m)  5. 

Considérons  la  somme  S.  Supposons  d'abord  qu'on  n'ajoute  qu'un  seul 
point  de  subdivision  et  que  ce  point  tombe  dans  l'intervalle  o..  Cet 
intervalle  sera  partagé  en  deux  autres  o^!  et  S"  et  le  terme  primitif 
M^5j.  sera  remplacé  dans  la  nouvelle  valeur  de  S  par  la  somme 

M'o'  +  M"8", 

où  M^!  et  M^!'  sont  les  limites  supérieures  de  \'[x)  dans  les  intervalles 
5]  et  8^!'.  Mais,  ceux-ci  étant  des  parties  de  5^.,  on  a 

et,  comme  8^!  +  8]'  =  8^.,  on  en  conclut 

m;8;  +  m;'o;'^m,8„ 
M;o;  +  M;'8;'5m,8,. 

Donc,  après  l'adjonction  d'un  nouveau  point  de  subdivision,  la 
somme  S  ne  peut  pas  avoir  augmenté,  et  si  elle  a  diminué,  sa  variation 
sera  inférieure  à  (M^.  —  m^  8^  et  a  fortiori  à  (M  —  m)  8. 

Si,  au  lieu  d'un  seul,  on  ajoute  v  nouveaux  points  de  subdivision, 
on  peut  les  supposer  ajoutés  successivement,  et  comme  le  raisonne- 
ment précédent  s'applique  \)ouv  cliacun  d'eux,  on  voit  que  la  somme 
S  sera  stationnaire  ou  décroissante  et  que  sa  diminution  totale  ne 
pourra  surpasser  v  (M  —  m)  o. 

Le  raisonnement  est  analogue  pour  la  somme  s. 

Ceci  posé,  on  a  le  tbéorème  fondamental  suivant  : 

203.  Théorème  de  M.  Darboux.  —  Si  l'on  multiplie  indi'liiiimcnl 
le  nombre  des  points  de  subdivision,  de  manière  que  tous  les  intervalles 
Zi  tendent  vers  %éro,  les  deux  sommes  S  et  s  tendront  respectivement 
vers  des  limitefi  déterminées  L  et  /,  indépendantes  du  mode  de  subdivision 
adopté. 

Considérons  d'abord  la  somuie  S.  (rest  une  quantité  variable,  mais 
bornée  supérieurement  et  inférieurement  en  vertu  de  la  propriété  I 
du  n°  précédent.  Soit  L  le  plus  grand  nombre  qui  ne  surpasse  aucune 
des  sommes  S  possibles,  ou,  en  d'autres  termes,  la  limite  inférieure 
de  toutes  ces  sommes  (n"  20).  Je  dis  que  S  a  nécessairement  pour 
limite  L  quand  tous  les  intervalles  8,  tendent  vers  zéro. 
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En  effet,  soit  s  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut,  on  pourra 
trouver  un  premier  mode  de  subdivision  A',  tel  que  la  somme  corres- 
pondante S'  soit  moindre  que  L  +  £,  sinon  L  ne  serait  pas  la  limite 
inférieure  supposée.  Soit  v  le  nombre  des  points  de  subdivision  de  \'. 
Je  vais  démontrer  que  toute  somme  S  relative  à  un  mode  quel- 
conque de  subdivision  à  en  parties  plus  petites  que  o,  différera  de  L 
d'une  quantité  arbitrairement  petite  2s,  pourvu  seulement  que  o  soit 
assez  petit. 

En  effet,  considérons  un  troisième  mode  de  subdivision  A"  obtenu 
en  ajoutant  les  points  de  subdivision  du  mode  A'  à  ceux  de  A,  donc  au 
maximum  v  nouveaux  points  de  subdivision,  et  soit  S"  la  somme  cor- 
respondante. On  aura,  par  la  propriété  (I  du  n"  précédent, 
S  — S"  <  v(M  — m)  0. 

Mais  A"  résulte  aussi  de  l'adjonction  des  points  de  subdivision  du 
mode  A  à  ceux  de  A',  de  sorte  qu'on  a  aussi  S"  <  S'  et  a  fortiori  < 
L  +  c. 

On  conclut  donc  a  fortiori  de  l'inégalité  précédente,  qui  peut 
s'écrire  S  <  S"  +  v  (M  —  m)  o, 

S<  IH-î  +  v(M  — //i)o 
et  il  suffit  de  supposer  ù<z  -.  (M  —  m)  v  pour  que  l'on  ait 

S  <  H-  2  e. 

Donc  S,  qui  ne  peut  être  inférieur  à  L,  en  diffère  aussi  peu  que 
l'on  veut  à  condition  de  supposer  tous  les  ti  assez  petits,  c'est-à-dire 
que  S  a  pour  limite  L. 

On  prouve  d'une  manière  analogue  que  s  tend  vers  une  limite 
déterminée  /,  qui  est  la  limite  -^érieure  de  toutes  les  sommes  s 
possibles. 

Ces  deux  limites  L  et  /  peuvent  être  différentes,  mais  le  cas  le  plus 
intéressant  est  celui  où  elles  sont  égales  et  l'on  dit  alors  que  la  fonc- 
tion f{x)  est  inlégrahlc.  Cette  condition  a  lieu  lorsque  f[x)  vérifie 
certaines  conditions  de  continuité.  Nous  commencerons  par  établir 
quelques  propriétés  générales  des  sommes  L  et  /,  qui  nous  con- 
duiront facilement  à  cette  conclusion  et  qui  nous  seront  d'ailleurs 
utiles  par  elles-mêmes. 

204.  Propriétés  des  limites  de  sommes  L  et  /.  —  Nous  venons  de 
démontrer  que  les  sommes  S  et  s  tendent  vers  des  limites  détermi- 

43 
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nées  quand  toutes  les  parties  oi  de  l'intervalle  (a,  h)  tendent  vers 
zéro.  Ces  limites  dépendent  évidemment  de  l'intervalle  [a,  h)  lui- 
même.  C'est  pourquoi,  au  lieu  de  L  et  /,  nous  écrirons  aussi  L«  et  /« 
avec  des  indices  qui  font  connaître  l'intervalle  dans  lequel  se  fait  la 
sommation. 
Ces  expressions  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

I.  Si  c  est  un  point  intermédiaire  entre  a  et  b,  on  a 

iJo  =  L'a  H~  L/c 

et  une  relation  analogue  pour  l. 

En  effet,  les  deux  membres  ont  le  même  sens  pourvu  que,  dans  le 
calcul  de  L^,,  le  point  c  soit  toujours  choisi  comme  jioint  de  subdi- 
vision de  l'intervalle  (a,  h),  ce  qu'on  peut  toujours  admettre,  puisque 
la  limite  est  indépendante  du  mode  de  subdivision  adopté. 

II.  En  désignant  par  ix  une  inoyenne  entre  les  limites  supérieure  et 
inférieure  M  et  m  de  f{x)  dans  l'intervalle  [a,  b),  on  peut  écrire 

La  =  [J.  [b—a] 
et  une  relation  analogue  pour  L 

En  effet,  on  a  vu  (n°  202)  que  la  somme  S  est  toujours  comprise 
entre  M  {b  —  a)  et  m  [b  —  a),  donc  sa  limite  sera  comprise  entre  les 
deux  mêmes  quantités,  ce  qu'exprime  l'équation  précédente. 

III.  Remplaçons  b  par  une  variable  X,  ce  qui  est  permis  pourvu  que\ 

soit  >  a  et  que  f[x)  soit  toujours  bornée  dans  l'intervalle  [a,  X)  ;  les 

deux  limites  de  sommes 

,x  ,x 

i-iff ,  'a 

seront  des  fonctions  de  X,  je  dis  que  ce  sont  des  fonctions  continues 
de\. 
Posons,  pour  plus  de  clarté, 

L,^   =  F  (XI 
DoiHions  à  X  un  accroissement  positif  //  ;  on  aura,  par  la  pi'o- 
priélé  I, 

F  (X  +  h)  -^  L^  -f  lV  -  F  (X)  +  LF" 
et,  par  la  propriété  II, 

F(X  +  //)  — F(X)  ^  a//, 
,u  étant  une  moyenne  entre  les  limites  supérieure  et  inférieure  de/'(ir) 
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dans  l'intervalle  (X,X  +  //).  Donc  y-  reste  fini  quand  h  tend  vers  zéro 
et  [j.  h  tend  vers  zéro  avec  h.  On  a  donc 

limF(X  +  /0  =  F(X). 

71=0 

La  même  conclusion  subsiste  pour  h  négatif.  En  effet,  on  a  dans  ce 
cas,  en  s'appuyant  sur  les  mêmes  théorèmes, 

F  (X  +  h)  =  L^  -  là+,  =  F  (X)  -  .a  (-  h)  ==  F  (X)  +  iJ.  h, 
c'est-à-dire  la  même  équation  que  dans  le  premier  cas.  Donc  L^  est 
une  fonction  continue  de  X. 
La  démonstration  se  fait  de  même  pour  /« . 

l\.  Si  f{x)  est  continue  pour  x  =  X,  les  deux  fonctions  L^  et  /„ 
ont  pour  dérivée  /'(X)  en  ce  point. 

Reprenons,  en  effet,  l'équation  précédente 

F(X  +  //1— F  (X)  -a/i, 

OÙ  //  a  un  signe  quelconque  et  où  y.  désigne  une  valeur  moyenne 

entre  les  limites  supérieuie  et  inférieure  de  f{x)  dans   l'intervalle 

(X,  X  +  ^).  On  en  tire,  en  faisant  tendre  h  vers  zéro  et  en  observant 

que  f[x)  est  supposée  continue  pour  a-  =  X, 

,.     F(X4-/i)  — F(X)       ,. 

hm  — ^^ j =  lim  u  -=  /  (X) 

Donc,  par  définition  de  la  dérivée,  F  (X)  ou  L«  a  pour  dérivée /(X). 
La  démonstration  serait  la  même  pour  /« . 

205.  Fonctions  intégrables.  Intégrales  définies.  —  Lorsque,  pour 
une  fonction  /'(a),  les  deux  limites  de  sommes  L«  et  /«  sont  égales,  la 
fonction  [[x]  est  intégrable  dans  l'intervalle  (a,  b).  La  valeur  com- 
nmne  de  ces  deux  limites  s'appelle  une  intégrale  définie  et  se  repré- 
sente par  le  symbole 

f{x)dx, 

Jo. 

que  l'on  prononce  :  intégrale  (ou,  plus  souvent,  somme)  de  a  à  h 
f{x)  dx. 

La  lettre  x  sous  le  signe  d'intégration  i)eut  être  remplacée  par 
toute  autre  lettre,  l'exfjression 


r 

Ja 


est  identirpie  à  la  précédente. 
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Les  quantités  a  oX  b  sont  les  limites  de  l'intégrale  ;  a  est  sa  limite 
inférieure  et  b  sa  limite  supérieure. 

Nous  ne  nous  proposons  pas  de  rechercher  ici  les  caractères  généraux 
des  fonctions  intégrables.  C'est  une  étude  assez  spéciale  qui  doit  être 
faite  dans  un  paragraphe  particulier.  On  ne  rencontre  guère,  en 
pratique,  que  les  fonctions  dont  l'intégrabilité  résulte  des  deux  théo- 
rèmes suivants,  auxquels  nous  nous  bornerons  pour  le  moment  : 

I.  Une  fonction  f{x)  est  intégrable  dans  tout  intervalle  (a,  b)  oh  elle  est 
continue. 

En  effet,  faisons  varier  X  depuis  la  valeur  a  jusqu'à  la  valeur  b  ; 
par  la  propriété  IV  du  no  précédent,  les  deux  fonctions  La  et  /«  ont 
constamment  môme  dérivée  dans  l'intervalle  {a,  b),  donc  elles  ne 
peuvent  différer  que  par  une  constante.  Mais  il  résulte  de  la  pro- 
priété I  du  n°  précédent  qu'elles  s'annulent  toutes  deux  quand  X  tend 
vers  a.  Donc  elles  sont  constamment  égales  et  elles  le  sont,  en 
particulier,  pour  X  =  &. 

Ce  théorème  peut  être  démontré  directement,  sans  recourir  à  la  con- 
sidération des  dérivées,  mais  en  se  servant  du  théorème  IV  du  n°  27. 
En  effet,  calculons  les  sommes  S  et  s  avec  les  mêmes  subdivisions  o<^  ce 
qui  n'inllue  pas  sur  leurs  limites,  il  vient 

S  — .9  =  S(M,:-;ne)oY 

Quelque  petit  que  soit  i,  on  peut  supposer  tous  les  o/  assez  petits  pour 
que  toutes  les  différences  Mj  —  trii  soient  <  e,  et  comme  la  somme 
des  oi  est  égale  à  {b  —  «),  il  vient 

S  — S<£(è  —  «). 

Donc  la  différence  S  —  s  devient  inférieure  à  tout  nombre  donné  à 
condition  de  pousser  la  subdivision  assez  loin  ;  par  conséquent,  S  et  s 
ont  la  même  limite  et  L  =  ^. 

IL  Plus  généralement ,  une  fonction  bornée  f[x)  est  intégrable  dans 
fout  intervalle  {a,  b),  oii  ellr  lùi  qu'un  nombre  limité  de  points  de 
discontinuité. 

En  effet,  faisons  croître  X  à  partir  de  la  valeur  a  et  soient  X,,  X.,,  ... 
les  points  de  discontinuité  successifs  de  f{x).  Les  deux  fonctions 
Lrt  et  la  sont  égales,  par  la  démonstration  précédente,  tant  que  X 
est  <  Xi,  donc,  étant  continues  (n"  204,  III),  elles  sont  encore 
égales  pour  X  =  X,.  Elles  ne  peuvent  différer  (pie  par  une  constante 
quand  X  varie  de  X,  à  X.,  car  leurs  dérivées  sont  égales,  mais. 
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comme  les  deux  fonctions  sont  égales  pour  X  =  Xj,  elles  sont  con- 
stamment égales  et  elles  le  restent  encore  pour  X  =  Xj,  et  ainsi 
de  suite. 

206.  Autres  limites  de  sommes  qui  peuvent  servir  de  définition  à 
l'intégrale  définie.  —  Il  est  souvent  utile  de  considérer  l'intégrale 
définie  comme  la  limite  d'expressions  différentes  des  précédentes. 
Supposons  que  f{x)  soit  intégrable  dans  l'intervalle  [a,  b)  et  faisons 
de  nouveau  le  partage  de  cet  intervalle  par  les  points  Xi  =  a,  x^, ... 
Xi,  ...  Xn+i==  b  en  parties  d'amplitudes  Bj  ==^  (^v+i  —  Xi).  On  pourra 
aussi  poser 

tb  n 

les  points  ç/  étant  choisis  respectivement  d'une  manière  arbitraire 
dans  chacun  des  intervalles  ùi  et  tous  ces  intervalles  tendant  vers 
zéro.  En  effet,  f{zi)  étant  compris  entre  M^  et  77ii,  la  somme  pi'écé- 
dente  est  comprise  entre  les  deux  expressions  ^MiOi  et  I^miO/,  qui 
ont  toutes  deux  pour  limite  l'intégrale  définie,  donc  la  somme  consi- 
dérée doit  avoir  la  même  limite. 

On  peut  choisir,  en  particulier,  li  ■==  xi  et  écrire  S^  =  dxt  ;  il  vient 
alors 


I 


*  n 

f  [x)  dx  =  lim  E  /■  [x^  dxi 


Ainsi,  l'intégrale  définie  peut  être  considérée  comme  la  limite 
d'une  somme  de  difj'érentielles.  C'est  même  là  le  premier  point  de  vue 
auquel  on  s'est  placé  pour  la  définir.  Aussi  c'est  dans  la  relation  pré- 
cédente que  l'on  trouve  l'origine  de  la  notation  de  l'inlégiale  définie 
et,  en  particulier,  du  signe  j"  qui  représente  une  limite  de  somme. 

207.  Propriétés  des  intégrales  définies.  —  Répétons  d'abord  trois 
propriétés,  déjà  reconnues  (no  204)  aux  limites  de  sommes  L  et  / 
qui  servent  de  définition  à  l'intégrale  définie  : 

I.  Si  c  est  compris  entre  a  et  b,  on  a 

(1)  r  /•  {x)  dx  -=  f  /•  {x)  dx-^  (  V  [x]  dx 

Ja  ja  Je 

II.  On  peut  poser,  ]x  étant  intermédiaire  entre  les  limites  supé- 
rieure et  inférieure  de  f[x)  dans  l'intervalle  (a,  b) 


(2)  {'f[x)dx^^{b-a) 

Ja 


m.  L'intégrale  à  limite  variable  > 

est  une  fonction  continue  de  X  et,  en  tout  point  où  f{\)  est  continue, 
elle  a  f{\)  pour  dérivée.  D'où  le  théorème  suivant  qui  est  fon- 
damental : 

La  dérivée  d'une  intégrale  définie  par  rapjwrl  à  sa  limite  supérieure 
est  égale  à  la  valeur  de  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  à  cette 
limite,  pourvu  que  cette  fonction   soit  continue  en  ce  point. 

L'intégrale  définie  possède  aussi  des  propriétés  qui  lui  sont  plus 
particulières,  comme  les  suivantes  : 

IV.  Si  une  fonction  intégrable  f{x)  se  décompose  en  une  somme 
d'autres  fonctions  intégrables  cp  (x)  +  'i  {œ)  -f  •■•,  on  a 


(3) 


I  '  /■  (j-)  di'  -  ('  '^{x)dX'{-  ('  'l  [x]  dd 


C'est  la  règle  d'intégration  par  décomposition  dans  le  cas  des  inté- 
grales définies. 

Celte  règle  se  démontre  facilement  au  moyen  de  la  définition  de 
l'intégrale  donnée  au  n"  précédent.  En  effet,  on  a  constamment 

ï/-(i/)S.  =  S  cp  (i,)  0,  +  ^ -Mi')  ^^/  -1-- 
Faisons  tendre  tous  les  8,  vers  zéro  et  passons  à  la  limite,  l'équa- 
tion précédente  sera  remplacée,  par  définition,  |iar  l'équation  (3). 

V.  Il  est  utile  d'observer  la  relation 
(4)  I  '  dx       (b-a). 


qui  a  lieu  par  définition,  car,  f{x)  étant  égale  à  I ,  cette  intégrale  est 
la  limite  de  -o,  et  cette  somme  est  toujours  égale  à  b  —  a. 

VI.  L'intégrale  définie  a,  lorsque  /  (.r)  est  continue  et  ])0sitive,  une 
signification  géométrique,  qui  résulte  d(;s  considérations  émises  au 
début  du  chapitre  (n'^  201).  L'expression 

j''fix)dx 

mesure  l'aire  de  la  courbe  qui  a  pour  équation  y  =--  f{x)  en  coordon- 
nées rectangulaires,  cette  aire  étant  limitée  par  la  courbe,  l'axe 
des  X  et  les  deux  droites  x    -  a  et  x  =  h. 
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208.  Autres  propriétés  et  remarques  complémentaires.  —  I.  On  a' 
supposé  jusqu'ici  ])  >  a  pour  définir  l'intégrale 

'V 

f{x)  dx, 

mais  on  p(3ut  aussi  supposer  h  <  a.  La  définition  reste  formellement' 
la  même,  pourvu  que  f[x)  soit  intégrable  dans  l'intervalle  [h,  a).  Le 
partage  de  cet  intervalle  se  fait  alors  par  les  points  J^a.  ^3.  •••  ^i>  •••  ^"« 
qui  se  suivent  dans  l'ordre  de  a  vers  b.  Soit  encore  x^  =  a,  a^j  +  i  =  b 
et  ùi  -=  Xi+i  —  Xi  ;  on  pose,  comme  précédemment, 

r  f(x)  dx  =  lim  S  MiOi  =  lim  S  m.S,-  =  lim  î  f{li)  o,-, 

mais  toutes  les  quantités  §«■  sont  maintenant  négatives. 
Remarquons  que  l'on  a,  par  la  définition  habituelle, 

limi:  M  À  =  —  limi  M ,  {—o,)=~\"f  {x)  dx  ; 

/  =  i  i  =  n  Jb 

nous  obtenons  ainsi  la  relation 

(5)  {  f{x)dx=  —  {''  f[x)dx., 

Ja  Jb 

Donc  intervertir  les  limites  d'une  intégrale  définie  revient  à  changer 
son  signe. 

IL  La  remarque  précédente  permet  d'écrire  l'équation  (1)  du  n° 
précédent  sous  la  forme  suivante  : 

(6)  Cfix)  dx  -\~  fVi^)  d^  +  T/"  (^)  d^  =  0, 

Ja  Jb  Je 

comme  on  a  en  géométrie  ab  +  bc  +  ca  =  G  en  vertu  du  principe 
des  signes.  Sous  cette  forme,  l'équation  est  symétrique  en  a,  b  ei  c  ; 
par  conséquent,  elle  subsiste  quelles  que  soient  les  situations  respec- 
tives de  ces  trois  points.  Elle  suppose  seulement  que  la  fonction  soit 
intégrable  dans  chacun  des  intervalles  considérés. 

IIL  Un  facteur  constant  peut  être  mis  hors  du  signe  d'intégration. 
Soit,  en  effet,  A  constant  ;  on  a,  par  définition  (n°  200), 

\"x  f{x)  dx  =  lim  y:  A  fili)  3,  =  A  lim  ï  f[h)  oi 

Ja 

Par  conséquent. 

(7)  rAf{x)dx  =  X  rf{x)dx. 

Ja  Ja 
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IV.  Lorsque  [(.r)  est  continue,  l'équation  (2)  du  n°  précédent  peut 
être  transformée.  Celte  fonction  peut  acquérir  toute  valeur  comprise 
entre  son  maximum  et  son  minimum  dans  l'intervalle  [a,  b)  et,  en 
particulier,  la  valeur  ;jl  pour  une  valeur  ç  de  .r  comprisf;  entre  a  et  h. 
Il  vient  donc 


(8)  \"f{x)(ir  =  fa){b-a) 


Cette  formule  ainsi  que  la  formule  (2)  dont  elle  dérive,  sont  des 
cas  particuliers  du  théorème  de  la  moyenne,  qui  suit  . 

209.  Théorème  de  la  moyenne.  —  Considérons  l'intégrale  {b  >  a) 

f  {.X) '^  [x)  ih- 


et  supposons  que  la  fonction  à  intégrer  soit  le  produit  de  deux  fonc- 
tions intégrables,  dont  l'une  cp  (x)  est  constamment  positive  dans 
l'intervalle  la,  b)  et  dont  l'autre  a  respectivement  M  et  m  comme 
limites  supérieure  et  inférieure  dans  cet  intervalle.  On  aura 

I  '[M  —  f{x)]  o  {X)  dx  >  0         f  \f{x)  —  m]  -ç  {xi  dx  .  0, 

car,  les  fonctions  à  intégrer  étant  constamment  positives,  ces  inté- 
grales sont  des  limites  de  sommes  positives.  On  peut  décomposer 
ces  intégrales  en  deux  autres  (n"  207,  IV)  et  faire  sortir  les  constantes 
M  et  m  du  signe  d'intégration  (n"  2u8,  III)  ;  il  vient  ainsi,  sans 
diftîculté, 

M  1  cp  (.r)  dx  >  \  f(x)  cp  (x)  dx  >  m  \  o  {x)aIx. 

Ja  '  Ja  Jn 

Donc,  en  désignant  par  [x  une  valeur  moyenne  entre  celles  de  i'{x) 
dans  l'intervalle  (a,  b),  on  peut  écrire 


rb  ri. 

(9)  f{x)  cp  {X)  dx=-  Il  \  cp  (x)  dx 

J"  Jf 


(i'est  dans  cette  relation  que  consiste  le  théorème  de  la  moiienne. 
Nous  l'avons  établie  en  supposant  b  >  a  et  -f  (x)  positif,  mais  elle 
subsiste  évidemment,  pourvu  que  z>  (x)  ne  change  iia.s  de  signe  dans 
l'intervalle  (a,  b). 

Quand  /'(.r)  est  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (a,  b),  on 
désigne  par  ;  une  valeur  de  x  dans  cet  inlervalle  et  l'on  peut  écrire 
l'équation  (9)  sous  la  forme  suivantr  : 

(10)  (  f(x)dx^f{k^  (  .<D{x)dx. 

Ja  Ja 
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En  faisant  z.  (x)  =  l,  dans  les  formules  (9)  et  (10)  on  retrouve  les 

formules  (2)  et  (8)  obtenues  plus  haut,  savoir 

ru  ru 

f{x)  dx  =  u     dx  ==  'X  [b  —  a), 

{')\x)  dx  =  /•(;)  {'dx  =  ni)  {b  -  a). 

Jft  Jrt 

S  2.  Relation  entre  les  intégrales  définies  et  indéfinies. 
Calcul  des  intégrales  définies. 

210.  Retour  sur  le  chapitre  précédent  :  Existence  d'une  fonction 
ayant  pour  dérivée  f{x).  Remarques  sur  les  notations.  —  Dans  tout  le 
chapitre  V,  on  a  admis  provisoirement  le  résultat  suivant,  énoncé  au 
n"  158  :  Si  f{x)  est  contimie  dans  l'intervalle  [a,  b),  il  existe  une  fonc- 
tion ayant  f{x)  pour  dérivée  dans  cet  intervalle.  Ce  théorème  se  trouve 
maintenant  rigoureusement  établi.  En  effet,  l'intégrale 

fin)  du 

est  une  fonction  particulière  qui  jouit  de  cette  propriété  (n"  207,  III). 
Lorsqu'il  n'en  résulte  aucune  confusion,  on  remplace  habituellement 
la  variable  y  par  x  dans  la  notation  de  l'intégrale  précédente,  qui 
devient 


r 


fix)  dx. 


Cette  expression  a  donc  pour  dérivée  la  fonction /"  (a;)  écrite  sous 
le  signe  d'intégration.  Cette  propriété  commune  des  intégrales  indé- 
finie et  définie  : 

jfix)dx,  \j-{i-)d^-, 

explique  l'origine  du  signe  |  dans  la  notation  de  la  première. 

211.  Relation  fondamentale  pour  le  calcul  des  intégrales  définies.  — 
Lorsque,  par  un  procédé  quelconque,  on  a  trouvé  une  fonction  con- 
tinue F  [x)  qui  admet  f{x)  pour  dérivée  dans  l'intervalle  [a,  b),  cette 
fonction  ne  peut  dillerer  que  par  une  constante  de  l'intégrale  définie 
considéré",  ci-dessus,  car  ces  deux  fonctions  ont  la  même  dérivée, 
li  vifnt  donc,  C  désignant  une  constante  à  déterminer, 


\''l{x)dx  =  ¥{x)-]-C. 

Ja 
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En  particulier,  si  x  =  a,  on  trouve  O--F(a)  +  C,  d'où  C  =  —  F(a)  ; 
j3ar  conséquent, 

rf[x)dx^Y{x)—Y  [a] 

In 


Ja 


et,  si  l'on  fait  x  ^  b, 

il) 


Ç'f(x)  dx  =  F{b)-~  V  ia) 


C'est  la  fornmle  fondamentale  pour  le  calcul  des  intégrales  définies. 
On  la  met  souvent  sous  la  forme  plus  condensée 

jj 


{■'([■>■) 


dx  =  [F  (^•):i 


Le  second  membre  se  prononce  en  abrégé  :  F  (x)  aux  limites  a  et  b. 
Il  représente  l'accroissement  éprouvé  par  la  fonction  continue  F  (.r), 
quand  x  passe  de  a  à  b.  De  là  le  théorème  suivant  : 

L'intégrale  définie      f{x)  dx,  prise  entre  deux  limites  entre  lesquelles 

Ja 

f[x)  est  continue,  est  égale  à  r accroissement  d'une  fonction  continueY {x) 
ayant  f'{x)  pour  dérivée,  quand  x  passe  de  a  à  b. 

212.  Sur  la  manière  d'employer  le  théorème  précédent.  —  Le  théo- 
rème précédent  est  fondamental.  Il  ramène  le  calcul  de  l'intégrale 
définie  à  celui  de  l'intégrale  indéfinie,  auquel  s'appliquent  toutes  les 
méthodes  exposées  dans  le  chapitre  V. 

En  ellét,  l'intégrale  indéfinie  est,  par  définition,  une  fonction  ayant 
pour  dérivée  f{x)  et  l'équation  (2)  peut  s'écrire 


(3) 


\j\x)dx^-  [jf{x)dx'^\ 


L'intégrale  indéfinie  comporte  une  constante  arbitraire,  mais  on 
peut  )a  négliger  |)our  le  calcul  de  l'intégrale  définie,  car  le  théorème 
précédent  s'applique  à  toute  fonction  ayant  jiour  dérivée  f{x). 

Lorsque  la  fonction  F  {x)  est  à  déterminations  multiples,  le  choix 
des  valeurs  à  attribuer  à  F  {a)  et  F  [b)  dans  la  formule  (1)  n-sulte  de 
la  condition  de  continuité  imposée  à  V  {x).  En  général,  on  pourra 
choisir  arbitrairement  la  détermination  de  F  (a)  mais  alors  celle 
de  F  {b)  est  imposée,  car  il  faut  que  ¥  (x)  varie  d'une  manière  con- 
tinue de  F  {a)  à  F  (b)  quand  x  varie  de  a  à  b. 

Cette  remarque  s'applique,  en  particulier,  aux  inverses  des  fonc- 
tions circulaires.  On  a,  par  exemple, 
*^     dx 


i 


I    i    ,   ^.i  =  arctg/^  — arctgfl, 
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mais  les  valeurs  arc  tg  a  el  arc  tg  b  doivent  appartenir  à  la  même 
branche  de  la  fonction.  Le  plus  simple  est  donc  de  considérer  la 
branche  principale.  Si  l'on  lait  «  =  0  et  6  =  4,  il  vient  ainsi 

213.  Remarque  sur  la  définition  de  l'intégrale  définie.  —  Certains 
auteurs  prennent  la  relation  (3) 

comme  définition  de  l'intégrale  définie,  et  considèrent  comme  une 
propriété  l'égalité  de  cette  expression  avec  une  limite  de  somme.  Ce 
mode  d'exposition  peut  paraître  plus  simple  à  première  vue,  mais 
cette  simplicité  est  plus  apparente  que  réelle.  En  effet,  cette  défini- 
tion postule  l'existence  d'une  fonction  ayant  pour  dérivée  f{x),  et 
celle-ci  ne  peut  être  établie  d'une  manière  générale  que  par  la 
considération  d'une  limite  de  somme. 

214.  Extension  des  procédés  d'intégration  aux  intégrales  définies.  — 
Les  règles  d'intégration  ]iar  décomposition,  par  parties  et  par  sub- 
stitution s'étendent  aux  intégrales  définies,  mais  avec  des  modifica- 
tions tenant  aux  limites. 

L  Si  M,  i',  w,  ...  sont  des  fonctions  intégrables  de  x,  on  aura 

(4)  {u  -f  v  —  w  +  •••)  cf,r  =      u  (la-  -f      v  d.r  —      w  dd'  ^  ■■• 
C'est  la  rè(i le  d'intégration  par  décomposition  ûéik  démontrée  (n°  707, IV). 

H.  Soient  u  et  v  des  fonctions  de  x  ayant  des  dérivées  intégrables 
u'  et  v'  dans  l'intervalle  (a,  b)  ;  uv  a  pour  dérivée  uv'  -\-v'u;  on  a  donc 

I  [uv'  -\-  ii'v)  dx  =     uv 

et,  par  la  règle  précédente, 

(5)  uv'  dx  =  \  uv\  —       vu'  dx. 

Ja  L        J,,        J,( 

C'est  la  règle  d'intégration  par  parties. 

III.  La  règle  d'intégration  par  substitution  exige  un  peu  i)lus  d'atten- 
tion. Soit /(a-)  une  fonction  continue  de  x  dans  l'intervalle  (a,  b)  ; 
posons 

a;  =  (p  [t) 
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et  supposons  :  1"  que,  quand  t  varie  de  l^  à  T,  cp  (/,)  varie  d'une 
manière  continue  de  a  hb  ;  '2°  que  cp  [t)  cil  une  dérivée  continue  cp'  (t) 
dans  l'intervalle  (f,,  T)  ;  3°  que  f[f{t}]  soit  aussi  continue  dans  cet 
intervalle. Cette  dernière  condition  résultera  d'ailleurs  des  précédentes 
si  cp(f)  reste  compris  entre  a  et  b.  Je  dis  qu'on  aura 

(6)  1  V(^)  dx  ==  Cfl^fil)]  'f '  1/)  dt. 

M  J/ 

Pour  le  démontrer,  considérons  les  deux  fonctions  de  t  : 
f{x)dx  et  f[o{t)]'^'  it)dt. 

Elles  ont  même  dérivée.  La  dérivée  de  la  seconde  est  la  fonction 
sous  le  signe  d'intégration  (n°  207).  Celle  de  la  première  s'obtient 
par  la  règle  des  fonctions  de  fonctions  :  on  calcule  d'abord  la  dérivée 
de  cette  intégrale  par  rapport  à  sa  limite  supérieure  'f{t),  ce  qui 
donne  fb^(l)],  puis  on  multiplie  ce  résultat  par  la  dérivée  de  cp(0. 
On  trouve  dans  les  deux  cas  f[o{t)]  (£>'{t). 

Les  deux  intégrales  ayant  même  dérivée,  ne  diffèrent  que  par  une 
constante  ;  elles  s'annulent  toutes  deux  pour  t  =  t^,  donc  elles  sont 
égales.  En  particulier,  si  t  =-  T,  il  vient 

f{x)dx~'-    n^f{t)]'f'{t)di. 

Cette  équation  revient  à  (6),  car  cp  (fj  =-  a,  cp  (T)  ==  b. 

Remarque.  —  La  formule  (6)  étend  aux  intégrales  définies  la  règle 
d'intégration  par  substitution.  On  voit  que  l'intégrale  transformée 
par  la  substitution  x  =^  o  (t)  aura  pour  limites  les  valeurs  de  t  qui 
correspondent  aux  valeurs  limites  de  x. 

La  règle  d'intégration  par  substitution  ne  peut  être  employée  sans 
certaines  précautions.  En  effet,  si  l'une  des  conditions  supposées 
dans  la  démonstration  venait  à  manquer,  la  règle  [)Ourrait  conduire  à 
des  résultats  erronés. 

Considérons,  par  exemple,  l'intégrale 


/- 


dx. 


Si  l'on  fait  la  substitution  x    -  1  :  /,  l'application  inconsidérée  de 
la  formule  (6j  donne  un  résultat  faux,  savoir 


—  20o  — 

Mais  les  conditions  du  théorème  n'ont  pas  lieu,  car  cp  {t},  étant  égal  à 
1  :  t,  ne  varie  pas  d'une  manière  continue  quand  t  varie  de  —  1  à  +  1. 

214.  Généralisation  de  la  démonstration  relative  au  changement  de 
variables.  —  La  règle  d'intégration  par  substitution  vient  d'être  établie 
dans  l'hypothèse  où  f{x)  est  une  fonction  continue.  La  démonstration 
peut  s'étendre  à  toute  fonction  intégrable  /"(-'-').  Considérons  donc,  dans 
cette  hypothèse,  l'intégrale. 

et  proposons-nous  de  la  transformer  par  la  substitution 

en  admettant  :  1"  que  o(t)  et  'f\t)  sont  continues  dans  l'intervalle  de  t^  à  T  ; 
2°  que  l'on  a  '^{t^)  =  a,  cp(T)  =  b  ;  0°  que  f[o{i)]  <i'{t)  est  intégrable 
dans  l'intervalle  (ïj,  T). 

Nous  commencc'i'ons  par  supposer  que  -.^'(t)  ne  change  pas  de  signe 
dans  l'intervalle  de  t^  à  T.  Nous  admettrons,  pour  tîxerles  idées,  que  T 
est  >  ^i  et  que  cp'(^)  est  positif.  Alors  •-•[t)  est  une  fonction  croissante 
dans  l'intervalle  (^j,  T).  Décomposons  cet  intervalle  eu  parties  indéfini- 
ment décroissantes  par  les  points  fj,  ^'g,...  ti,...  ^^+1  =  T  et  soient 
iCi  ==  a,  CC2,...  Xi,...  ocn+i  =  b  les  valeurs  correspondantes  de  ce.  Ces 
valeurs  seront  rangées  par  ordre  de  grandeur  et  se  rapprocheront  indéfi- 
niment avec  celles  de  t.  Posons,  en  général, 

on  aura  par  le  théorème  des  accroissements  finis,  6/  étant  compris  entre 
ti  et  ii-^i , 

Désignons  encore  par  ;«  la  valeur  de  ce  correspondant  à.  t  =^  f)r,  celle-ci 
sera  comprise  entre  X/  et  Xi^i ,  de  sorte  qu'on  aura,  par  définition  (no206). 

rr{a^dœ==\ïm  if^^^i. 
J"  i=i 

Cette  somme  peut  s'écrii'e 

et,  quand  tous  les  intervalles  tendent  vers  zéro,  elle  a  pour  limite 

C  n'f{i)]'r'{i)dL 

Telle  sera  donc  l'expression  de  l'intégrale  transformée  en  t. 

Cette  première  démonstration  suppose  que  o'  [t)  ne  change  pas  de 
signe  dans  l'intervalle  (<,,  T).  On  peut  l'étendre  au  cas  où  o' [t)  change- 
rait de  signe,  même  un  nombre  infini  de  fois. 
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Considérons,  en  effet,  la  différence 

■■M]  rt 


C'est  une  fonction  de  t  dans  l'intervalle  {t^,  T).  Elle  s'annule  pour 
t  =^  t^  et,  par  conséquent,  elle  est  nulle  dans  tout  cet  intervalle,  car  je 
vais  démontrer  que  sa  dérivée  est  constamment  nulle. 

A  cet  effet,  considéi'ons  deux  valeurs  quelconques  t  ei  t  -{-  ^t  dans 
l'intervalle  (i!,,  T).  Soient  A.^  et  A'i;  les  accroissements  de  'f  et  de  -^  qui 
correspondent  à  \t.  Observons  qu'on  peut  remplacer  t  par  une  autre 
lettre  x  sous  le  signe  d'intégration  ;  on  aura 

A'J;  =      '  '  f[x)  dx  —  f{^[x)  I  ■:;\x)  dx. 

Considérons  une  valeur  particulière  t  ;  je  dis  que  'WC\  sera  nul.  En 
effet,  o'(^)  est  différent  de  zéro  ou  est  nul  : 

P  Si  tp'(^)  est  différent  de  zéro,  on  peut  supposer  A/  assez  petit  en 
valeur  absolue  pour  que  «p'(a?)  qui  est  une  fonction  continue  ne  change 
pas  de  signe  dans  l'Hitervalle  de  <  à  <  -[~  -^^^  Alors  les  intégrales  de  l'équa- 
tion précédente  sont  égales  par  la  démonstration  faite  en  premier  lieu. 
Donc,  pourvu  que  |A^|  soit  assez  petit,  AJ;  ^  0  et  '^^{t)  =  0. 

2°)  Si  'f '(0  =  0,  désignons  par  ;j.  une  valeur  moyenne  de  f\oc)  dans 
l'intervalle  de  'o{t\  à  cp(^)  -f  A'j)  et  par  ij.' une  valeur  moyenne  de  /T'f(^)]'f '(.'") 
dans  l'intervalle  de  <  à  ^  +  -^^  ;  le  théorème  de^moyenne,  appliqué  à 
chaque  intégrale,  donne  ■^*" 

A'i  -=  [j-Av  —  ia'A^, 
A'i/  Acs  , 

A^         '    A<        ' 
Si  A^  tend  vers  zéro.  Ao  :  A^  tend  vers  'f'(^)  qui  est  nul  par  hypothèse; 
[ji'  tend  aussi  vers  zéro,  car  on  a  (0  <  0  <  1). 

,..'.-^/-[-^(r|-OAj!)]'f'(/-|-OA^). 
Donc  d'I  :  dtQw  'Wï)  est  encore  égal  à  zéro. 

215.  Intégrales  définies  généralisées.  —  La  (.léliiiitioii  de  riiilégrale 
définie  suppose  essentiellement  (lue  les  limites  a  et  b  sont  finies  et 
que  la  fonction  l'[x)  est  bornée  dans  l'intervalle  a,  h).  Si  ces  condi- 
tions n'ont  pas  lieu,  il  faut  de  nouvelles  définitions. 

1°  Soit  f{x)  une  fonction  bornée  et  intégrable  dans  l'intervalle 
{a,  x'),  quel  que  soit  ,i\  poui'vu  (jue  .r'  soii  >  a.  L'intégrale  ûc  l\i)da: 
prise  entre  les  limites  a  et  x  sera,  par  définition,  la  limite  de  l'inté- 
grale prise  entre  a  et  x'  quand  x'  tend  vers  l'infini.  On  a  donc 


(7)  (    V\J)  (Ix  ^-  lim  1    l(x)dx. 

1,1  X'  =  :r.ja 
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Si  cette  limite  n'existait  pas,  l'intégrale  à  limite  infinie  n'existerait 
pas  non  plus.  L'existence  de  l'intégrale  à  limite  infinie  n'est  donc  pas 
toujours  certaine,  même  quand  la  fonction  f{x)  est  continue.  Il  y  a 
des  règles  qui  permettent,  dans  des  cas  étendus,  de  constater  si 
l'intégrale  à  limite  infinie  a  une  valeur  déterminée  ou  non.  Nous 
nous  en  occuperons  dans  une  autre  partie  du  cours.  Pour  le  moment, 
nous  nous  contenterons  de  remarquer  que,  si  l'intégration  indéfinie 
peut  être  effectuée,  la  définition  de  l'intégrale  à  limite  infinie  suffit 
pour  s'assurer  de  son  existence  et  la  calculer.  On  aura,  par  exemple, 

I     e-'^dx  ^  lim    j     e--''  dx  =  lim    fl  —  e-'^'T  =  1. 

Les  intégrales  jirises  entre  les  limites  —  ^  et  /?,  ou  entre  les 
limites  —  vc  et  +  >:  s'interprètent  d'une  manière  analogue. 

2°  Soit  maintenant  f{x)  une  fonction  qui  augmente  indéfiniment 
quand  x  tend  vers  h,  mais  qui  est  bornée  et  intégrable  dans  l'inter- 
valle (fl,  h — s),  quel  que  petit  que  soit  z  [a  étant  <  h).  On  posera,  par 
définition, 

(8)  ['f[x\  dx=--\\vi\  I  '  'fix)  dx. 

L'existence  de  l'intégrale  est  liée  à  celle  de  cette  limite.  Lorsque 
l'intégration  indéfinie  peut  être  effectuée  en  pratique,  cette  définition 
suffit  pour  le  calcul.  On  aura,  par  exemple, 


ri       dx 

I   .  ,  =  lim  arc  sin  ^1  —  e)  = 


3"  Si  la  fonction  f{x)  augmentait  indéfiniment  quand  x  tend  vers  a, 
mais  était  bornée  et  intégrable  dans  l'intervalle  [a  -f  e,  b]  quelque 
petit  que  fût  b,  on  poserait  d'une  manière  analogue 

(9)  (  )-{x)dx=  lim  f'    (■{x)dx. 

J(t  £=0    JO.-\-Z 

L'existence  de  l'intégrale  serait  liée  à  celle  de  cette  limite. 

4°  Supposons  enfin  que  f{x)  devienne  infinie  pour  un  nombre 
limité  de  valeurs  de  x  dans  l'intervalle  (a,  b).  On  peut  partager  cet 
intervalle  ei]  plusieurs  autres  où  f{x)  n'est  plus  infinie  qu'à  l'une  des 
limites.  L'intégrale  de  f[x)dx  étendue  à  l'intervalle  total  (a,  b)  sera, 
par  définition,  la  somme  des  intégrales  étendues  à  chacun  des  inter- 
valles partiels.  Pour  que  l'intégrale  existe  dans  l'intervalle  (a,  6),  il 
faut  donc  qu'elle  existe  dans  chacun  des  intervalles  partiels,  ce  qui 
pourra  se  vérifier  au  moyen  des  deux  définitions  précédentes. 
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216.  Extension  de  la  formule  fondamentale  au  calcul  des  intégrales 
g-énéralisées.  —  l.  Lorsque  la  fonction  f{x)  est  continue  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  dans  l'intervalle  {a,  b)  sauf  pour  un  nombre  limité  de 
valeurs  exceptionnelles  qui  peuvent  la  rendre  infinie,  l'équation  fonda- 
mentale pour  le  calcul  des  intégrales  définies,  savoir 

Çf[x)dx  --=¥{b)  —  ¥{a). 

subsiste,  pourvu  que  la  fonction  Y[x)  soit  continue  dans  tout  l'inter- 
valle (a,  h)  sans  exception  et  qu'elb  ait  f[x)  pour  dérivée,  sauf  pour  les 
valeurs  exceptionnelles. 
En  effet,  si  h  est  la  seule  valeur  exceptionnelle,  l'équation  (8)  donne 

j  Vi-'')  (i^i-  =  lim  I HV^  -s)  — F(fl)]  -  W)  —  F(fl). 

La  conclusion  est  analogue,  si  a  est  la  seule  valeur  exceptionnelle. 
Enfin,  s'il  y  a  des  valeurs  exceptionnelles  intermédiaires  entre  a  et  l\ 
on  peut  raisonner  comme  s'il  n'y  en  avait  qu'une  seule  c  ;  et  il  vient 

\''f[x)  dx  =  r+  f'/V)  ^^^  =  t^l^-)  -  l'('0  +  l'(^)  -  t^(0  . 

Je  J(i        Je 

Comme  F(c)  disparaît,  on  retrouve  encore  la  même  équation. 

IL  Si  les  fonctions  f{x)  et  F(.i')  sont  continues  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  supérieurs  à  a,  et  si  ¥{x)  tend  vers  une  limite  déterminée  F(oo  ) 
quand  x  tend  vers  l'infini,  l'équation  fondamentale 


I 


)v^r  F(  <^  )  -  F(«) 


subsistera  aussi,  car,  en  appliquant  l'équation  (7),  il  viendra 

Cm  dx  =  lim  \V{x')  —  F(fl)J  ^  F(  >:  )  -  V[a). 

J  ri 

217.  Application  des  théorèmes  généraux  au  calcul  d'intégrales  défi- 
nies particulières  —  Nous  allons  d'abord  iiulicpitr  (piehpies  aj»|)lica- 
tions  de  la  formule  fondamentale 

\"f(x)dx=     j/U)rf/j* 


L  De  la  relation     r'  dx  -  — — j-  +  C,  on  tire 


.,"  (I,r  ^1     —j     =  — ,—. 
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II.  De  la  relation    ces  ax  da;  = 1-  C,  on  tire 

I  a 


j: 


ces  ax  dx  = 


fsin  ax 


sin  a-, 
a 


Donc,  si  a  est  un  entier  différent  de  zéro, 
j    cos  ax  dx  =  0. 

Jo 

On  conclut  de  là  que,  si^m  et  n  sont  des  entiers  différents, 

1  C~  1  /*^ 

dx  =  ^\   cos  {m  -]rn)xdx-\--^\   cos  (m — n]x  dx  =  ()\ 


cos  mx  cos  nx 


tandis  que,  si,  au  contraire,  m  =  m, 

1  r\ 


j    cos-  ?/?A'  rfa-  =  ^  j    (1  +  cos  2/«.i) 

'0  ''•'O 


dx  -=  ^ 

û) 


III.  De  la  relation  du  no  163. 
dx  1 


u 


J  a^  +  b-x-       ah 


,     bx    ,   ^ 
arc  tg  -—  +  C, 


on  déduit 


Jo    (l- 


dx 


arc  tg  ce  —  arc  tg  0 


-\-b^x-      ab 

IV,  De  la  relation  du  même  numéro 

C       dx  \     ,      a  -\~  bx  ,   , , 

'  a-  —  b^  x^        2  ab      ^  a  —  bx 


2aè 


on  déduit 


p    ^ J_         a^ 


V.  Si  (ft  +  /;)  et  ^a  —  b)  sont  positifs,  on  a  la  formule  (n"  189) 
C       dx  2 


j  a  +  b  cos  J'       V/rtZ \)i 

on  en  déduit 


arc  tg 


+  C, 


f/i- 


arc  lu  >:  —  arc  tu  0 


Si,  au  contraire,  a  h  ^  est   .-  0  et  a  —  ^  <  0,  on  a 


v^ 


j'        dx 1  .       fb-\-a  cos  a:  +  V^'  —  O'^  ^^^  ^^   \.r 

J  a  -\-b  cos  0.'  ~  Y^ij  _  «2      °  V  ô+Tcos  x  J        ' 
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d'où 


dx         _         1         i^Qg  fb±\lb^ - a^- 


Jo  a+bcosx      \/bi  —  a^ 
VI.  Des  deux  relations  du  11°  193,  savoir 

6«''^  cos  bx  dx  =- ^ „g  ,   ,,g -^  +  C., 


I 


a«  +  è2 

.    ,     ,        e^^iasïnbx  —  bcosbx)  ,   ^ 

e«^  sin  bx  dx  =  — -^ „  ,   , . ^  +  C, 

a-  H-  0- 


on  déduit,  a  étant  >  0, 

r*"  a  r""  & 

218.  Intégrales  obtenues  par  des  formules  de  réduction.  —  I.  Les 
formules  de  réduction  se  simplifient  souvent  quand  on  les  applique 
aux  intégrales  définies.  Ainsi,  de  la  formule 

j  .r"  e-'^dx  ---  —  .r"  e^-'^  +  n  j  x''-^  e-'dx, 

on  conclut,  si  n  est  positif, 

a-"(;  ^rfj'  =  n\    x'^-'e-'^dx. 

Si,  de  plus,  n  est  entier,  cette  formule  donnera  de  proche  en 
proche 

X" e-^'dx  ^  n\\    e-'^dx  =  n\ 

,<)  ,'0 

II.  Lorsque  m  et  n  sont  des  entiers  positifs,  les  formules  (3)  et  (4) 
du  n"  196  donnent 

I  ^  ~ 

\)  I  '  sin'"  X  cos»  X  dx  -=  "^^~^  j  '  sin'"-  -  x  cos"  .r  (/.f, 

ju  m  +  njo 

"sin"'cicos"adx'=  — —-     "siiV'x-cos"--  xdx. 
Jo  m  +  nJo 

Ce  sont  des  formules  de  réduction.  La  première  suhsiste  pour 

71  =  0  et  la  seconde  pour  m  --  0,  auxquels  cas  il  viunl 


I  '  sin'"  X  dx  = "  sin"'--  x  dx, 

Jo  m    Jo 

I  '  COS"  .r  dx  =  *-^—  I  '  cos"--  X  dx. 
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Ces  quatre  formules  permettent  de  réduire  de  proche  en  proche 
les  exposants  m  et  »  à  0  ou  à  1.  On  obtient  alors  l'une  des  intégrales 
suivantes  : 

\    dx,        i's'inxiU-,      ['cosxili,      \ 's'm  x  cosœ  dx, 

.0  Jo  ,o  ,0 

ayant  respectivement  pour  valeurs  : 

^  1  1  ^. 

Pour  écrire  plus  brièvement  les  expressions  numériques  aux- 
quelles conduisent  les  formules  de  réduclion,  convenons  de  repré- 
senter par  m  !!  le  produit  de  tous  les  entiers  non  supérieurs  à  ?» 
mais  de  même  parité  que  m.  Il  viendra 


"  sin'"  X  dx  =-  I    cos^'*  x  dx 


f  {m—[)\\-  ^        .  . 
TT—c^  (mpani, 


m  :: 
(m  — 1)!! 


(m  impair) , 


r 


(m  — 1)!!  («  —  !)!!-,       ^        .    . 
^  ^     ^  ^     çT  (m  et  n  pau's), 


(m  +  «)!!  2 

sin"'  X  cos''  X  dx  = 


(m— l)!!(n  —  1)  !î   /^moun  outousA 


{m-\-7tyi\  Vdeux  impairs./ 

Lorsque  m  et  n  sont  impairs  tous  les  deux,  soient  m^^p  -\-i, 
n  =  2(/  +  1,  la  formule  précédente  se  simplifie  et  il  vient 


fsin- 


1        »  W/  ' 
'p+^  x  cos-''-^^  X  dx  =  i  ■  i  • 


2(p-fç  +  l)! 


219.  Exemples  de  chang-ements  de  variables.  —  I.  Par  la  substitu- 
tion X  =  tg  ;?,  il  vient,  eu  égard  aux  résultats  précédents  (m  entier 
et  positif), 

r       dx  â      .     .    ^        (2m  — cl)!!- 

I     =    I     CC\'>-"'~-  ~  fl~.  =  ^ . 

Jo  il  +  x'Y"      Jo  ^"^       (2m -2)!!  2 

H.  Par  la  substitution  x  -=  sin  z-,  il  vient  (m  entier  et  positif) 

^  (m  — 1)!!- 

n    x"'dx  ÇT  ^       m!!      2 

V  /.         o"  =       sin"'  z  dz  =  \  ,         .... 
Jo  VI  — x^       Jo  i  (m  —  1  !!  . 


j  (m  — 1)!!  .     .        .  . 


III.  Par  la  substitution  \/ax  —  x^  =  az  d'où  x  =  a:  (l  -j-  z^),  il 
vient  [m  entier  et  positif) 
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r-_£ndx     _         r        dz         _  (2m -1)!!  _ 
}o  \'aœ  -  x^  Jo  (1  +  ^''^)»^+^  (2ml!!     '^^   ' 

IV.  Par  la  substitution  x  =  sin'^  z,  il  vient  (/>,  q  entiers  et  positifs) 
\xv  (1  _  x)'i  dx='tL  \  sin-^/  i  '  ;;  cos-'^+i  z  dz  ^ f  '^'  ,^  ,. 

V.  Par  la  substitution  x  --=  z  :  (1  +  ::■),  la  même  intégrale  se  trans- 
forme dans  la  suivante  : 

r       zP  dz       _        plql 

Jo   {i+z)P\-^+^'~  {p+q+\)\ 

220.  Formule  de  "Wallis.  —  Soient  n  un  nombre  entier  et  positif 
et  X  une  variable  comprise  entre  0  et  tt  :  2  ;  on  a 

sin^n+i  X  <  sin^^î  x  <  sin^'^-*  x, . 
par  conséquent, 

TT.  7ï  7T 

j  "  sin2«+'  xdx  <     '  sin-'*  x  dx  <   \'  sin-"-'  x  dx 

Jn  Jo  Jo 

et,  en  remplaçant  les  intégrales  par  leurs  valeurs  numériques, 

(2w)  !!_        (2n  —  1)  !!  tt       (2?i  —  2)  !! 

■^  ia..\    Il  G»     '^    /et—  Â\    i|* 


I2n  4-  1)  H  (2n)  !!      2  ^  (2n— 1)  ! 

On  déduit  de  ces  inégalités 


r     (2n)!!     7-    J     ^u^ 


L(2n  — 1)  !!J   2w  +  l    ^-2 


(2n)  !! 


.(2n—  1)  !!. 


J 

2n 


On  peut  donc  écrire,  9  étant  compris  entre  0  et  1 , 
(2n)!!     ~ri_^i_j_"l 


L(2n  — 1)  !!J  2n       V        2ny    2 
Faisant  tendre  n  vers  l'infini,  on  obtient  la  formule  de  Wallis 


'4  --  lim 


(2n)  Il 


.(2n  — 1)!!. 


2n 


221.  Intégrales  obtenues  par  des  artifices  de  calcul.  —  L'intégration 
indéfinie  est  le  procédé  le  plus  général  et  le  plus  important  pour 
calculer  les  intégrales  définies,  mais  ce  n'est  pas  le  seul.  Certaines 
intégrales  définies  peuvent  se  déterminer  par  des  artifices  de  calcul, 
sans  qu'il  soit  possible  d'obtenir  sous  forme  finie  les  intégrales  indé- 
finies correspondantes.  En  voici  deux  exemples  assez  simples  : 
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I.  Par  décomposition  de  l'intervalle  d'intégration,  on  obtient 
X  sin  X  dx 


j; 


1  +  COS^  X       Jo     1  +  cos-  X 


i  X  sin  X  dx       Ç'^  x  sin  x  dx 


1  +  cos^  x 


Par  la  substitution  x  =  -  —  2,  la  dernière  intégrale  devient 
*o  (-  —  z)  sin  z  dz- fT  sin  zdz         C^  z  sin  ^  dz 


-C^ 


+  C0S2 


_  rr  sin;s  dz         Çî  z 
"Jo  4  +  cos-2~"Jo   î 


+  cos^  z 


Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  précédente  et  réduisons, 
nous  trouvons 


J'"'  X  sin  xdx Çï  si 
L   ï+côs^r~"Jo    H 


sin  x  dx 


=  -  i  —  arctg  (cosx) 


+  cos^a: 
II.  Considérons,  en  second  lieu,  l'intégrale  généralisée 


f 


Log  (sin  x)  dx. 

Cette  intégrale  est  déterminée  quoique  Log  (sin  x)  soit  infini  pour 
^  =  0.  En  effet,  on  a,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  s, 


'  Log  (sin  x)  rfa;  -=     "  Log  x  dx  -\-     "  Log 

Jo  Jo  Jo 


Log  X  dx  -\-  I  "  Log  — ;-  dx 


\x  (Log  a'  —  1] 


+ 


r  ^'^ 


sma; 


dx. 


Mais  icLoga;  s'annule  pour  a^  =  0  et  Log  (sin  x  :  x]  reste  fini  ;  il  vient 
donc  pour  s  =  0,  le  second  membre  étant  bien  déterminé, 


rLog(sinj;)dx;=  ~ 


Lo£ 


2"~  J~^Jo  ^^~x-^^- 


Donc  le  premier  membre  est  bien  déterminé  aussi.  Ce  premier  point 
établi,  on  a,  d'une  part, 

j    Log  (sin  x]  dx  =     '  Log  (sin  x)  dx  +  j    Log  (sin  x)  dx 


f'-o^ 


sin  x)  dx. 
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car  par  la  substitution  x  =  -  —  z  l'intégrale  aux  limites  -  :  2  et  -  se 
transforme  dans  celle  aux  limites  0  et  tî  :  2. 

X  X 

D'autre  part,  de  sinx'  =  2  sin  ^  ces  â»  on  déduit,  en  prenant  les 
logarithmes  et  en  intégrant, 

Log  (sin  x)  dx  ^  -  Log  2  -  h      Log  f  sin  ~  )  dx  - 1  -  '  |    Log  (  cos  J"  Jdx 
=  7cLog2  +  2  {~hog{s'mx)dx  +  ^\'LoQ{cosx)dx 

Jo  Jo 

=  71  Log  2  +  4  j  "  Log  (sin  x)  dx, 

car  les  deux  intégrales  aux  limites  0  et  7t  :  2  se  ramènent  l'une  à 
l'autre  par  la  substitution  x^r,:^  —  2  et  sont,  par  conséquent,  égales. 
De  la  comparaison  des  valeurs  obtenues  de  part  et  d'autre  pour  la 
même  intégrale,  on  déduit,  en  réduisant, 

*  Log  (sin  x)  dx  =  —  ^  Log  2. 

§  3.  Intégrales  par  excès  et  par  défaut. 
Intégrales  définies  les  plus  générales. 

222.  Intégrales  par  excès  et  par  défaut.  —  Soit  f{x)  une  fonction 
simple  et  bornée  dans  un  intervalle  (a,  h);  on  sait  que,  si  l'on  décompose 
cet  intervalle  en  un  nombre  indéfiniment  croissant  n  de  parties  consécu- 
tives 0/  et  qu'on  désigne  par  M/  et  mi  les  limites  supérieure  et  inférieure 
de  f[x)  dans  l'intervalle  0,,  les  deux  sommes 

(1)  S  M/o,-  et          ï  >»,o, 

tendent  vers  des  limites  déterminées  L  et  /,  indépendantes  du  mode  de 
subdivision  adopté  (n"  203).  Nous  appellerons  ces  limites  les  intégrales 
par  excès  et  par  défaut  de  la  fonction  f{x)  dans  l'intervalle  (a,  b)  et 
nous  les  représenterons  dorénavant  avec  les  notations 


(2)  fia-)  dx  et  r{œ) 

Ja  ." 


dx. 


On    sait   encore,  que,   si  ces  deux  limites    sont   égales,  leur    valeur 
commune  se  nomme  une  intégrale  définie  et  se  désigne  par  le  symbole 


(3)  Çn^) 


da\ 
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On  dit,  dans  ce  cas,  que  la  fonction  f{x)  est  iutégrable  dans  l'intervalle 
(a,  b). 

223.  Limites  d'indétermination  de  l'intégrale  définie  d'une  fonction 
non  intégrable.  —  Lorsque  la  fonction  f{x)  est  intégrable  dans  l'inter- 
valle (a,  b),  on  sait  (n®  206)  que  l'on  a,  les  points  ç^  étant  arbitrairement 
choisis  dans  les  intervalles  Sj, 


(4)  Çf[x)  dcc  =  lim  S  r{^i)Bi. 

Ja  i=i 


Lorsque  f[x)  n'est  pas  intégrable,  cette  limite  n'existe  plus,  mais  son 
indétermination  n'est  pas  complète.  Les  inégalités 

7=1  i=i  i=l 

montrent  que,  lorsque  tous  les  oi  tendent  vers  zéro,  l'expression  du 
milieu  a  pour  limites  d'indétermination  les  intégrales  par  excès  et  par 
défaut.  La  limite  qui  figure  au  second  membre  de  l'équation  (4)  est 
donc  indéterminée,  mais  comprise  entre  les  expressions  (2).  Nous  con- 
viendrons de  conserver  l'équation  (4)  comme  définition  de  l'intégrale 

'b 

f[x)  dx, 


r 


même  au  cas  où  f{x)  n'est  pas  intégrable  et,  par  conséquent,  d'attribuer 
à  cette  intégrale  une  valeur  indéterminée,  mais  comprise  dans  l'intervalle 
des  expressions  (2). 

224.  Extension  des  définitions  aux  fonctions  qui  présentent  des  points 
d'indétermination  partielle.  —  Jusqu'à  présent,  pour  plus  de  simplicité 
seulement,  nous  avons  formé  les  deux  sommes  (1)  du  numéro  précédent 
et  considéré  leurs  limites,  en  supposant  que  la  fonction  /'{x)  était  simple, 
c'est-à-dire  complètement  déterminée  pour  chaque  valeur  de  x.  Rien 
n'empêche  de  former  des  sommes  analogues  dans  le  cas  oîi  la  fonction 
f[x)  est  indéterminée  pour  certaines  valeurs  de  x,  pourvu  que  ses 
limites  d'indétermination  soient  déterminées  pour  chacune  de  ces 
valeurs.  On  conçoit,  en  effet,  que  la  fonction  puisse  prendre,  pour  chacune 
des  valeurs  de  a?,  toutes  les  valeurs  comprimes  entre  les  limites  d'indéter- 
mination correspondantes.  La  connaissance  de  ces  dernières  limites  per- 
met donc  d'assigner  aussi  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  f[x)  dans 
un  intervalle  quelconque.  Elle  permet  donc  de  former  les  sommes  (1) 
considérées  plus  haut.  D'ailleurs  le  fait  de  l'indétermination  n'altère  en 
rien  nos  raisonnements,  de  sorte  que  ces  deux  sommes  tendent  encore 
vers  des  limites  déterminées.  Ce  sont  les  intégrcdes  par  défaut  et  par 
excès  de  la  fonction  et  elles  se  représentent  par  les  expressions  (2). 

Si  ces  deux  limites  sont  égales,  la  fonction  f[x)  est  intégrable  et  cette 
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limite  commune  se  représente  par  l'expression  (3).  Enfin,  cette  limite 
commune  est  encore  la  limite  définie  par  l'équation  (4)  de  quelque 
manière  qne  l'on  choisisse  /'(:/)  entre  ses  limites  d'indétermination. 

Ajoutons  une  dernière  remarque.  La  définition  de  la  discontinuité 
d'une  fonction  et  le  théorème  du  n°  33  de  l'introduction  subsistent  sans 
aucun  changement  pour  les  fonctions  qui  présentent  des  points  d'indé- 
termination partielle  de  la  nature  de  ceux  que  nous  venons  d'examiner. 
11  est  clair  que  la  discontinuité  d'une  fonction  en  un  point  semblable  est 
au  moins  égale  à  l'amplitude  de  l'indétermination  en  ce  point  ou  à  l'écart 
des  deux  limites  d'indétermination. 

225.  Propriétés  des  intégrales  par  excès  ou  par  défaut.  —  Parmi  les 
propriétés  que  nous  allons  énumérer,  les  deux  premières  ont  déjà  été 
démontrées  (n"  204),  la  notation  seule  sera  changée. 

I.  Soit  c  un  point  intermédiaire  entre  a  et  h  ;  on  a 

\f[x)dx=       f{:c)dx-\-       f{x)dx. 

Ja  Ja  Je 

et  une  relation  analogue  pour  l'intégrale  par  défaut. 

II.  Soit  jjL  une  certaine  moyenne  entre  les  valeurs  de  f{x)  dans  l'inter- 
valle (a,  h)  ;  on  a 


v.  rb 
Ja 


[x)  dx  =  [).{b  —  a). 

et  une  relation  analogue  pour  l'intégrale  par  défaut. 

III.  Soit  c  un  facteur  constant  et  positif;  on  a 

E  rb  E  rb 

1  cf{x)dx=  c    I  f{x]dx 
Jn  Ja 

et  une  relation  analogue  pour  l'intégrale  par  défaut. 

Si  c  est  négatif,  on  peut  aussi  le  faire  sortir  du  signe  \,  seulement  il 
faut  remplacer  l'intégrale  par  excès  par  une  intégrale  par  défaut  ou 
réciproquement. 

C'est  une  conséquence  immédiate  de  la  définition  de  l'intégrale. 

IV.  Soient  f\x),  f"{x),...  des  fonctions  bornées  ;  on  a 

J(i  Jn  J'i 

et  une  inégalité  de  sens  contraire  pour  les  intégrales  par  défaut. 

En  eflet,  décomposons  l'intervalle  [a,  b)  en  parties  infiniment  petites 
0.  ;  soient  M^  et  m^,  M^.  et  m'.,  M|'  et  m'.' ,...  les  limites  supérieures  et 
inférieures  de  (/"+/"'+•••),  de  f\  de  /■",...  dans  l'intervalle  c..  La 
limite  M.  ne  peut  pas  être  supérieure  à  M^'  -\-  M"  -}-.••  et  m.  ne  peut  pas 
être  moindre  que  m'.  -\-  m\'  +••.  On  aura  donc 
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et  une  relation  de  sens  contraire  pour  les  limites  inférieures  des  fonc- 
tions. En  passant  à  la  limite,  on  obtient  les  inégalités  à  démontrer. 

V.  Soient  f\x)  et  f"{cc)  deux  fonctions  bornées  ;  on  a 

]•:  rij  ^¥.  rb  v.  rb 

[f'[x)  —f'[x)]dx    >        f{x)dx—       f"{x)dx 

Jo  Jn  jci 

et  une  relation  de  sens  contraire  pour  les  intégrales  par  défaut. 

Cette  propriété  se  démontre  comme  la  précédente,  en  observant  que 
l'on  a  dans  chaque  intervalle  o^- 

Ml  y  Ml  —  Mi,  nii  <  mi  —  mi  . 

226.  Propriétés  des  fonctions  intégrables.  —  I.  Soient  f{x)  tme 
fonction  intégrable  dans  Vintervalle  (a,  b)  et  c  une  constante  ;  la  fonc- 
tion cf{x)  sera  intégrable  dans  le  même  intervalle. 

Cette  conséquence  résulte  immédiatement  de  la  propriété  III  du 
numéro  précédent. 

II.  Soient  f[x),  f"(x),...  des  fonctions  intégrables  ;  leur  somme  sera 
aussi  intégrable. 

En  effet,  cette  conséquence  résulte  immédiatement  des  inégalités 
établies  au  numéro  précédent  (propriété  IV). 

III.  Le  produit  de  deux  fonctions  intégrables  est  encore  intégrable. 

Soit  f[x)  le  produit  de  deux  fonctions  f  et  f"  intégrables  dans  l'inter- 
valle [a,  b).  Décomposons  cet  intervalle  en  parties  consécutives  ô^-  et 
soient  M/etw/,  M/  et  m^  ,  M/  et  mi  les  limites  supérieures  et  infé- 
rieures do  /■',  /■"  et  /"dans  chaque  intervalle  S^, 

Supposons  d'abord  que  /"'  et  /""  et,  par  suite,  /'  soient  constamment 
positifs.  On  aura 

M^-  <    MiMi  ,         mi  y  minii  ,         Mi  —  mi  ^  M^M<    — mimi  . 
La  dernière  inégalité  peut  s'écrire 

Mi  —  mi^  Mi    (M/  — mi)  -\-  mi  (M/  —  nii  ). 

Soient  M'  et  M"  les  limites  supérieures  de  f  et  de  /""  dans  l'intervalle 
(«,  è)  ;  on  aura  a  fortiori 

Mi  —  m.i  7r  M"(M)  —  m])  +  m'  (M-'—  m'') 
et  on  en  conclut 

lim  ï  (M,—  m/)ô\<M"lim  2  (M  ■—  m-)a,  +  M'limS  (m';'—  m-'jô,. 

Les  deux  limites  du  second  membre  sont  nulles  par  hypothèse,  car  /' 
et  f"  sont  intégrables.  Donc  le  premier  membre  est  nul  aussi,  ce  qui 
prouve  le  théorème. 

Passons  au  cas  où  f  et  f"  sont  de  signes  quelconques.  Ce  cas  se 
ramène  au  précédent.  Soient,  en  effet,  m'  et  7n"  les  limites  inférieures 
de  ces  deux  fonctions  dans  l'intervalle  (a,  b).  On  aura 

f'f"  =  if  —  ni')  {f"  —  m")  H-  m'f"-[-  w"f'—m'm". 
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Or,  le  second  membre  est  une  somme  de  fonctions  intégrables,  car  le 
premier  produit  (/"'  —  m')  (/"'  —  m"),  ayant  ses  facteurs  positifs,  est 
intégrable  en  vertu  de  la  démonstration  précédente.  Donc  /"/""  est 
intég-rable  en  vertu  de  la  propriété  II. 

IV.  Si  la  fonction  f  est  intégrable  dans  Vintervalle  [a,  b)  et  si  ses 
limites  supérieure  et  inférieure  M  et  m  sont  de  même  signe,  la  fonction 
1  :  f  est  intégrable  dans  le  même  intervalle. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  M  et  yn  positifs.  L'oscillation  de  1  :  /" 
dans  l'intervalle  o^  sera 

1  I     _  M,  —  mil 

^n.  ~  M,  -  ~l^,;^  <  ^  (^'^'  -  ^"'•)- 

Par  conséquent, 

lim  ï  f--  —  ^^  0,  <  1-  lim  S  (M,  —  mi)  ô,  --==  0. 
\rni         MiJ    '       m-  ^ 

221 .  Expression  par  une  intégrale  de  la  différence  entre  les  inté- 
grales par  excès  et  par  défaut.  —  Soit  /"(a)  une  fonction  bornée  dans 
l'intervalle  [a,  b).  Représentons  par 

dise.  f[x) 

la  discontinuité  de  f{x)  au  point  x  (n^  25).  On  aura  la  relation  suivante  : 

K  ri>  1)  'h  K  rh 

(5)  f\pc]dx —         f[x)dx-~-        dise,  f^xulx. 

Ja  J  a  Ja 

Décomposons  l'intervalle  [a,  b)  en  parties  consécutives  o,  et  désignons 
par  Mi  et  tn,  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  f{x),  par  A^  la  limite 
supéiieure  de  dise,  f{x)  dans  chaque  intervalle  o/.  La  démonstration  de 
la  relation  (5)  repose  sur  le  lerame  suivant  : 

Quelque  petit  que  soit  le  nombre  jiositift,  on  peut  trouver  un  mode 
de  décomposition  de  (a,  b)  en  parties  o,  aussi  petites  que  Von  veut,  tel 
quon  ait  dans  chacune  d'elles 

M,  —  m,  ■     \,  -t-  i. 

En  effet,  si,  t  étant  donné,  aucun  mode  de  décomposition  de  l'intervalle 
(rt,  b)  ne  pouvait  vérifier  la  condition  précédente,  en  raisonnant  comme 
dans  la  démonstration  du  théorème  du  n"  33,  on  prouverait  qu'il  existe  au 
moins  un  point  c  dans  l'intervalle  («,  b),  tel  qu'une  décomposition  de 
l'intervalle  (c  —  o,  c  -}■■  o)  vérifiant  la  mémo  condition  fût  impossible 
pour  des  valeurs  aussi  petites  qu'on  veut  de  o.  Or,  cette  conclusion  est 
inexacte,  car,  à  partir  d'une  valeur  suffisamment  petite  de  o,  l'oscilla- 
tion de  /(a-)  dans  l'intervalle  [C  —  o,  c  -f-  o)  sera  inférieure  à  dise.  f{c)  -f  s. 

En  second  lieu,  on  peut  vérifier  la  condition  proposée  par  un  mode 
de  décomposition  en  parties  aussi  petites  que  l'on  veut.  En  effet,  après 
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avoir  préalablement  décomposé  {ci,  h)  en  parties  aussi  petites  que  l'on 
veut,  on  pourra  encore,  en  vertu  du  raisonnement  précédent,  subdiviser 
chacune  de  ces  parties  de  manière  à  réaliser  la  condition  proposée. 

Du  lemme  précédent,  on  déduit  facilement  la  démonstration  de  l'équa- 
tion (5).  En  effet,  considérons  un  mode  de  subdivisions  en  parties  o^. 
vérifiant  la  condition  du  lemme.  On  aura,  dans  chacune  d'elles, 

^i^Mi  —  w?^  <  A,-  +  s; 

par  conséquent,  la  somme  s'étendant  à  toutes  les  parties, 

S  AA-< S  M,o,  _  S  mA-  <  i^  A,o,  +  s  (è  -  «) . 

Faisons  tendre  à  la  fois  tous  les  o^  et  t  vers  zéro.  Les  deux  membres 
extrêmes  de  ces  inégalités  tendent  vers  la  même  limite,  qui  est,  par  défini- 
tion, le  second  membre  de  l'équation  (5),  Donc  la  limite  de  l'expression  du 
milieu,  qui  est  le  premier  membre  de  cette  équation,  sera  la  même  que 
la  précédente.  L'équation  (5'i  est  donc  démontrée. 

§  4.  Ensembles.  Formes  diverses  de  la  condition 
d'intégrabilité. 

228.  Points  limites  d'un  ensemble.  —  Considérons  un  système  de 
valeurs  de  .v  en  nombre  fini  ou  infini.  Chaque  valeur  de  ce  s'appelle  un 
point  ;  la  collection  des  points  considérés  s'appelle  un  ensemble. 

Un  ensemble  E  est  bot^né  supérieurement  finférieurementj,  si  tous 
les  nombres  qui  le  composent  sont  inférieurs  (supérieurs)  à  un  nombre 
fixe.  Si  tous  les  points  d'un  ensemble  sont  compris  entre  a  et  b,  nous 
dintns  que  l'ensemble  est  borné  par  les  points  a  et  b. 

On  nomme  point  limite  d'un  ensemble  E  tout  point  p  tel  que  l'inter- 
valle [p  —  t,  p  -\-  t)  contienne  une  infinité  de  points  de  E,  quelque  petit 
que  soit  le  nombre  positif  z.  Dans  ce  cas,  p  peut  être  considéré  comme 
la  limite  d'une  suite  de  points  de  E  et  réciproquement. 

Tout  ensemble  bot^né  E  qui  contient  une  infinité  d'éléments  admet 
au  moins  un  poiyit  limite. 

Pour  le  montrer,  supposons  E  borné  par  les  points  a  et  b.  Partageons 
l'intervalle  [a,  b)  en  deux  parties  égales.  Une  des  deux  moitiés  au  moins 
contiendra  encore  une  infinité  de  points  de  E.  Partageons  encore  en  deux 
la  moitié  qui  jouit  de  cette  propriété  et  continuons  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment. Nous  formerons  ainsi  une  suite  d'intervalles,  successivement  inté- 
rieurs les  uns  aux  autres,  indéfiniment  décroissants  et  contenant  tous  une 
infinité  de  points  de  E,  Les  limites  de  ces  intervalles  tendent  vers  un 
même  point  /)  qui  sera  un  point  limite  de  E, 

229.  Ensembles  dérivés.  —  Si  l'ensemble  E  contient  une  infinité  de 
points,  l'ensemble  de  ses  points  limites  forme  un  nouvel  ensemble  E'  que 
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l'on  appelle  le  dérivé  de  E  (G.  Cantor).  Si  E'  contient  encore  une  infinité 
de  points,  son  dérivé  E"  est  le  dérivé  du  second  ordre  de  E,  et  ainsi  de 
suite. 

Un  ensemble  qui  contient  un  nombre  infini  d'éléments  est  de  pre77ii&re 
espèce  s'il  n'admet  qu'un  nombre  limité  de  dérivés  successifs  ;  il  est  de 
seconde  espèce,  s'il  admet  des  dérivés  de  tous  les  ordres  jusqu'à  l'infini. 

Un  ensemble  qui  ne  contient  qu'un  nombi'e  limité  de  points  est  de 
Vordre  zéro.  Un  ensemble  qui  admet  des  dérivés  des  n  premiers  ordres 
mais  pas  davantage  est  de  l'ordre  n  ;  alors  son  dérivé  de  l'ordre  d  ne 
contient  qu'un  nombre  limité  de  points. 

230.  Ensembles  parfaits.  —  M,  C.  Jordan  appelle  parfait  tout 
ensemble  E  qui  contient  son  dérivé  E'.  Nous  allons  démontrer  le  théorème 
suivant  : 

Tout  ensemble  dérivé  est  parfait. 

Si  un  ensemble  est  composé  d'un  nombre  limité  de  points,  il  n'admet 
aucun  point  limite  et  il  est  parfait.  Supposons  donc  que  le  dérivé  E'  d'un 
ensemble  E  renferme  une  infinité  de  points  et  soit  p  un  point  limite  de 
E'.  Quel  que  soit  £,  l'intervalle  [p  —  ^,  p  -\r  0  renferme,  par  définition, 
une  infinité  de  points  de  E'.  Soit  q  l'un  d'eux  ;  l'intervalle  ((/  —  -,?  +  ') 
et  «  fortiori  l'intervalle  [p  —  2t,p  -\-2t),  qui  contient  le  précédent, 
renfermeront  une  infinité  de  points  de  E.  Donc,  2t  étant  aussi  petit  qu'on 
veut,  p  est  un  point  limite  de  E  et  p  appartient  à  E'.  On  voit  ainsi  que 
E',  contenant  tous  ses  points  limites,  contient  son  dérivé  et  est  parfait. 

231.  Ensembles  complémentaires.  Points  frontières  —  Soit  E  un 
ensemble.  Si  E  ne  contient  pas  tous  les  points  possibles,  les  points  qui 
n'appartiennent  pas  à  E  forment  un  nouvel  ensemble  E,.  Les  deux 
ensembles  E  et  E,  se  nomment  complémentaires. 

Soit  a  un  point  quelconque  ;  le  point  a  se  nomme  un  poiyit  frontière 
de  E  (ou  de  EJ,  si,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positifs,  l'intervalle 
[a  —  £,  a +  -)  contient  toujours  des  points  de  E  et  de  son  complémen- 
taire Ej. 

Tout  point  de  E  qui  n'est  pas  un  point  frontière  sera  dit  intérieur  à  E 
et  tout  point  de  Ej  qui  n'est  pas  un  point  frontière  sera  dit  extérieur  à  E. 

Il  résulte  de  ces  définitions  que,  si  a  est  un  point  intérieur  (extérieur) 
à  E,  tout  point  de  l'intervalle  (a  —  £,  a-\-t)  sera  aussi  intérieur  (extérieur) 
à  E,  à  partir  d'une  valeur  positive  suffisamment  petite  de  t. 

Les  points  frontières  de  deux  ensembles  compléfn  enta  ires  E  et  E^  sont 
ceux  qui  appartienyient  à  la  fois  à  l'un  de  ces  deux  ensembles  et  au 
dérivé  de  Vautre. 

En  effet,  tout  point  a  appartient  à  E  ou  à  E,.  Pour  fixer  les  idées, 
supposons  que  a  soit  un  point  de  E. 
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D'une  part,  si  a  est  un  point  frontière,  l'intervalle  [a  —  h,  «  +  0  con- 
tient toujours,  par  définition,  des  points  de  Ej,  donc  a  est  un  point 
linaite  de  E,,  par  conséquent,  un  point  de  E|  et  a  est  commun  à  E  et  EJ. 
Réciproquement,  si  a  est  un  point  de  E|^  l'intervalle  [a  —  £,  a-{-z)  con- 
tient toujours  une  infinité  de  points  de  Ej  et,  de  plus,  un  point  au  moins 
de  E  (le  point  ci).  Donc  a  est  un  point  frontière. 

Soit  e[x)  une  fonction  égale  à  1  en  tout  point  de  E  et  à  0  en  tout  autre 
point.  Il  résulte  immédiatement  de  leur  définition  que  les  points  frontières 
de  E  sont  les  points  de  discontinuité  de  e[x) .  On  en  conclut  facilement  la 
proposition  suivante  : 

Tout  ensemble  E  qui  ne  contient  jjcis  tous  les  points  possibles  admet  au 
moins  un  point  frontière. 

En  effet,  entre  deux  valeurs  de  x  appartenant  respectivement  à  E  et  à 
son  complémentaire  E^,  la  fonction  e{x)  passe  de  1  à  0.  Comme  elle  ne 
peut  passer  par  aucune  valeur  intermédiaire,  elle  possède  au  moins  un 
point  de  discontinuité  entre  ces  deux  valeurs  de  x  (n°  27,  Yl)  et  ce  point 
est  un  point  frontière. 

232.  Mesure  des  ensembles.  —  Soient  E  un  ensemble  de  points, 
e[x)  une  fonction  égale  à  1  en  tout  point  de  E  et  à  0  en  tout  autre  point, 
a  et  h  [bya)  deux  nombres  quelconques;  formons  les  deux  intégrales  : 

E  rh  D  rh 

I  e(A')  dx^  I  e{x)dx. 

La  première  s'appelle  la  longueur  extérieure  de  E  dans  l'intervalle 
(f/,J),  la  seconde  sa  longueur  intérieure.  Quand  ces  deux  intégrales  sont 
égales,  leur  valeur  commune  s'appelle  simplement  longueur  de  l'ensemble 
dans  l'intervalle  {a,h)  et  l'on  dit  que  l'ensemble  est  mesurable  dans  cet 
intervalle.  Lorsque  l'ensemble  E  est  borné  par  les  points  a  et  ô,  on  dit 
que  les  expressions  précédentes  sont  les  longueurs  de  E,  sans  désigna- 
tion d'intervalle. 

Supposons  que  l'on  décompose  l'intervalle  {a,b)  en  parties  consécutives, 
infiniment  petites,  o^  et  rappelons-nous  la  signification  des  deux  inté- 
grales précédentes,  nous  pourrons  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

La  longueur  extérieure  de  l'ensemble^  dans  V intervalle  {a,b)  est  la 
limite  de  la  somme  des  parties  S^-  qui  contiennent  un  point  au  moins  de 
E;  kl.  longueur  intérieure  la  limite  de  la  somme  des  parties  qui  ne  ren- 
ferment que  des  points  de  E.  Ces  limites  sont  indépendantes  du  mode  de 
subdivision  de  {a,b)  en  intervalles  o/. 

Appliquons  aux  deux  intégrales  qui  mesurent  les  longueurs  extérieure 
et  intérieure  de  E  la  relation  du  n°  227.  11  vient 

j  e[x)dx —    I  e{œ)dx=    j  à'\sc.eix)dx. 
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Or  la  fonction  dise,e(a;)  est  égale  à  1  en  tout  point  frontière  de  E  et  à 
0  partout  ailleurs.  D'où  la  proposition  suivante,  qu'il  est  d'ailleurs  facile 
d'obtenir  directement  : 

La  différence  entre  les  longueurs  extérieure  et  intérieure  d'un 
ensemble  E  est  égale  à  la  longueur  extérieure  de  l'ensemble  de  ses  points 
frontières. 

Cette  proposition  conduit  au  théorème  suivant  ; 

Pour  qu'un  ensemble  soit  mesurable,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que 
l'ensemble  de  ses  points  frontières  soit  de  longueur  nulle. 

233.  Ensembles  de  longueur  nulle.  —  Les  ensembles  de  longueur 
nulle  présentent,  comme  on  le  voit,  un  intérêt  particulier. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  E  soit  de  longueur  nulle 

dans  l'intervalle  ia,b),  est  que  l'on  ait 

]•:  fh 
I  e{x)dx^O, 

ou  que  la  somme  des  parties  o^  de  l'intervalle  {a,b)  qui  contiennent  un 
point  au  moins  de  E  ait  pour  limite  0,  quand  toutes  ces  parties  tendent 
vers  0.  D'ailleurs,  s'il  en  est  ainsi  pour  un  premier  mode  de  subdivision 
il  en  sera  de  même  pour  tous. 

Tout  ensemble  qui  ne  contient  qu'un  nombre  limité  de  points  est 
évidemment  de  longueur  nulle.  l*lus  généralement,  on  a  le  théorème 
suivant  : 

Tout  ensemble  de  première  espèce  est  de  longueur  nulle. 

Le  théorème  est  vrai  pour  un  ensemble  de  l'ordre  0  ;  pour  le  démon- 
trer en  général,  supposons  le  déjà  prouvé  pour  l'ordre  7t  —  1  et  montrons 
qu'il  subsiste  pour  l'ordre  n. 

Soit  E  un  ensemble  de  l'ordre  «,  borné  par  les  points  a  et  b.  Son  jiième 

dérivé  Eî"'  ne  contient  qu'un  nombre  limité  de  points.  Supposons  d'abord 

qu'il  n'en  contienne  qu'un  seul  b;  alors,  quelque  petit  que  soit  t,  l'ensemble 

des  points  de  E  compris  entre  a  et  b  —  e  et  de  l'ordre  [n  —  1)  et  l'on 

a,  par  hypothèse, 

Krh-t 

e  {x)  do:  ^  0, 

par  conséquent, 

E  ri.  K  ro~i     E  fb  !•;  /-/- 

e  {x)  dx  ^     \       -\-  \  e  {x)  dx  -^     \  e  {x)  dx  ^.  ï, 

et  s,  étant  aussi  petit  qu'on  veiit,  E  est  de  longueur  nulle. 

Si  le  n'®'"^  dérivé  ne  contenait  que  le  seul  point  a,  le  raisonnement  serait 
analogue.  Enfin,  dans  le  cas  général,  on  peut  partager  l'intervalle  («,i) 
en  intervalles  consécutifs,  no  contenant  plus  de  points  de  E  "  qu'à  l'une 
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des  limites;  par  suite,  E  étant  de  longueur  nulle  dans  chacune  de  ces 
parties,  sera  aussi  de  longueur  nulle  dans  l'intervalle  [a,  b). 

Les  ensembles  de  longueur  nulle  possèdent  une  propriété  qui  pré- 
sente au  point  de  vue  de  l'intégration  un  gi'and  intérêt  : 

Soit  f{x)  une  fu)ictio)i  bornée  ;  ou  ne  modifie  pas  V intégrale  [par  excès 
ou  par  défaut)  de  cette  fonction  dans  V intervalle  [a,  b),  si  l'on  remplace 
f{x)  par  une  autre  fonction  bornée  f  {œ),  pourvu  que  Vensemhle  des 
jwints  où  f{x)  et  fiix)  diffèrent  l'une  de  l'autre  ait  une  longueur  nulle. 

En  effet,  soient  E  l'ensemble  de  longueur  nulle  des  points  où  f^  dif- 
fère de  f,  e{x)  la  fonction  définie  précédemment  par  rapport  à  E,  M  une 
limite  supérieure  de  la  différence  absolue  entre  /"et  f.  La  fonction  f^  est, 
pour  chaque  valeur  de  x,  comprise  entre  les  deux  limites  : 

f  ±  M  e  [x)  ; 

donc  son  intégrale  par  excès  est,  en  vertu  des  propriétés  IV  et  V  du 
n"  225,  comprise  entre  les  deux  limites 

(  /-fte  ±  M     \e  {x)  dx 

Le  second  terme  étant  nul,  puisque  E  est  de  longueur  nulle,  il  vient 

I  /"i  dx^=    I  fdx. 

La  démonstration  se  fait  d'une  manière  analogue  pour  l'intégrale  par 
défaut. 

234.  Formes  diverses  de  la  condition  d'intégrabilité.  —  Considérons 
une  fonction /'(a^)  ,  bornée  dans  l'intervalle  («,  b).  La  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  celte  fonction  soit  intégrable,  est  que  les 
deux  sommes  (no  222)  : 


i—i.  i—i 

aient  la  même  limite  ou  que  la  somme  essentiellement  positive  : 

A  =  S  (M,  _  m>^ 

ait  pour  limite  0  avec  tous  les  intervalles  ô^. 

Rappelons-nous  (no  203)  que,  lorsque  tous  les  intervalles  ô^-  tendent 
vers  0,  la  somme  S  tend  vers  sa  limite  inférieure,  la  somme  5  vers  sa 
limite  supérieure.  11  en  résulte  que  A  tend  vers  sa  limite  inférieure.  De  là 
cette  première  forme  de  la  condition  d'intégrabilité  : 

L  Pour  que  f{x)  soit  intégrable  dans  l'intervalle  {a,b),  il  faut  et  il 
suffit  qu'à  tout  nombre  positif  z,  si  jyetit  qu'il  soit,  corresponde  un  mode 
de  subdivision  pour  lequel  on  ait  A<  £. 
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En  eftet,  dans  ce  cas,  A,  qui  est  essentiellement  positif,  a  pour  limite 
inférieure  0  et,  par  conséquent,  tend  vers  zéro   avec  tous  les  o,. 

La  formule  du  n°  227  fournit  une  autre  expression  de  la  condition 
d'intégrabilité  : 

II.   La  condition  d'intégrabilité   d'une   fonction   bornée  f[x)    dans 
l'intervalle  [a,  h)  est  que  l'on  ait 


j  dise. 


f[x)  dx  ^=^  0. 

Telle  est,  en  effet,  la  condition  d'égalité  des  deux  intégrales  par 
excès  et  par  défaut. 

Cette  condition  peut  être  présentée  sous  une  forme  d'une  vérification 
plus  commode  en  pratique.  A  cet  effet,  soit  ?  un  nombre  positif  quel- 
conque. Désignons  par  Er  l'ensemble  des  points  de  l'intervalle  [a,  h)  où 
la  discontinuité  de  f{x)  est  —  ou  >  z.  Cet  ensemble  dépend  générale- 
ment de  £.  La  considération  de  l'ensemble  Er  conduit  à  la  proposition 
suivante  : 

in.  La  condition  d' intégrabilité  d'une  fonction  bornée  f[x)  dans 
l'intervalle  [a,  b)  est  que  Er  soit  de  longueur  nulle,  quelque  petit  que 
soit  £. 

En  effet,  soit  e  (x)  une  fonction  égale  à  1  en  tout  point  de  E^  et  à  0 
partout  ailleurs  et  désignons  par  M  —  m  l'oscillation  de  f[x)  dans  l'in- 
tervalle [a,  b)  ;  on  a  évidemment,  pour  toute  valeur  de  x  dans  cet 
intervalle, 

t  e  {œ)  <  dise.  f{x)  <  £  +  (M  —  m)  e  [x). 

Multiplions  par  dx  et  intégrons  par  excès  entre  a  et  b  ;  il  viendra, 
Eç  désignant  aussi  la  longueur  extérieure  de  l'ensembl)  Er, 

£  Es  <        dise.  f{x)  dx  <  t(b  —  a)  +  (M  —  m)  E.. 

. ''' 

Ces  inégalités  prouvent  évidemment  que  l'intégrale  ne  peut  être  nulle 
que  si  Eç  est  toujours  nul  et  que,  l'éciproquement,  l'intégrale  sera  nulle, 
si  Er  est  constamment  nul  quand  i  tend  vers  zéro. 

De  cette  dernière  proposition  on  conclut,  comme  cas  particulier,  la 
suivante  : 

Toute  fonction  bornée  dans  l'intervalle  (r/,  b)  qui^  quelque  petit  que 
soit  t,  n'a  qu'un  nombre  limité  de  discontinuités  supérieures  à  i,  est 
intégrable  dans  cet  intervalle. 

Cette  proposition  conduit  elle-même  au  théorème  suivant  : 

Toute  fonction  bornée  f(o:)  qui  varie  constamment  dans  le  nxômc  sens 
dans  l'intervalle  {a,  b)  est  intégrable. 
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En  effet,  la  somme  de  toutes  les  discontinuités  de  f[x)  dans  l'intervalle 
(a,  h)  ne  pouvant  surpasser  la  valeur  absolue  de  f[b)  — f{a),  le  nombre 
de  celles  qui  surpassent  une  quantité  donnée  s  est  nécessairement  limité. 

235.  Intégrales  prises  dans  un  ensemble.  —  Soient  E  un  ensemble 
borné  par  les  points  a  et  6,  f[x)  une  fonction  définie  en  tout  point  de  E, 
c'est-à-dire  avant  une  valeur  déterminée,  ou,  tout  au  moins,  des  limites 
d'indétermination  déterminées  en  tout  point  de  E. 

Pour  définir  les  intégrales  de /"(a;)  dans  l'ensemble  E,  considérons 
une  fonction  f^  [x)  égale  à  f[x)  en  tout  point  de  E  et  à  0  en  tout  autre 
point.  Les  deux  intégrales 


U  (^"'i  dx  et  /i  (, 

Ja  Ja 


x]  dx 


seront  les  intégrales  par  excès  et  par  défaut  de  f{pc)  dans  l'ensemble  E, 
Si  ces  deux  intégrales  sont  égales,  la  fonction  f[x)  est  intégrable  dans 
l'ensemble  E. 

Considérons,  en  particulier,  le  cas  où  la  fonction  f{x)  est  définie  dans 
l'intervalle  («,  h).  On  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  la  fonction  f{x)  est  intégrable  dans  l'intervalle  {a,  b),  elle  est  aussi 
intégrable  dans  tout  ensemble  mesurable  E  borné  par  les  points  a  et  b. 

En  effet,  soit  e  [x)  une  fonction  égale  à  1  en  tout  point  de  E  et  à  0 
partout  ailleurs.  Cette  fonction  sera  intégrable  dans  l'intervalle  [a,  b). 
Mais  on  a,  dans  l'intervalle  (a,  è), 

^  [x)=e[x)f[x). 

Donc,  f  étant  le  produit  de  deux  fonctions  intégrables,  est  intégrable 
dans  l'intervalle  (a,  b). 


CHAPITRE   VII. 

Formules  fondamentales  de  la  théorie  des  courbes  planes. 


!:$  1.  Tangente  et  normale  aux  courbes  planes. 

236.  Représentation  analytique  d'une  courbe  plane.  —  En  premier 
lieu,  une  courbe  plane  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points 
du  plan  dont  les  coordonnées  cartésiennes  x  et  y  sont  liées  par  une 
équation 

(1)  y{a.;y)=o. 

Nous  appellerons  poijit  ordinaire  de  la  courbe,  tout  point  où  la 
fonction  F  est  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  de  tous  les 
ordres  et  où  les  deux  dérivées  partielles  F^  et  F',  ne  s'annulent  pas 
simultanément.  Les  autres  points  de  la  courbe  sont  des  points  singu- 
liers ;  nous  les  supposerons,  s'il  en  existe,  isolés  les  uns  des  autres. 

Dans  le  voisinage  d'un  point  ordinaire  où  Fy  n'est  pas  nul,  l'équa- 
tion (1)  déHnit  une  fonction  implicite  y  de  x  (n»  142)  (')  ;  on  peut  donc 
résoudre  l'équation  (1)  par  rapport  à  y  et  la  ramener,  au  moins  impli- 
citement, à  la  forme 

(2)  y  =  f{^), 

la  fonction  f[x)  ayant,  suivant  les  principes  de  dérivation  des  fonctions 
implicites,  une  dérivée  finie  et  déterminée  —  F^  :  Y„. 

Si  V'i,  s'annulait  en  un  point  ordinaire,  F.t  ne  s'annulerait  pas  ;  la 
résolution  de  l'équation  pourrait  se  faire  par  rapport  à  x  considérée 
comme  fonction  de  y  et  l'on  aurait  une  conclusion  analogue  à  la 
précédente. 

Nous  raisonnerons  le  plus  souvent  sur  l'équation  de  la  courbe  mise 
sous  la  forme  (2),  mais  nos  formules  s'étendront  aux  équations  de 

(*)  Le  théorème  du  n»  142  est  un  peu  abstrait  pour  les  débutants.  On  peut 
s'en  passer  et  admettre  l'existence  de  la  fonction  implicite  comme  une  condition 
de  plus  imposée  à  F  {x,  y). 
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la  forme  (1)  en  vertu  des  règles  de  dérivation  des  fonctions  implicites. 
Il  faudra  seulement  se  borner  à  considérer  les  points  ordinaires  de  la 
courbe. 

En  second  lieu,  on  peut  considérer  une  courbe  plane  comme  le 
lieu  des  positions  successives  d'un  point  mobile.  On  est  alors  conduit 
à  exprimer  les  coordonnées  x  et  y  de  ce  point  en  fonctions  continues 
d'un  paramètre  variable  t.  La  courbe  est  alors  définie  par  deux 
équations 

(3)  x^o{t),        y  =  'l{t). 

et  l'on  dit  que  ces  formules  fournissent  une  représentation  paramé- 
trique de  la  courbe.  Quand  nous  ferons  usage  de  cette  représentation, 
nous  supposerons  que  les  fonctions  ^  ei  <^  sont  continues  ainsi 
que  toutes  leurs  dérivées,  sauf  pour  des  valeurs  exceptionnelles  de  t. 

En  supposant  que  t  devienne  égal  à  x,  on  reviendra  comme  cas 
particulier  du  mode  de  représentation  (3)  au  mode  de  représentation  (2). 

Une  courbe  étant  donnée  sous  la  forme  (3),  il  suffit  d'éliminer  t 
pour  mettre  son  équation  sous  la  forme  (1).  L'élimination  pourra 
toujours  se  faire  si  l'une  des  deux  équations  est  résoluble  par  rapport 
à  t,  car  il  suffira,  celle  résolution  faite,  de  porter  la  valeur  de  t  dans 
l'autre  équation. 

237.  Tangente  en  coordonnées  cartésiennes.  —  Considérons  une 
courbe  plane,  rappoitée  à  des  axes  rectangulaires  ou  obliques,  et 
admettons  d'abord  que  son  équation  soit  de  la  forme 

y  =  m. 

Nous  supposerons  que  cette  fonction  [{x)  ait  une  dérivée  déterminée 
en  tout  point  de  la  courbe  dans  l'intervalle  des  valeurs  de  x  que  l'on 
considère. 

La  tangente  en  un  point  M  de  la  courbe  est,  comme  on  le  sait  déjà 
(n°  o8),  la  limite  d'une  sécante  qui  passe  par  le  point  M  et  un  autre 
point  M'  de  la  courbe  qui  se  rapproche  indéfiniment  du  premier. 
Soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  M,  x  -\-  ^x  ety  +  %  celles  du 
point  M';  l'éciuation  de  la  sécante  sera  (ç,  r,  désignant  les  coordonnées 
courantes) 

(4)  ''^-y-^^-''^- 

Faisons  tendre  le  point  M'  vers  le  point  M  ;  ^.x  et  A/y  tendent  vers  0 


228  

et  leur  quotient  vers  la  dérivée  y'  de  y  par  rapport  à  x.  L'équation  de 
la  tangente  au  point  M  sera  donc 

(5)  r,  —  y  ==  y'  (ç  —  X). 

On  met  souvent  l'équation  de  la  tangente  sous  une  forme  plus 
symétrique.  Si  l'on  remplace  y'  par  dy  :  dx  dans  l'équation  (5),  l'équa- 
tion de  la  tangente  peut  s'écrire 

^  '  dx   ~    dy 

Cette  nouvelle  forme  a  l'avantage  d'être  symétrique  en  x  et  en  y. 
Elle  est  indépendante,  comme  nous  le  verrons,  du  mode  de  représen- 
tation adopté  pour  la  courbe. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  l'équation  de  la  courbe  soit  de  la 
forme  plus  générale 

F  (X,  y)  =-  0. 

Si  le  point  M  est  un  point  ordinaire,  une  des  deux  dérivées  F^  ou  F^ 
est  différente  de  zéro.  On  peut,  en  vertu  de  l'équation  précédente, 
considérer  //  comme  fonction  de  x  ou  x  comme  fonction  de  //.  Si  l'on 
considère  y  comme  fonction  de  x,  on  trouve,  en  dérivant  totalement 
l'équation  de  la  courbe, 

F,;  +  y'K  -  0. 
Remplaçant  y'  par  sa  valeur  —  F.r  :  Fy,  l'équation  (5)  devient 
(7)  {l-x)Y':r-h{-n-y)K-0. 

Cette  forme  de  l'équation  de  la  tangente  est  également  symétrique 
en  X  et  en  y.  Elle  donne  lieu  au  théorème  suivant  : 

En  (ont  point  ordinaire  d'une  courbe  FIx,  y)  =  0,  existe  une  tan- 
gente unique  et  bien  déterminée.  Son  équation  s'obtiendra  en  difjéren- 
tiant  totalement  celle  de  la  courbe  et  en  remplaçant  dx  par  ;  —  x  et  dy 
par  -t]  —  y. 

On  remarquera  que  l'équation  (7)  tombe  en  défaut  en  un  point  sin- 
gulier où  F.7-  et  F^  s'annulent  à  la  fois,  car  l'équation  disi)arait  alors, 
son  premier  membre  étant  identiquement  nul. 

Considérons  maintenant  une  représentation  paramétrique  de  la 
courbe  telle  que 
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L'équation  de  la  sécante  MM'  peut  s'écrire 
l  —  ^'  _  fj  —  y 

Divisons  les  dénominateurs  par  l'accroissement  \t  qu'il  faut  donner 
au  paramètre  pour  passer  de  M  à  M'.  Faisons  tendre  M  vers  0,  donc 
M'  vers  M  et  passons  à  la  limite.  Lf^s  quotients  ^x  :  It  et  ^y  :  \t  ten- 
dent vers  les  dérivées  supposées  existantes  x'  eiy'  6e  x  et  de  y  par 
rapport  à  t.  L'équation  de  la  tangente  sera  donc 

/ft\  ^  — ^  _  -^  —  y 

^^'  ~lc^~     y'    ■ 

Cette  équation  suppose  toutefois  que  x'  et  y'  ne  soient  pas  nuls  tous 
deux  au  point  M,  auquel  cas  cette  équation  disparaîtrait  encore  iden- 
tiquement. 

On  peut  multiplier  par  dt  les  deux  dénominateurs  de  l'équation  (8), 
on  retrouve  ainsi  l'équation  (6)  de  la  tangente. 

L'équation  de  la  tangente  doit  être  modifiée  lorsque  a;'  ei  y'  s'an- 
nulent tous  deux  au  point  M.  Dans  cette  hypothèse,  soient  x!"  etyt"' 
les  deux  premières  dérivées  du  même  ordre  qui  ne  s'annulent  pas 
simultanément  au  point  M.  Toutes  les  dérivées  précédentes  étant 
nulles  au  point  t,  la  formule  de  Taylor  donne  (n"  87) 

Aa-  =  ^  cp;n)  (t  +  6A0,        \y  =  ^  4'  '^'  (t  +  OAf). 

Dans  ce  cas,  avant  de  passer  à  la  limite,  nous  diviserons  donc  les 
dénominateurs  ^x  et  A//  de  l'équation  de  la  sécante  par  (Ai)» .  A  la 
limite,  \t  tendant  vers  0,  nous  obtiendrons  l'équation  de  la  tangente 
sous  la  forme  exceptionnelle 

l  —  x^y\  —  y 

/p(w)  y(n)  ' 

Cette  équation  subsiste  si  x"  ou  y'^  seul  s'annule.  Mais  elle  se 
réduit,  dans  le  premier  cas,  à  ;—a'  =  0,  et  dans  le  second,  àr.— 7/  =  0. 

238.  Equations  de  la  normale  (axes  rectangulaires).  —  La  normale 
en  un  point  M  de  la  courbe  est  la  perpendiculaire  à  la  tangente,  menée 
par  ce  point.  Supposons  les  axes  rectangulaires.  Alors  les  coefficients 
angulaires  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont  inverses  et  de  signes 
contraires.  On  pourra  donc  donner  à  la  normale  diverses  Ibrines 
correspondant  à  celles  de  la  tangente. 
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La  première  correspond  à  l'ëquation  (6)  et  est  indépendante  du 
mode  de  représentation  de  la  courbe,  c'est  l'équation 

(9)  {l-x)dx  +  {-ri  —  y)dy^O. 

Si  l'on  considère  //  comme  une  fonction  de  •>■  ayant  pour  dérivée  y', 
on  écrira  l'équation  de  la  normale  sous  la  forme  qui  correspond  à  (5). 
Ce  sera 

(10)  ■,-y  =  -^^. 

Si  la  courbe  a  pour  équation  F{x,  y)  =  0,  la  normale  en  un  point 
ordinaire  aura  pour  équation 

Enfin,  si  x  et  y  sont  considérés  comme  lonctions  de  /,  on  mettra 
l'équation  de  la  normale  sous  la  forme,  qui  correspond  à  (8), 

(12)  {^-x)x'-\-{ri-y)y'=^0. 

239.  Calcul  de  quelques  segments  remarquables.  —  Certains  seg- 
ments, définis  au  moyen  de  la  tangente  et  de  la  normale,  se  rencon- 
trent naturellement  dans  l'étude  des  courbes  planes  ;  nous  les  calcu- 
lerons d'abord  dans  l'hypotlièse  d'une  représentation  paramétrique, 
c'est  -à-dire  en  considérant  x  et  y  comme  fonctions  de  t. 

La  sous-tangente  S^  est  le  segment 
PT  de  l'axe  des  x  (fig.  4),  compté 
avec  un  signe  déterminé  du  pied  de 
l'ordonnée  du  point  M  jusqu'au  point 
où  la  tangente  coupe  l'axe  des  x. 
Les  sens  positifs  et  négatifs  sont 
les  mêmes  que  pour  les  abscisses. 
La  sous-tangente  s'obtient  donc  en 
faisant  r,  =  0  dans  l'équation  (8)  de  la  tangente  et  en  tirant  de 
là  la  valeur  de  ç  —  x.  Il  vient  ainsi  (en  coordonnées  rectangulaires  ou 
obliques) 

(13)  ^'^-y' 

La  sous-normale  S,i  se  définit  par  rapport  à  la  normale  comme 
S<  par  rapport  à  la  tangente,  (".'est  le  segment  PN  de  la  figure.  Sa 
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valeur  s'obtient  en  posant  r^  =  0  dans  l'équation  (12)  et  en  tirant 
de  là  la  valeur  de  i  —  x.  Il  vient  (en  coordonnées  rectangulaires)  : 

(14)  S„  =  f'. 

Les  longueurs  T  et  N  de  la  tangente  et  de  la  normale  sont  les 
longueurs  absolues  MT  et  MN,  comprises  sur  ces  droites  entre  la 
courbe  et  l'axe  des  x.  On  a  donc  (en  coordonnées  rectangulaires)  : 


(15)  \  ^     

N  ^  \^l+if  =  ±  ^\Jx'^  +  y'-\ 

La  distance  P  de  l'origine  à  la  tangente  se  tire  de  l'équation  de 
cette  droite  par  un  principe  bien  connu  de  géométrie  analytique.  On 
conclut  de  l'équation  (8)  (en  coordonnées  rectangulaires)  : 

(16)  P  ==  ±  ^'y—y'^  . 

V  x'-  +  y'^ 

Si,  au  lieu  de  considérer  x  eiy  comme  fonctions  de  t,  on  considère 
y  comme  fonction  de  x,  il  faut  faire  x'  =  l  dans  les  formules  précé- 
dentes. On  trouve  les  expressions  plus  simples  : 

(  S,  ==  - |r,          S,  =  yy',         T=±  |rVr+7"^ 
(17)  "^ _   , 

/     N--±vVi  +  w'2       P  ^  +  -1 — y^ 

[  y      -^y  VI +?/'^ 

240.  Applications  (coordonnées  rectang^ulaires).  —  I.  Parabole  : 
y-  =  2/?:r.  Considérant  y  comme  fonction  de  a-,  on  a  yy'  =  ];.  On 
trouve  donc 

Tangente  :  ■r(y  =j)[l  + x)] 
Normale  :  (ç  —  x]y  -{-  (r,  —  y)  p  =  0. 
Les  formules  (17)  donneront  ensuite  : 


Donc,  dans  la  pai'abole,  la  sous-normale  est  constante. 

x^        v^ 
II.   Ellipse  :  —    +  -p-  ^  1.  On  trouve  : 

Tangente  :  ^  +  |^  =  4  ; 

Normale  :  '^  —  -^^  =^  a' —  b-  =  c"- . 

X  II 
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On  se  sert  souvent  d'une  représentation  paramétrique  de  l'ellipse. 
On  exprime  x  oi  y  en  fonction  de  /  (anomalie  excentrique)  par  les 
équations  : 

X  =  a  cos  /,        y  =^  b  sin  t. 

On  trouve  ainsi,  par  les  formules  (13),  (14),  (15)  et  (16)  : 

b^ 


^t  =  a  sin  t  tg  /,       Sn  ^ 
b.r 


cos  t,       T  =  tg  t  SjaHin'H  +  b^osH, 


N  =  -  \(f^smH  +  b^cosH, 
a 

On  a  donc  la  relation  PN  =  b^. 


P  - 


ab 


S^aH'mH  +  b^cosH 


X"  V 

m.  Iluperbole  :  ^  —  t^  =  1.  On  trouve  : 

Tangente  :  -^  —  ^  =-  1  ; 
®  a^        b"  ' 

Normale  :  — ^  H =  a^  +  b-  =  c-. 

X  y 

IV.  Logarithmique  :  y  ^  ae"^-^.  On  trouve,  par  la  première  des 
formules  (17)  : 

St  ==  =  —  =  const. 
m 

On  rapprochera  cette  propriété  de  celle  de  la  parabole,  qui  a  une 
sous-normale  constante. 


V.  Cycloïde.  —  La  cycloïde  (flg.  5)  est  décrite  par  un  point  M  de  la 
circonférence  d'un  cercle  de  rayon  a  qui  roule  sans  glisser  sur  une 
droite  fixe  OX.  Prenons  cette  droite  pour  axe  des  x,  pour  axe  des  y 

la  perpendiculaire  menée 
par  le  point  décrivant  au 
moment  où  il  se  trouve  sur 
OX.  (-onsidérons  une  autre 
position  du  cercle  généra- 
X  leur.  Soit  OAlaquanlilé  dont 
le  point  de  contact  s'est  dé- 
placé sur  l'axe  des  x.  D'après  la  définition  du  roulement,  il  s'est  déplact 
de  la  même  quantité  sur  le  cercle.  Donc  l'arc  AM  entre  le  point  dt 
contact  et  le  point  décrivant  est  égal  à  AO.  Cela  posé,  soit  t  l'angle 
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variable  des  rayons  CÂ  et  CM.  Exprimons  x  et  y  en  fonction  de  /.  On 
a  OA  -=  AM  --  at;  d'où 

\   X  =  OA  —  MQ  =^  Il  [t  —  sin  0 
(^^^  \   y  =  AC  —  QC  =  a  (1  —  cos  /)• 

Ces  équations  fournissent  une  représentation  paramétrique  de  la 
cycloide.  Elles  montrent  que  la  cycloïde  se  compose  d'une  suite 
illimitée  à'arcades  égales,  situées  au-dessus  de  OX,  ayant  respective- 
ment pour  hauteur  le  diamètre  2a  et  pour  base  la  circonférence  'iar. 
du  cercle  générateur. 
On  a,  dans  le  cas  actuel, 

x'  =  a  [i  —  cos  t)  =  y,        y'  --=  a  sin  t. 
On  en  déduit  la  valeur  de  la  sous-normale 

Sn  =  ^j-  =^  y'  =  a  sin  t. 

Donc  S;,  est  égale  à  la  projection  du  rayon  MC  sur  l'axe  des  x,  et, 
par  conséquent,  la  normale  passe  par  le  point  de  contact  du  cercle 
générateur. 

241.  Podaire  d'une  courbe  plane.  —  On  appelle  podaire  d'une  courbe 
par  rapport  à  un  point  G  le  lieu  géométrique  du  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  la  taug-ente. 

Supposons  que  la  courbe  ait  pour  équation  F{œ,y)  =  0.  Pour  trouver 
celle  de  la  podaire  par  rapport  à  l'origine,  il  faut  éliminer  x  et  ?/  entre 
l'équation  de  la  courbe  et  les  deux  suivantes  : 

(-: — x)  F.;  +  (r.  -p)  f;  =  0,  ^  f;  —  r.  f;  -=  o, 

qui  sont  celles  de  la  tangente  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'ori- 
gine sur  la  tangente.  La  relation  qui  en  résulte  entre  ;  et  t,  est  l'équation 
de  la  podaire. 

Considérons,  par  exemple,  les  courbes  de  Lamé  ou  coicrbes  tricmgu- 
laires  symétriques  ^  qui  ont  pour  équation 

les  équations  de  la  tangente  et  de  la  perpendiculaire  sont  : 

!'m\m~i        T,    fy\'>n-i 
h\b. 


a\a. 


x\m»i        fy 
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Par  les  propriétés  des  fractions  égales,  on   conclut  de  la  dernière 
équation 


Ç-   +  T)-^ 


a  \.a  J  h\b 


"(a^r-^±(±6r.)' 


aj 


l 


L'élimination  de  x  et  y  est  donc  immédiate.  La  podaire  par  rapport  à 
l'origine  a  pour  équation 

m  m  m 


L'ellipse  et  Yhyperbole  en  particulier,  qui  ont  pour  équations 
=  1, 


a2  "^  b"~ 


ci'        h'-         ' 


tV2  — 


auront  pour  podaires  par  rapport  au  centre  ; 

(<'  4-  rr,' = («  ?)■' + (è  -o^     ($"- + Vi-  =  \a  5 

Si  l'hyperbole  est  équilatère,  a  =  è  ;  sa  podaire  devient 


[H] 


C'est  une  lemniscaie  de  Bernouilli,  dont  l'équation  sera  7'-  =  a"  cos  20 
en  coordonnées  polaires. 

242.  Coordonnées  polaires.  —  Soient  r  et  0  le  rajon  vecteur  et  l'argu- 
ment d'un  point  du  plan  ;  une  courbe  plane  peut  aussi  être  définie  par 
une  relation 

F(r,6)==0 

entre  les  coordonnées  d'un  quelconque  de  ses  points.  Nous  supposerons 

généralement  que  cette  équation  peut  être 
résolue  par  rapport  à  /'.  L'équation  de  la 
courbe  prend  alors  la  forme 

Soient  r  et  6  les  coordonnées  d'un  point 
particulier  M  de  cette  courbe  (fig.  6). 
Menons  la  tangente  en  ce  point.  Abaissons 
du  pôle  la  perpendiculaire  OP  sur  la  tan- 
gente. Soient  p  la  longueur  de  cette  droite 
et  a  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  OX. 
L'équation  de  la  tangente  sera  (p,  t  désignant  les  coordonnées  courantes) 

p  cos  (x  —  a)  =  p. 
Il  s'agit  de  déterminer  a  et  p.  La  tangente  passant  par  M,  on  a  d'abord 

;•  cos  (0  —  a)  =  p. 
Admettons  pour  un  instant  que  a  et  p  se  rapportent  à  la  sécante  MM'. 


Fiff.  6. 
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La  relation  précédente  demeurera  vérifiée  quand  on  remplacera  6  et  ;' 
par  les  coordonnées  r  +  -^^'  et  6  -|-  A6  de  M'.  On  aura  donc 

A.  r  cos  (6  —  a)  =  0. 

Divisons  par  A6  et  faisons  tendre  A6  vers  zéro.  Nous  obtiendrons  à  la 
limite  la  relation  qui  convient  à  la  tangente,  savoir 

-^,rcos(6  —  a)  =  r'cos(6  —  a) — rsin(0  —  a)  =  0; 

d'où 

r' 


^s{'>—.      ,, 


On  en  conclut 


cos  T_a        cos  (t— 6  +9  — a  ,         ^,       r'     .    ^ 

h r  = ^^^ ,;      \ y^cos  T— 6 snifr  — 6) 

cos(ô  — a)  cos(e  — a)  ^         ^       r  ^ 

L'équation  de  la  tangente  au  point  (r,  6)  sera  donc 

(19)  -=-eos(t  — Ô) ^sin(-  — 6). 

Soit  a  l'angle  du  rayon  vecteur  CM  avec  la  tangente  menée  dans  le 
sens  où  6  va  en  croissant.  Cet  angle  est  le  complémentaire  de  (6  —  a). 
Comme  il  est  compris  entre  0  et  -^  il  est  complètement  déterminé  par  la 
formule 

(20)  tg|.=-^. 

La  sûus-tangente  St.  et  la  sous-normale  S^  en  coordonnées  polaires 
sont  les  valeurs  algébriques  des  segments  OT  et  ON  (fig.  6)  compris  sur 
la  normale  au  rayon  vecteur  entre  le  pôle  et  la  tangente  ou  la  normale. 
On  aura 

(21)  s;  =  ^,  s;  =  r'. 

Les  segments  ainsi  calculés  auront  le  signe  de  tga.  On  voit  facilement 
qu'ils  seront  positifs  ou  négatifs,  suivant  qu'il  faut  faire  tourner  le  rayon 
OM  d'un  angle  droit  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif  pour 
l'amener  dans  la  direction  de  ON. 

La  tangente  T'  et  la  normale  N'  en  coordonnées  polaires  sont  les 
portions  MT  et  MN  de  tangente  et  de  normale  comprises  entre  le  point 
M  et  la  perpendiculaire  NOT  menée  par  l'origine  au  rayon  vecteur.  On 
a,  les  expressions  devant  être  prises  positivement, 

r 


(22)  T'  =  -^  ^r-  +  r'\  N'  =  V^'  +  ^'^- 
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La  perpendiculaire  abaissée  du  pôle  sur  la  tangente  a  pour  longueur  j) 
et  pour  inclinaison  a  ;  on  a 

fi 
p  =  rcos(0 — a)  = 


(23)  i  r' 

arctg— — . 

En  éliminant  0  entre  les  deux  équations  p  =  p  et-  =  x  où  les  seconds 
membres  seront  exprimés  en  fonctions  de  0,  on  obtiendra  entre  p  et  t 
l'équation  de  la  podaire  de  la  courbe  par  rapport  au  pôle. 

243.  Applications  (coordonnées  polaires).  —  I.  Spirale  d' Archimède  : 
r  =  «6.  On  a  r'  ^  a  ;  on  en  conclut 

Donc,  dans  la  spirale  d'Archimède,  la  sous-normale  polaire  est  con- 
stante et  la  sous-tangente  au  point  (r,  ô)  a  même  longueur  qu'un  arc  de 
cercle  de  rayon  r  et  d'ouverture  0.  En  particulier,  la  sous-tangente  au 
premier  point  où  la  spirale  recoupe  l'axe  polaire  a  même  longueur  que  la 
circonférence  décrite  avec  le  rayon  vecteur  de  ce  point. 

II.  Spirale  logarithmique  :  r  ^-  «e"'^.  On  a  r'  =  mae"^^  =  mr.  On 
en  conclut. 

tg  [J-  ^  — »  S^  ---  — ,  S„  =  mr, 

°  m  m 

r 

p= .  .  a=6 — : 


Vr+ 


m' 


Donc  :  1°)  La  spirale  logarithmique  coupe  le  rayon  vecteur  sous  un 
angle  constant  [j.  ;  2°)  Les  points  T  et  N  (fig.  6)  décrivent  des  spirales 
semblables  à  la  proposée  ;  3°)  La  podaire  a  pour  équation 


Vl  +  m' 
et  c'est  aussi  une  spirale  semblable  à  la  proposée. 

Exercices. 

1 .  Tangente,  normale  et  segments  correspondants  pour  l'hyperbole 
rapportée  à  ses  asymptotes  .  xy  =  a"  . 

2.  Dans  un  cercle  de  rayon  «,  on  mène  un  diamètre  00'  et  la  tangente 
à  l'une  des  extrémités  0'.  Par  l'autre  extrémité  0,  on  mène  une  sécante 
quelconque  coupant  le  cercle  en  V  et  la  tangente  en  Q.  On  retranche  de 
OQ  un  segment  QM  égal  à  OP.  Le  lieu  du  point  M  est  une  cissoïde  de 
Diocles.  Trouver  son  équation,  la  tangente,  la  normale,  etc. 
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R.  On  prend  0  comme  pôle,  00'  comme  axe  polaire.  L'équation  est 
en  coordonnées  polaires 

r  =  2a  (sec  6  —  cos  6), 

et  en  coordonnées  cartésiennes 

y-  =  x^  :  {2a  —  x). 

3.  Un  cercle  de  rayon  a  roule  sur  une  droite  OX  ;  un  point  fixé  à  ce 
cercle  décrit  une  cycloïde  allongée  s'il  est  intérieur  au  cercle,  une 
cycloïde  accourcie  s'il  est  extérieur  au  cercle.  Trouver  les  équations  de 
ces  courbes,  la  tangente,  la  normale,  etc. 

R.  Conservons  les  notations  du  n°  140  (Vj.  Soit,  en  plus,  h  la  distance 
du  point  décrivant  au  centre  du  cercle.  On  a 

X  =^  at  —  h  sin  t,         y  ^^  ci  —  h  cos  t. 

La  normale  à  la  courbe  passe  encore  par  le  point  de  contact  du  cercle 
et  de  la  droite. 

4.  Un  cercle  de  rayon  h  roule  extérieurement  sur  un  cercle  de  rayon 
a.  On  considère  trois  points  M,  M'  et  M",  fixés  au  cercle  mobile,  le 
premier  sur  la  circonférence,  le  second  dans  l'intérieur,  le  troisième  à 
l'extériem'  du  cercle.  Le  point  M  décrit  une  épicycloïde,  le  point  M'  une 
épicycloïde  allongée,  le  point  M"  une  épicycloïde  accourcie.  Trouver 
les  équations  de  ces  courbes,  la  tangente,  la  normale,  etc. 

R.  Prenons  pour  origine  le  centre  du  cercle  fixe,  pour  axe  des  x  le 
diamètre  passant  par  le  point  décrivant  au  moment  où  il  est  le  plus  près 
du  centre  fixe.  Soient  h  la  distance  du  point  décrivant  au  centre  mobile 
et  t  l'angle  dont  a  tourné  le  rayon  vecteur  mené  du  centre  fixe  au  point 
de  contact.  On  aura 

î     a;  =  («  +  ^)  ^os  t  —  Il  cos  (  — 7 —  t 
y  ^=  [a  -\-  0)  sin  t  —  //  sin 


b 
La  normale  passe  par  le  point  de  contact  des  deux  cercles^ 

5.  Même    problème,    le   roulement   se   faisant   intérieurement.    Les 
courbes  sont  alors  des  hypocycloïdes. 

R.  Leurs  équations  s'obtiennent  en  changeant  dans  les  précédentes  // 
en  —  /<  et  è  en  —  h.  On  a 

!x  =  [a  —  b)  cos  t  +  It  cos 
y  =^  [a  —  h)  sin  t  —  h  sin 

6.  La  cardioïde  (courbe  en  forme  de  cœur)  est  l'épicycloïde  engendrée 
pai'  le  roulement  de  deux  cercles  de  même  rayon  a.  Si  l'on  prend  pour 
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pôle  le  point  décrivant  au  moment  où  il  coïncide  avec  le  point  de  contact. 
L'équation  de  la  courbe  est  en  coordonnées  polaires 

r  =  2a  (1  —  cos  6). 

Déterminer  les  éléments  de  cette  courbe  et  sa  podaire. 


R.  On  trouve 

0 

S'„  =2«sinO, 

0 
T'=r:sin:^, 

6 
]S'=r:cos^, 

.    6 
2j  =  r  sin  -. 

La  podaire  a  pour  équation 

p  =  Aa  sin^  x. 

7.  Podaire  d'une  circonférence  de  rayon  a  par  rapport  à  un  point  de 
la  courbe. 

R.  La  courbe  est  une  cardioïde  (Exercice  précédent). 

8.  Podaires  de  la  parabole  par  rapport  :  1°  au  foyer;  2°  au  sommet. 
R.  La  première  est  la  tangente  au  sommet  ;  la  seconde  une  cissoïde 

(Exercice  2). 

§  2.  Longueur  d'un  arc  de  courbe  plane. 
Inclinaison  de  la  tangente. 

244.  Longueur  d'un  arc  de  courbe  plane.  —  Considérons  une  courbe 

Il  -  m, 

rapportée  à  des  axes  rectangulaires.  La  longueur  .s'  d'un  arc  compris 
entre  les  points  dont  les  coordonnées  sont  x  =  a,  ij  =  f(a)  et  x  ^  b, 
y  =f[b),esi,  par  définition,  la  limite  du  périmètre  d'un  polygone  inscrit 
lorsque  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment  et  que  chacun 
des  côtés  tend  vers  zéro. . 

Nous  allons  montrer,  en  admettant  quef{x)  a  une  dérivée  continue 
f'{x)  que  cette  limite  est  déterminée  et  s'exprime  par  une  intégrale 
définie. 

Prenons,  à  cet  ellel,  sur  l'arc  considéré,  n  +  1  points  (y  compris 
ses  extrémités)  et  désignons  les  coordonnées  de  l'un  quelconque 
d'entre  eux  par  x,  et  ///,  de  sorte  que,  les  abscisses  étant  numérotées 
par  ordre  de  grandeur,  x^  et  »/,  seront  les  coordonnées  a  et /"(a)  de 
l'origine  x„ii  et  ,v„-|i  les  coordonnées  b  et  /(/»)  de  l'extrémité. 

Inscrivons  le  polygone  qui  a  ces  {n  +  1)  points  pour  sommets.  Le 
coté  Ci  qui  joint  [Xi,  y,)  à  (^,+i,  t/i+i)  a  pour  mesure 
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Mais  la  formule  des  accroissements  finis,  donne,  l,  étant  intermé- 
diaire entre  Xi  et  Xi+i, 

II,  ^_i  —  yt  =  /■'  lit)  {Xi+i  —  Xt) . 
Il  vient  donc 

Cl  =  (a-.+i  -  x>)  VÏ+THÎTT^ 
Lorsque  les  côtés  du  polygone  tendent  vers  zéro,  les  différences 
x^+i  —  Xi  tendent  aussi  vers  zéro.  Il  vient 


6-  =  lim  I  c.  =  lim  S  (a-,+i  -  xt)\\  +  Ai.)'  • 
i  1 

Cette  limite  est,  par  définition  (n°  206),  une  intégrale  détinie  ;  on  a 
donc,  en  définitive, 

8  =  ^Ax  yr+Tw  • 

L'opération  qui  consiste  à  calculer  la  longueur  d'un  arc  s'appelle 
rectification.  Nous  reviendrons  sur  ce  problème  dans  un  chapitre 
suivant,  où  nous  en  donnerons  des  exemples. 

245.  Dérivée  et  différentielle  d'un  arc  de  courbe.  —  Considérons 
maintenant,  sur  la  courbe 

y  -  f{^), 
un  arc  variable  s,  compté  depuis  une  origine  f\\e x  =  a,  y  ^f{a)  jusqu'il 
une  extrémité  mobile  x,  y.  Cet  arc  sera  mesuré  par  l'intégrale 

(1)  s  =  Ç'dx  \  TTTW  =  i  'd^  Vi  +y"' 

Cette  formule  a  été  établie  en  regardant  s  comme  une  quantité 
essentiellement  positive  et  nous  avons  implicitement  supposé  x  >a  ei 
le  radical  a  été  pris  positivement.  Mais,  pour  la  généralité  de  la  for- 
mule, il  convient  de  considérer  s  comme  susceptible  d'un  double 
signe,  suivant  le  sens  dans  lequel  on  compte  cet  arc. 

Nous  conviendrons  de  considérer  le  radical  comme  positif  dans  la 
formule  (1),  de  sorte  que  s  sera  positif  pour  x  ^a  et  négatif  pour  x<a. 
Cela  revient  à  i-egarder  l'arc  comme  positif  quand  on  le  compte  dans  le 
sens  où  X  varie  en  croissant  et  comme  négatif  dans  le  sens  contraire. 
Si  l'on  prenait  le  radical  négativement,  la  conclusion  serait  inverse. 

Ceci  posé,  on  tire  de  la  formule  (1) 

(2)  ''  =  ^  -  VïTy^       ds  =  dx  Vï+7^. 


—  240  — 

-  En  remarquant  que  dji  =  y'dji-,  la  difterentielle  de  l'arc  se  met  sous 
la  forme  très  usitée 


(3)  ds  =  Sjdx'  +  dif. 

Si  l'on  a  affaire  à  une  représentation  paramétrique  de  la  courbe 
telle  que  a;  =-  cp  (?),  //  ='^[t),  on  aura,  x'  et  y'  étant  les  dérivées  de  x 
et  de  y  par  rapport  b.  l,  dx  =  x'dt,  dy  ---  y'dt,  d'où 

(4)  ds  =  dt  SJx^^  +  î/'2. 

Nous  conviendrons  de  prendre  ce  radical  positivement,  c'est-à-dire 
de  considérer  s  comme  croissant  dans  le  même  sens  que  t. 

Enfin,  on  passe  facilement  des  coordonnées  rectangulaires  aux 
coordonnées  polaires  par  les  relations  x  ^  rcos  6,  //  =  ?-sin  0,  d'où 
lia-  =  dr  cos  8  —  r  sin  0  d8,        dy  =  dr  sin  0-1-7-  cos  0  rfO. 

On  trouve  ainsi,  r'  désignant  la  dérivée  dr  :  dh,  ■ 

(5)  ds  -^  \dr-  +"r'-6re-  =  dh  V  r-  -\-  r'-  . 

(6)  i|^-=V7M^T'^. 

Nous  conviendrons  de  prendre  ce  dernier  radical  positivement, 
c'est-à-dire  de  considérer  ,v  comme  croissant  dans  le  même  sens  que  0. 

246.  Théorème.  —  Le  rapport  d'un  arc  infiniment  petit  à  sa  corde 
a  pour  limite  limité. 

En  effet,  soient  \s  la  longueur  de  l'arc  Ao;  et  \y  les  différences  des 
coordonnées  des  extrémités.  La  corde  c  a  pour  mesure  \'\x'-  +  Aj/-. 
Ces  quantités  tendant  vers  zéro,  on  a  donc 

\s_ 

,.    A.S     ,.  ^x  s' 

hm  —  —  lun      7__=r=i  =  ■  ,         — -  =  1. 

247.  Inclinaison  de  la  tangente.  —  Soit  -j;  l'angle  de  la  tangente  à 
la  courbe  //  --  /  (.r)  avec  l'axe  des  x.  Les  axes  étant  rectangulaires,  le 
coeilicicnt  angulaire  de  la  tangente  est  égal  à  tg  -f.  11  vient  donc 

On  en  déduit 

11-  y'  y' 

--r  =  yj=pp-v-      ^'"•^  =  vrTp"~ 
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Remplacions  y'  et  s'  par  dy  :  ilv  et  ds  ;  dx;  nous  tirons  des  relations 
précédentes  les  formules  très  employées 

(8)  dx  -=  ds  cos  cp,        dy  =  f/*-  sin  cp. 

Pour  la  généralité  de  ces  formules,  on  doit  supposer  la  tangente 
menée  dans  la  direction  où  s  va  en  croissant. 

§  3.  Sens  de  la  concavité. 
Points  d'inflexion  des  courbes  planes. 

248.  Sens  de  la  concavité.  —  Soient  </  =-  /  [x)  l'équation  d'une  courbe 
en  axes  rectangulaires  ou  obliques,  et  M  un  point  de  la  courbe  où  la  tan- 
gente MT  n'est  pas  patallèle  à  l'axe  des  y  (fig.  7).  Si  la  courbe  ne  tra- 
verse pas  sa  tangente  au  point  M, 
elle  sera,  en  deçà  et  au  delà  du 
point  M,  située  du  même  côté  de 
la  tangente  MT  (au  moins  dans  le 
voisinage  du  point  M).  On  dit  que 
la  courbe  tourne,  au  point  M,  sa 
concavité  du  côté  des  y  positifs  ou 
du  côté  des  //  négatifs,   suivant  Fig.  7. 

que  la  courbe  se  trouve  par  rap- 
port à  la  tangente  du  côté  des  y  positifs  ou  du  côté  des  y  négatifs. 

Supposons  que  les  dérivées  des  deux  premiers  ordi-es  /'  {x)  et  f"[x) 
soient  déterminées  et  continues  dans  le  voisinage  du  point  M;  on  aura 
le  théorème  suivant  : 

La  courbe  y  =  f{x)  tourne  sa  concavité  du  côté  des  y  positifs  ou  du 
côté  des  y  Jiégatifs,  suivant  que  la  dérivée  seconde  f"  [x]  est  positive  ou 
négative  an  point  considéré. 

En  effet,  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  cas  se  présente  suivant  que 
l'ordonnée  de  la  courbe  est  plus  grande  que  l'ordonnée  de  la  tangente 
ou  plus  petite  que  cette  ordonnée  dans  le  voisinage  du  point  M  (aussi 
bien  en  deçà  qu'au  delà  de  ce  point).  Donnons  à  x  un  accroissement 
positif  ou  négatif  Hx  ==  dx.  L'accroissement  de  l'ordonnée  de  la 
courbe  sera  Ay,  l'accroissement  correspondant  de  l'ordonnée  de  la 
tangente  sera  y'dx  ou  dy,  ainsi  qu'il  résulte  de  l'équation  (5)  de  cette 
droite  (n'^  237).  Le  sens  de  In  concavité  déi)end  donc  du  signe  de  la 
différence 
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elle  sera  du  côté  des  y  positifs  si  cette  différence  est  positive,  du  côté 
des  y  négatifs  si  cette  différence  est  négative  (le  signe  de  ux  devant 
rester  arbitraire).  Mais  on  a,  par  la  formule  de  Taylor  (n°  87), 

1  1 

^y  =  ily  +  2  {dHj)a;+(icix  =  dy -\-  ^  f"  {x  +  Mx)  dx^  . 

Si  f"  [x)  n'est  pas  nul,  ["{x  +  Mx)  sera  du  signe  de /""(a-),  à 
condition  que  dx  soit  suffisamment  petit;  ensuite  dx'^  est  essentielle- 
ment positif.  Donc  A//  —  dy  sera  du  même  signe  que  f  (.r).  La  courbe 
sera  située  au  dessus  ou  en  dessous  de  sa  tangente,  de  part  et  d'autre 
du  point  M,  selon  que  /"  [x]  sera  >0  ou  <0. 

249.  Points  d'inflexion.  —  Ce  sont  ceux  où  la  courbe  y  =  f{x) 
traverse  sa  tangente.  Si  la  dérivée  f"{x)  existe,  un  tel  point  ne  peut 
se  rencontrer,  en  vertu  du  théorème  précédent,  que  si  f"[x)  =  0. 
D'où  le  théorème  suivant  : 

Les  abscisses  des  poiyits  d'inflexion  sont  racines  de  l'équation  f"{x)=0. 

Pour  trouver  les  points  d'inflexion,  il  faudra  donc  chercher  les 
racines  de  cette  équation.  Mais  toute  racine  ne  donne  pas  un  point 
d'inflexion.  Pour  qu'un  point  M  où  la  tangente  n'est  pas  parallèle 
à  l'axe  des  y  soit  un  point  d'inflexion,  il  faut  que  l'ordonnée  de  la 
tangente  MT  surpasse  celle  de  la  courbe  d'un  côté  du  point  M  et  que 
l'inverse  ait  lieu  de  l'autre  côté.  Il  faut  donc  que  ^y  —  dy  change  de 
signe  avec  dx. 

Les  dérivées  première  et  seconde  étant  supposées  continues,  on  a 

^y-dy^'^rix^-yx). 

Pour  que  .r  soit  l'abscisse  d'un  i)oint  d'inflexion,  il  faut  que 
f"(x  +  Mx)  change  de  signe  avec  dx.  De  là  le  théorème  suivant  : 

Les  points  d'inllexion  de  la  courbe  y  =  f{x)  sont  ceux  oii  f"  {x) 
change  de  signe. 

Supposons  qu'une  valeur  x  annule  /"  (.r)  et  toutes  les  dérivées 
suivantes  jusqu'à  l'ordre  n  exclusivement;  la  lormule  de  Taylor 
donnera 

^y-dy^^''^'^  f"(x-\-hdx). 

La  dérivée  «*^"'**  a  maintenant  un  signe  indépendant  de  celui  de  dx 
supposé  suffisanunent  petit.  Les  changements  de  signes  déj)endent 
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donc  uniquement  du  facteur  dx" .  Celui-ci  ne  change  de  signe  avec  dx 
que  si  n  est  impair.  De  là  la  règle  suivante  : 

Pou)-  qu'une  racine  de  f"  ix)  donne.un  point  d'inflexion,  il  faut  que 
la  première  des  dérivées  d'ordre  supérieur  au  second  qui  ne  s'annule  pas 
en  même  temps  que  f"{x),  soit  d'ordre  impair. 

Cette  théorie  suppose  la  continuité  des  dérivées.  Il  peut  y  avoir  des 
points  d'intlexion  qui  échappent  à  cette  analyse  pour  les  valeurs  de  ,r 
qui  rendent  discontinues  les  dérivées  considérées. 

§  4.  Courbure  et  développées  des  courbes  planes. 

250.  Courbure.  —  Soit  MM'  un  arc  de  courbe  tel  que  la  direction 
de  la  tangente  varie  toujours  dans  le  même  sens  lorsque  le  point  de 
contact  se  déplace  de  31  en  M'.  Considérons  les  deux  tangentes  MT 
et  M'T'  menées  à  ses  deux  extrémités  dans  le  même  sens.  On  appelle 
courbure  de  l'arc  l'angle  des  deux  tangentes  extrêmes  ;  courbure 
moyenne  le  rapport  de  cet  angle  à  la  longueur  de  l'arc  ;  courbure  au 
point  31  la  limite  vers  laquelle  tend  la  courbure  moyenne  quand  le 
point  31'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  31. 

Désignons  par  A.ç  et  Acp  les  accroissements  de  la  longueur  de  l'arc 
et  de  l'inclinaison  de  la  tangente  quand  on  passe  du  point  31  au 
point  31'.  La  courbure  de  l'arc  3131' sera  Aci,  sa  courbure  moyenne 
A'^  :  A.s'  et  sa  courbure  au  point  M 

,.        A'i         rfc5 

hm  ^  =  -'- . 
As      ds 

Nous  remarquerons,  pour  commencer,  le  théorème  suivant  : 
Dans  un  cercle  de  rayon  R,  la  courbure  est  la  même  en  chaque  point 
et  égale  à  1  :  R. 

En  efTet,  l'angle  au  centre  correspondant  à  l'arc  3131'  est  le  même 
angle  A'^  que  celui  des  tangentes  extrêmes  ;  donc  la  longueur  A^-  de 
l'arc  MM'  est  R  A-^.  La  courbure  moyenne  est  par  conséquent  égale  à 
1  :  R,  quel  que  soit  l'arc  MM'.  Passant  à  la  limite,  on  voit  que  la 
courbure  sera  aussi  égale  à  1  :  R  en  chaque  point. 

251.  Rayon  de  courbure.  —  Le  courbure  étant  uniforme  dans  le 
cercle,  il  est  naturel  de  comparer  les  autres  courbes  à  un  cercle  sous 
le  rapj)ort  de  la  courbure.  On  ajjpelle  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
au  point  31,  le  rayon  du  cercle  qui  a  même  courbure  que  la  courbe 
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en  ce  point.  Comme,  dans  le  cercle,  le  rayon  est  l'inverse  de  la  cour- 
bure, on  a  le  théorème  suivant  : 

Le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  quelconque  au  point  M  est  égale  à 
l'inverse  de  la  courbure  en  ce  point. 

Le  rayon  de  courbure  se  désigne  par  R,  on  aura  donc  l'équation 

(1)  R  =  ^=^,. 

1  1 

Supposons  que  la  courbe  ait  pour  équation 

et  considérons  y  comme  fonction  de  x.  On  a  (n°  247)  z>  --  arc  tg  //', 
d'où,  en  dérivant, 

(2)  ?-TT^^- 
D'autre  part,  on  sait  (n°  245)  que 

(3)  s'  =  \/r+Y' 

Substituant  ces  valeurs,  il  vient 

s'  [i   +  !/'2)^ 


(4)  R= 


y 

Cette  formule  comporte  l'extraction  d'une  racine  carrée.  Un  con- 
vient de  considérer  R  comme  essentiellement  positif;  on  choisira 
donc  en  conséquence  le  signe  du  radical. 

On  remarquera  qu'en  un  point  d'inflexion  où  y"  est  nul,  le  rayon 
de  courbure  devient  infini. 

252.  Cercle  osculateur  ou  de  courbure.  —  /.('  cercle  osculateur  en  un 
point  M  d'une  courbe  plane  est  la  limite  d'un  cercle  })assant  par  le 
point  M  et  deux  autres  points  M'  et  M"  qui  se  rapprochent  indéfiniment 
du  premier. 
Supposons  (lue  la  courbe  ait  pour  équation 

ll-f'{x). 
Soient  x,  x^  et  j'^  les  abscisses  des  points  M,  M',  M",  a  et  |3  les 
cooi'données  du  centre  et  R  le  rayon  du  cercle  (jui  passe  par  ces  trois 
points.  Posons,  //  désignant  la  l'onction  l\x]  et  a,  'j  et  R  des  con- 
stantes, 

(5)  F  {x^  --=  [X  -  a)=  +  (j/  -  '^Y  -  H^ 

Les  équations  qui  expriment  que  les  trois  jioints  M,  'SV  et  M"  sont 
sur  le  cercle  sont  : 

F  [X)  =  0,  F  {X,)  ^  0,  F  (j;,):=  0. 
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Mais  alors,  en  vertu  du  théorème  de  Rolle,  F'  (x)  a  une  racine  ; 
entre  x  et  œ^  et  une  autre  racine  ;'  entre  i\  et  x.,.  Pour  la  même 
raison^  F"  (x)  a  une  racine  ii  entre  i  et  ç'.  Les  éléments  a,  ,S  et  R 
du  cercle  passant  par  M,  M'  et  M"  vérifient  donc  les  trois  équations  : 
¥{x)  =  0,  F'i;)  =  0,  F"(^,)=^0. 

Passons  à  la  limite.  Quand  x^  et  x^  tendent  vers  x,  il  en  est  de 
même  de  i  et  ij.  Les  éléments  a,  ,3  et  R  du  cercle  osculateur  seront 
donc  déterminés  par  les  trois  équations  : 

(6^)       F  (x)  =  0,  F'  [x]  =  0,  F"  {x)  =  0. 

En  les  développant,  il  vient 

J    (x-a;^  +  (?/-?)^  =  R% 

[   l  +  ^'-^  +  (//-[3)^"  =  0. 
Ces  équations  fournissent  des  valeurs  déterminées  pour  les  élé- 
ments du  cercle  osculateur,  pourvu  que  y"  ne  soit  pas  nul.  Les  deux 
dernières  déterminent  les  coordonnées  a  et  ^  du  centre,  car  on  en 
tire 

(7)  ?>-y-       ^n        ^  cf.-X-=^-^    ^    ^^    '• 

Portant  ensuite  ces  valeurs  dans  la  première  équation,  il  vient 

(8)  R=±^i±^ 

Cette  formule  est  la  même  que  (4).  Donc  le  rayon  du  cercle  osculateur 
est  égal  au  rayon  de  courbure.  C'est  pourquoi  le  cercle  osculateur 
s'appelle  aussi  cercle  de  courbure  et  son  centre,  centi'e  de  courbure. 

Les  formules  (7)  peuvent  s'écrire  sous  une  forme  plus  condensée, 
si  l'on  tient  compte  de  l'équation  (2).  On  a 

ds 
Ces  formules  sont  analogues  à  R  =  -j-,  mais  elles  ont  lieu  sans 

ambiguïté  de  signe. 

253.  Théorème.  —  Le  centre  de  courbure  L  relatif  au  point  M  se 
tiwive  sur  la  normale  au  point  M  à  l'intersection  de  celle-ci  avec  une 
normale  infiniment  voisine. 

En  effet,  x  eiy  étant  les  coordonnées  de  M,  la  seconde  des  équa- 
tions (6),  savoir 

Y'{x)={x-y)  +  {y-p)y'  =  0 
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exprime  que  le  point  Z  de  coordonnées  (a,  (i>)  est  sur  la  normale  au 
point  M.  De  même,  x^  étant  l'abscisse  du  point  M',  l'équation  F'  (a;,) 
=  0  exprimera  que  le  point  Z  est  sur  la  normale  au  point  M'.  Mais 
alors,  suivant  le  théorème  de  Rolle,  F"  [x)  s'annule  en  un  point  i 
intermédiaire  entre  x  et  Xi.  Les  coordonnées  a,  [■!>  de  l'intersection 
des  normales  en  M  et  M'  véritlent  donc  les  deux  équations  : 
F'  (x)  -  0,  F"  (l)  ^  0. 

Faisons  tendre  M'  vers  M,  q  tend  vers  x,  et,  à  la  limite,  les  deux 
équations  précédentes  reproduisent  les  deux  dernières  équations  (6) 
qui  déterminent  les  coordonnées  du  centre  de  courbure. 

254.  Position  du  rayon  de  courbure,  —  Le  rayon  de  courbure  a  été 
considéré  jusqu'ici  en  grandeur  seulement.  Il  est  souvent  commode 
de  le  définir  en  grandeur  et  en  position.  On  appelle  alors  rayon  de 
courbure  le  segment  MZ  mené  du  point  M  au  centre  de  courbure  cor- 
respondant. Le  rayon  de  courbure  est  donc  dirigé  suivant  la  normale 
au  point  M  du  côté  où  la  courbe  tourne  sa  concavité. 

255.  Relation  entre  le  rayon  de  courbure  et  la  normale,  —  La  lon- 
gueur de  la  normale,  considérée  au  n°  239,  a  pour  expression 
±  ^  Vl  +î/'^  Il  en  résulte  que  l'on  a,  au  signe  près  : 

(10)  ^  =  -  ^+^\ 

^    ^  N  yy" 

Précédemment  N  a  été  considéré  comme  essentiellement  positif 
ainsi  que  R.  Mais  nous  allons  faire  en  sorte  que  l'équation  (10)  subsiste 
même  en  signe.  Il  faut  pour  cela  donner  un  signe  à  X,  savoir  le  signe 
-\-  si  N  est  du  même  côté  de  la  courbe  que  R  et  le  signe  —  s'il  est  du 
côté  opposé. 

En  effet,  le  second  membre  de  l' équation  (10)  a  le  signe  de  —  yy" 
Il  sera  positif  si  y/  et//"  sont  de  signes  contraires,  alors,  la  courbe 
tournant  sa  concavité  vers  l'axe  OX  ^n"  248),  R  et  N  sont  du  même 
côté  de  la  courbe.  L'inverse  aurait  lieu  dans  le  cas  contraire. 

256.  Développée  et  développante.  —  Si  le  point  M  se  déplace  sur  la 
courbe,  le  centre  de  couibure  correspondant  Z  se  déplace  en  même 
temps.  Le  lieu  géométrique  du  centre  de  courbure  se  nomme  déve- 
loirpée.  Par  0{)position,  la  courbe  génératrice  se  nomme  déveluppante. 

On  obtient  immédiatement  une  représentation  paramétrique  de  la 
déveloi)pée.  Elle  est  fournie  par  les  équations  (7),  qui  donnent 

^         .11)    J.-2—      F      '         i^^y^—yi — ' 
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et  qui  expriment  les  coordonnées  d'un  point  a,  [i  de  la  développée  en 
fonction  du  paramètre  x.  En  éliminant  x  entre  ces  deux  équations,  on 
mettra  l'équation  de  la  développée  sous  la  forme  F  (a,  [i]  =  0.  Mais  il 
est  souvent  tout  aussi  avantageux  d'envisager  la  développée  sous  la 
forme  (11). 

La  développée  jouit  de  propriétés  remarquables,  que  nous  allons 
démontrer  : 

I.  Le  rayon  de  courbure  en  M  tonche  la  développée  au  centre  de  cour- 
bure Z  correspondant. 

Considérant  y,  a  et  p  comme  fonctions  de  x,  on  a  (6^^) 

(12)  (^>_a)  +  (^-[3);v'=^0. 

Dérivons  totalement  cette  équation.  La  somme  des  termes  prove- 
nant de  la  variation  des  lettres  x  et  y  est  nulle  en  vertu  de  la  troisième 
équation  (6)  ;  il  reste  donc 

(13)  -a'-^'y'^O,         d'où         ^  =  -Y- 

Donc  la  tangente  en  Z  à  la  développée,  qui  a  pour  coefficient 
angulaire  p'  :  a',  est  parallèle  à  la  normale  en  M  à  la  développante 
(donc  au  rayon  de  courbure),  qui  a  pour  coefficient  angulaire  —  1  :  y'. 
Par  suite,  ces  droites,  ayant  le  point  Z  commun,  coïncident. 

IL  Varc  de  la  développée  est  égal  à  la  différence  de  longueur  des 
rayons  de  courbure  tangents  à  ses  extrémités. 

Considérant  y,  a,  [i  et  R  comme  fonctions  de  x,  on  a  (6'') 

{x-ar  +  {y-{ir-^K'. 

Si  Ton  dérive  totalement  cette  équation,  la  somme  des  termes  pro- 
venant de  la  variation  des  lettres  xeiy  est  nulle  en  vertu  de  la  seconde 
équation  (6)  ;  il  reste  donc 

{x  —  a)  a'  +  (î/  —  p)  p'  =  —  RR'. 

D'autre  part,  en  éliminant  y'  entre  (12)  et  (13),  puis  en  appliquant 
les  propriétés  des  fractions  égales,  il  vient 

x-c^.^y-'^_{x-a)a'  +  {y-^)^'  V(a;  -  g)^  +  (y  -  (B)' 

a'  ^'  a'*  +  P"  Va'2  +  ^ 

La  dernière  égalité  se  simplifie  en  ayant  égard  aux  précédentes  et 
en  observant  que  Va'-  +  ^''^  est  la  dérivée  de  l'arc  de  la  développée. 
Si  l'on  désigne  cet  arc  par  <y,  il  vient 

RR'       1    R  1,  <         T>(      _L   f 

^  =  ±  — r,  d'où  R'  =  ±  a'. 
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Le  signe  à  choisir  dépend  du  sens  dans  lequel  on  compte  l'arc  «i. 
Comptons-le  dans  le  sens  où  R  croît,  ce  qui  suppose  que  R  varie 
constamment  dans  le  même  sens  dans  l'intervalle  considéré  des 
valeurs  de  x,  nous  aurons  R'  =  a'.  Donc  R  et  7,  ayant  même  dérivée, 

ne  diffèrent  que  par  une  constante  dans 
cet  intervalle. 

Considérons  (fig.  8)  un  arcMoM  de  la  dé- 
veloppante compté  depuis  un  point  fixe  Mo 
d'abscisse  Xo  jusqu'à  un  point  variable  M 
d'abscisse  x.  Supposons  que  le  rayon  de 
courbure  varie  constamment  en  croissant 
^^^'  ^-  quand  on  se  déplace  sur  la  courbe  de 

Mo  vers  M.  Soit  ZoZ  l'arc  correspondant  de  la  développée,  de  sorte 
que  MoZo  et  MZ  sont  les  rayons  de  courbures  Ro  et  R  des  points 
Mo  et  M.  Désignons  par  -  l'arc  ZoZ.  On  aura 

R  =  j  +  C. 
Pour  X  ==  Xo,  cette  relation  donne  Ro  =  C,  nous  obtenons  donc  la 
relation  à  démontrer  : 

(14)  a  =  R  —  Ro. 

Nous  avons  supposé  dans  cette  démonstration  que  la  variation  de 
R  était  toujours  de  même  sens  ;  le  théorème  tomberait  en  défaut  si  R 

passait  par  un  maximum  ou  un  minimum. 

t 

257.  Description  de  la  développante  d'un  mouvement  continu.  Sa 
détermination  analytique.  —  Les  théorèmes  ])récédents  fuiu-nissent  un 
moyen  de  décrire  la  développante  d'un  mouvement  continu  quand  on 
connaît  la  développée.  Concevons  un  lil  parfaitement  tlexible,  inex- 
tensible et  sans  épaisseur,  enroulé  sur  la  développée  et  s'en  détachant 
tangentiellement  en  Zo  pour  venir  aboutir  en  Mo  où  on  lo  coupe  (fig.  8). 
Imaginons  qu'on  déroule  le  fil  en  le  détachant  tangentiellement  de  la 
développée  et  en  le  maintenant  toujours  tendu  ;  l'extrémité  libre  du 
(il  décrira  la  développant!;.  Eu  effet,  quand  le  fi!  se  détachera  en  Z, 
il  prendra  la  direction  Z.M,  et  comme  le  brin  détaché  s'est  accru  de 
l'arc  ZoZ,  sa  longueur  sera  R.  Son  extrémité  sera  donc  en  M.  Comme 
la  longueur  ZoMo  du  brin  initial  est  arbitraire,  à  une  même  développée 
correspondent  une  infinité  de  développantes. 

Au  point  de  vue  analytique,  la  détermination  des  développantes 
quand  la  développée  est  donnée,  se  ramène  à  la  rectification  de  l'arc 
(le  la  développée,  c'est-à-dire  à  une  quadrature. 


—  249  — 

En  effet,  sujiposons  que  l'équation  de  la  développée  soit  ramenée  à 
la  forme 

(15)  ,3  =  -f  (a). 

Prenons  a  comme  variable  indépendante.  Désignons  par  ,3'  la 
dérivée  de  ,3  par  rapport  à  a.  L'src  7  compté  à  partir  du  point  Zo 
(fig.  8)  dans  le  sens  où  a  augmente,  se  détermine  par  la  formule  {n°  245) 


j  rfayi 


Cette  quadrature  effectuée,  le  problème  sera  résolu.  En  effet,  soit  À 
l'inclinaison  sur  l'axe  des  abscisses  de  la  tangente  ZM  à  la  développée; 
les  coordonnées  du  point  M  de  la  développante  sont  : 
a;  =  a  -|-  R  cos  a,        y  =  '^i^i{  sin  À. 

On  a  tgA  =  ,3'.  On  en  déduit,  ZM  faisant  un  angle  obtus  avec  l'axe 
des  abscisses  (fig.  S), 

4  .    .  B' 

cos  A  = .  ,        ^    .        sm  A  =  — ^  ,   ^ 

Comme  R  =  cr  +  C,  il  vient  donc 
(16)         .  =  .  ^  +  ^  --^        ^'<^  +  C) 


Les  seconds  membres  étant  fonctions  de  a,  les  équations  (16) 
fournissent  une  représentation  paramétrique  de  la  développante. 

Si  la  tangente  ZM  était  dirigée  en  sens  opposé,  cos  a  et  sin  a 
changeraient  de  signe,  mais  les  équations  précédentes  n'en  seraient 
pas  altérée.",  car,  R  variant  alors  en  sens  inverse  de  j,  on  aurait 
R  =  -(.  +  C). 

Les  équations  (16)  renferment  une  constante  arbitraire  C,  ce  qui 
doit  être,  puisqu'il  existe  une  infinité  de  développantes. 

258.  Adaptation  des  formiiles  au  cas  d'une  représentation  paramé- 
trique. —  Si  X  et  y  sont  des  fonctions  de  t,  ayant  pour  dérivées  x'  et 
y',  les  dérivées  premières  et  secondes  de  y  par  rapport  à  x  ont  pour 
expressions  (n°  152) 

•^  —  ;^'        ^ocy  ~ -^^ • 

On  doit  donc  substituer  ces  valeurs  à  y'  et  à  //"  dans  les  formules 
précédemment  trouvées. 
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L'expression  du  rayon  de  courbure  se  déduit  de  la  formule  (4),  la 
transfoi'mation  donne 

{X''  +  2/'-)^ 


(17)  R 


a;'//"  —  x"y' 


Les  coordonnées  a  et  p  du  centre  de  courbure  seront  déterminées 
par  les  équations  suivantes,  déduites  des  équations  (7)  : 

(i»)      «  -  ^         ^Y  _  y.vy,  '        i'-y^    x'y"  —  x"jf  ' 
Enfin  la  relation  (10)  entre  R  et  N  deviendra 

R  x'{x'^-  +  y'') 


(19) 


N  y{x'y"  —  x"y') 


259.  Applications  diverses.  —  I.  Coniques  en  général.  Prenons  un 
axe  de  la  courbe  comme  axe  des  x,  l'équation  d'une  conique  en 
coordonnées  rectangulaires  sera  de  la  forme 

1/2  =  oa;2  +  'i^x  +  y. 
On  en  tire 

;      og-H-^  „  _  gy  —  (ocr  +  j^)  ;(/'_ ^^T  —  P' 

//     —  y  '  .'/  y2  yS 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  relation  (10),  il  vient 

R_  _  _  i+y''  __  _  yMl +  </'-).._      N^ 
N  yy"      '  oLy  —  [i^  ^-  —  ay' 

d'où 

Donc  /^  7'aj/ûn  d^  courbure  d'une  conique  est  propoi'tionnel  nu  cube 
de  la  noiinale  limitée  à  un  axe  de  la  courbe. 

Si  l'on  prend  pour  origine  un  foyer  et  l'axe  focal  pour  axe  des  x, 
l'équation  prend  la  forme 

X-  +  //'  =  (i'^"  +  ;')"  • 
En  identifiant  cette  équation  avec  la  précédente,  on  a 
a  =  e-  — 1,        P^ep,        y=P', 
d'où  [j-  —  ay  =  p-  et 

R  =  -V- 
/)- 

Donc  le  rayon  de  courbure  d'une  conique  est  égal  au  cube  de  la 
normale  divisé  par  le  carré  du  demi-paramètre  (ordonnée  au  foyer) . 
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II.  Parabole.  Prenons  l'axe  de  symétrie  comme  axe  des  y  et  la 
directrice  comme  axe  des  x.  Les  points  de  la  parabole  sont  à  égale 
distance  du  foyer  et  de  la  directrice;  l'équation  de  cette  courbe  sera 

^'  4-  (//  —  pT-  --  y  , 
d'où 

^■■-  +  p-  ,     X  ,1 


On  aura  donc 

R  i+y" 


2. 


N  yy" 

Donc  le  rayon  de  courbure  de  la  parabole  est  double  de  la  normale 
limitée  à  la  directrice  et  il  est  dirigé  en  sens  contraire,  ce  qui  fournit 
une  construction  facile  de  ce  rayon. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont  données  par  les 
équations  (11)  qui  se  simplifient  grâce  à  la  dernière  équation  ci-dessus. 
Il  vient 

a  =  a;  —  ^yy'  -=  —  y 

p  =  y-\-  2.i/  =  3y. 

Substituant  les  valeurs  de  y  et  de  x  tirées  de  ces  relations  dans 
l'équation  de  la  parabole,  on  trouve  celle  de  la  développée 

III.  Ellipse.  Considérons  la  représentation  paramétrique 

X  ^=  a  cos  t,       y  =  b  sin  t. 
On  en  déduit 

x'  ^  —  a  sin  t,        x"  =  —  a  cos  t,        y'  :=  b  cos  t,        y"  =  —  bsln  t, 

d'où  x'y"  —  y'x"  ==  ab.  Il  vient  donc  (n"  2o8) 

s'  =-  Va-  s'm-t  +  b^  cosH 

„,       [a- sinH  +  b^  cosHy 

{aby 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont  : 
/  ,       &  cos  /  (0-  sin-f  -f-  b^  cos^t)        a-  —  b^ 

i     a  =  fl  cos  / T--Î =  COS^f 

]  ab  a 

)    o      ;    •    ,        rt  sin  f  (a2  sin^f  4-  b-  cosH)             a-  —  b-    .  ,. 
r    'ft=^bsint ^ T -^  — 1 sin^f. 
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Ces  formules  fournissent  u!ie  représentation  paramétrique  de  la 
développée.  Si  on  élimine  t,  l'équation  de  celte  courbe  prend  la  forme 

IV,  Cydoïde.  Considérons  la  représentation  paramétrique  de  cette 
courbe  (n°  240) 

X  =-  a  {t  —  sin  t),        ij  =  a  (1  —  cos  /). 
On  en  tire 
x' -=-.}/  =  a  {\  —  cos  t),        x"  =  y'  =  as[nt,        y"  =  acosl; 
par  suite, 

x'"~  4-  y'-^  ^  2a"  (1  —  cos  t),        x'y' '  —  x"y'  =  —  a-  (1  —  cos  /) . 
Il  vient  ainsi 

R  _         ^.'[x'2  +  y'n        ___^l±l!l__2 
N  y{x'y"—x"y')  x'y"  —  x"y' 

Donc,  dans  la  cyclolde,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  normale 
et  il  est  dirigé  dans  le  même  sens. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont  fournies  par  les 
équations  (18)  qui  donnent,  à  cause  de  la  dernière  égalité  écrite 
ci-dessus 

a  =  a;  +  2</'  =  a  {t  +  sin  t) 
,3  =  ^  +  2a;'  =  —  a  (1  —  cos  t). 
Mais,  en  posant  t^-Tz  -\- 1^,  ces  équations  deviennent 
a  =  aTT  4-  rt  [tj  —  sin  i,), 
[i  =  _  2fl  +  a  (1  —  cos  /,)• 
Donc  la  développée  est  une  cyclo'ide  égale  à  la  première  mais 
déplacée  de  a-  dans  le  sens  des  x  positifs  et  de  2fl  dans  celui  des  y 
négatifs. 
V.  Chaînette.  Cette  courbe  a  pour  équation 

L'axe  des  x  est  sa  base,  la  longueur  a  son  paramètre.  On  trouve 

d'où  1  +  //'-  =  y"  :  a-.  On  en  conclut  d'abord 

y"  a 
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Donc  le  rayon  de  courbure  de  la  chaînette  est  proportionnel  au  carré 
de  l'ordonnée. 
D'autre  part,  il  vient  par  la  formule  (10) 

N  yy" 

Donc,  dans  la  chaînette,  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  la  normale 
limitée  à  la  base,  mais  il  est  dirigé  en  sens  contraire. 

260.  Coordonnées  polaires.  —  Soit  -^  l'inclinaison  de  la  tangente  sur 
l'axe  polaire,  a  celle  de  la  normale.  Comme  ces  deux  angles  varient  de 
la  même  quantité,  on  a  -f'  =  a'  et  il  vient 

ds      s'      s 

ch      o'      a' 

Mais  on  a  (n»»  245  et  242) 

s  '  =  \/^2_|_,^'2^  a  =;  6  —  arc  tg  —  ; 

d'où,  en  dérivant  par  rapport  à  0, 

rr''  —  r'-  r-  +  2r'-  —  rr" 


(20)  o'  -  a'  ==  1 


r-  -\-  r'~  r-  -{-  r- 

Remplaçant  s  et  a'  par  ces  valeurs,  on  trouve 

(^2    _|_   ^'2,3/2 


(21)  R  = 


,v2  _|_  2r'-  — rr'' 


Les  coordonnées  cartésiennes  a  et  |3  du  centre  de  courbure  s'obtiennent 
au  moyen  des  relations  (9),  d'où  l'on  déduit 

r  du  ,       (rsinô)' 

\  do  Ci' 

(22)  < 

r    1^=^  +  — =  rsm6  +  A— ^^, 

On  aura  soin  de  ne  pas  confondre  a  coordonnée  du  centre  de  courbure 
avec  7.  inclinaison  de  la  normale. 

Appliquons  ces  formules  à  quelques  exemples  : 

I.  Spirale  logarithmique  :  r  -=  ae"^^.  —  Dans  ce  cas,  l'angle  |x  est 
constant  ;  a  étant  l'inclinaison  de  la  normale,  on  a  x  =  0  —  ij.  et  on 
conclut  a'  =-  1.  11  vient  donc 

R  =  s'  ^  \r^  -\-P^  =  r\/l  -f-  m"2 

Do'jc  le  rayon  de  courbure  est  propo7^tionnel  au  rayon  vecteur. 
D'autre  part,  si  l'on  so  reporte  à  la  valeur  de  la  normale  polaire  N', 
on  voit  que  R  ^  N',  Donc  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  la  normale 
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polaire.  Le  centre  de  courbure  est  au  point  N  (fig.  6).  Si  p  et  -  sont  les 
coordonnées  du  centre  de  courbure,  on  aura 

p  =  N'  =  mr,  T  -.=  e  -f-. 

En  éliminant  r  et  0  entre  ces  équations  et  celle  de  la  courbe,  on 
trouve  l'équation  de  la  développée 

4-?) 

p  =  ma  e    ^         -  ' 

Cette  développée  est  une  spirale  égale  à  la  première,  car,  eu  faisant 
tourner  l'axe  polaire  autour  du  pôle,  de  manière  à  augmenter  l'argument 
d'une  quantité  u)  définie  par  l'équation 

m(w  —  -^1 
yna  e    ^         -'  ^=^  \, 

on  retrouvera  l'équation  de  la  première  spirale, 

II.  Lemniscate  de  Bernouilli  :  r"  =  af-  cos  20.  — '■  On  tire  de  cette 
équation 

rr'  =  —  «2  sin  26,  r'  :  r  =  —  tg  20. 

On  en  conclut  d'abord,  a  étant  l'inclinaison  de  la  normale, 

r' 
a  =  6  —  arctg-^^30. 

Donc,  dans  la  lemniscate,  rinclinaison  de  la  normale  est  triple  de 
celle  du  rayon  vecteur.  On  a  donc  aussi 

'f  '  =  a'  =  3. 

D'autre  part,  N'  étant  la  normale  polaire,  on  a 

s  ' = N  '  --  yJr^^r'^  =  — ^  =  —  - 
^  cos  20       r 

De  là  résulte  la  valeur  de  R  : 

^■"V        3        3r* 

Donc  le  rayon  de  courbure  de  la  lemniscate  varie  en  raison  inverse 
du  rayon  vecteur  et  il  est  le  tiers  de  la  normale  2)olaire,  ce  qui  permet 
de  le  construire  facilement. 

Soient  maintenant  i,  3  les  coordonnées  du  centre  de  courbure.  Faisant 
z.'  ^  ;j  dans  les  formules  (22),  il  vient,  réductions  faites, 

a  =■ — (7'r''cos0  —  n-'sinO),  3  =  -— (rr-sinO  —  rr'cosO). 

3r  •>?' 

Enfin,  en  remplai,\ant  r-'  et  rr'  par  leurs  valeurs  a-  cos  20  et  — a-  sin  20, 
on  trouve,  après  qiielques  simplifications, 

3»'  ir 
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L'équation  de  la  développée  s'obtient  en  éliminant  r  et  0,  On  a 

r  ^ 


d'où 


'+8^)(a^-P^)L^. 


Exercices. 


1.  Rayon  de  courbure  de  la  cissoïde  (Exercice  2,  p.  230). 
R.  La  courbe  a  pour  équation  y*  =  x^  :  (2«  —  a?).  On  en  tire 


R2  = 


32(2a— a?)* 


2.  Rayon  de  courbure  de  la  courbe  ^t:  +  tt;7  =  1. 

3 

^  ~  m—i  [xy]'"-'  \^^^   '      62m    J 

3.  Rayon  de  courbure  et  développée  de  Vastroïde  (hypocycloïde 
engendrée  par  un  point  d'un  cercle  roulant  intérieurement  sur  un  cercle 
de  rayon  quadruple  a). 

R.  Les  équations  de  la  courbe  s'obtiennent  en  posant  é  =  /i  =  a  :  4 
dans  celles  données  à  la  page  237  (Exercice  5).  Il  vient 

(    a;  =  - (3cos^-hcos3<)^«cos^^,  e         .,         .> 

<  d'où      x"  4-y^  =a^ 

]  Cl 

I    y^— (3sin^ — sin3<)  =a  sin^^. 

On  en  déduit 

R  =  S{ax!/)\         ^  =  x+:i{xy^)\         ^--y+S{x't/)\ 

En  faisant  tourner  les  axes  de  45°  autour  de  l'origine,  on  voit  que  la 
développée  est  une  nouvelle  astroïde,  engendrée  par  des  cercles  de 
rayons  doubles  des  précédents. 

4.  Rayon  de  courbure  et  développée  de  Vépicycloïde. 

R.  En  posant  en  abrégé  [a  -\-  h)  \h  =  m^  les  équations  de  cette  courbe 
sont  (Exercice  4,  p.  237)  : 

co  =  b  [m  cos  i  —  cos  7ni) ,         y  ^  b  {m  sin  t  —  sin  mt] 
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Prenant  t  comme  variable  indépendante,  on  trouve 
"2 


5'  =  2môsin  --^—  t^        œ'y"—y'x''  =  2(m  -f  \){mbY  B\n^—~-^  t. 


On  en  conclut 


m -1-1  _,       s'        Amb     .    m — 1 

K  ^  — r  =  — r-T  sm  — - —  t. 


2     '  cp'      m+l 

Les  équations  de  la  développée  seront  : 
y'      m — 1 


m  +  l 


h  (m  cos  t  +  cos  mtj 


x'      m—\  •    .  ,     •       .. 

'^       ^         cp'       m  +  1     ^  ' 

La  développée  est  une  autre  épicycloide.  Pour  ramener  ses  équations 
à  la  forme  normale,  comme  les  équations  de  l'épicycloïde  proposée,  il 
suffit  de  faire  tourner  les  axes  coordonnés  d'un  angle  oj  =  -  :  (m  —  1)  et 
de  changer  t  en  t  -\-  oo. 

5.  Rayon  de  courbure  et  développée  de  Vhypocycloïde. 

R.  En  posant  en  abrégé  {a  —  b]  :  b  -  m,  les  équations  de  la  courbe 
sont  (Exercice  5,  p.  237) 

X  =  b  {m  cos  t  -\-  cos  mt) ,         y  =  b  [m  sin  t  —  sin  mt). 

Ces  équations  s'obtiennent  en  changeant  les  signes  de  b  et  de  m  dans 
celles  de  l'épicycloïde.  La  solution  est  donc  comprise  dans  la  précédente. 
La  développée  sera  une  autre  épicycloide. 

6.  Soient  r  le  rayon  vecteur  d'un  point  d'une  courbe,  p  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  pôle  sur  la  tangente.  Montrer  que  le  rayon  de  cour- 
bure a  pour  expression 

rdr       rr' 
dp        p' 

R.  Ce  résultat  s'obtient  directement  en  dérivant  la  valeur  de  ]j  (n"242) 
et  en  la  comparant  à  celle  de  R  (n"  200). 

7.  Rayon  de  courbure  de  la  courbe  :  r"  =  «"  cosnO, 

R.  C'est  une  généralisation  des  résultats  obtenus  au  n"  200  (II)  pour 
la  lemniscate.  On  trouve  (a  étant  l'inclinaison  de  la  normale) 

N'  1  a" 

8.  Rayon  de  courbure  de  la  podairc  d'une  courbe  donnée. 

R.  Soient,  pour  la  courbe  donnée,  /•  le  rayon  vecteur,  0  l'angle 
polaire,  a  l'inclinaison  de  la  normale,  .s  l'arc,  R  le  rayon  de  courbure. 
Affectons  de  l'indico  1  lis  (puintitos  analogues  pour  la  podaire.  On 
trouve  d'abord 

a,  ^^  2a  —  0,  (&j  =  rrfa. 


—  2o7  — 

Il  vient  alors  facilement 

Rj      f/5j      r       rdoL       r       r    d$       r        7-^ 

U.  Kayou  (le  courbure  de  la  développée  d'une  courbe  donnée. 
R.  Conservons  les  notations  habituelles  pour  la  courbe  donnée  et  soit 
Rj  le  rayon  de  courbure  de  la  développée.  On  a 

^         d7      f/R        du 

a-^      d-s,         ds 

Prenant  0:  comme  variable  indépendante,  il  vient  donc 
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CHAPITRE   VIII 

Formules  fondamentales  de  la  théorie  des  surfaces 
et  des  courbes  gauches. 


.S;  1.  Tangente  à  une  courbe.  Longueur  d'un  arc. 
Plan  tangent  à  une  surface. 

261.  Représentation  analytique  d'une  surface,  —  On  peut  d'abord 
considérer  une  surface  comme  le  lieu  des  points  du  plan  dont  les 
coordonnées  cartésiennes  .r,  ^  et  ;;  sont  liées  par  une  équation 

(1)  F  [a-,  y,  z)  =  0. 

Nous  appellerons  point  ordinaire  de  la  surface,  tout  point  où  la 
fonction  F  est  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  de  tous  les 
ordres  el  où  l'une  au  moins  des  trois  dérivées  partielles  F.r,  F,,  ou  Fj  est 
différente  de  zéro.  Les  autres  points  sont  des  points  singuliers. 

Dans  le  voisinage  d'un  point  ordinaire  où  ¥-  n'est  pas  nul,  l'équation 
(1)  définit  une  fonction  implicite  r- des  deux  variables  indépendantes  x 
et  //  (n°  143)  (^)  et,  par  conséquent,  elle  peut  se  ramener,  au  moins 
implicitement,  à  la  forme 

(2)  z  =  f{x,  y), 

la  fonction  /'ayant  des  dérivées  partielles  finies  et  déterminées,  qui  se 
calculent  au  moyen  des  règles  de  dérivation  des  fonctions  implicites. 

Si  F^  s'annulait  en  un  point  ordinaire,  une  des  deux  autres  déri- 
vées F.r  ou  F'/  ne  serait  pas  nulle  et  la  résolution  de  l'équation  (1) 
pourrait  se  faire  par  rapport  à  x  ou  j)ar  rapport  à  y. 

On  raisonne  souvent  sur  l'équation  de  la  surlace  mise  .«^ous  la 
forme  (?.),  mais  les  formules  s'étendent  aux  équations  de  la  forme  (1) 
en  vertu  des  règles  de  dérivation  des  fonctions  implicites.  Il  faut 
seulement  considérer  les  points  ordinaires  de  la  surface. 

On  peut  aussi  définir  une  surface  au  moyen  d'une  représentation 
paramétrique.  On  exprime  alors  les  coordonnées  x,  y,  z  de  ses  points 

(')  On  peut  faire,  à  propos  do  ce  Uiéorènie.  une  remarque  analogue  à  celle 
(le  la  page  226. 
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en  fonction  de  deux  paramètres  indépendants  u  et  v.  La  surface  est 
alors  représentée  au  moyen  de  trois  équations  : 

(3)    -      x  =  f,{u,v),  y^f.[u,v),  z^f3{u,v). 

Quand  nous  emploierons  cette  représentation,  nous  supposerons 
les  trois  fonctions  f  continues  ainsi  que  leurs  dérivées,  sauf  pour  cer- 
tains systèmes  exceptionnels  de  valeurs  de  m,  v. 

Nous  appellerons  points  ordinaires  de  la  surface  ceux  où  ces  trois 
fonctions  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  et  où,  de  plus,  l'un 
au  moins  des  trois  déterminants  : 


dh 

an 

dh 

df. 

df. 

df. 

du 

âv 

du 

dv 

du 

dv 

df. 

àfz  1 

dl. 

dfs 

àf. 

df^ 

du 

dv 

du 

du 

du 

dv 

est  différent  de  zéro, 

Dans  le  voisinage  d'un  point  ordinaire  ainsi  défini,  on  peut  encore 
considérer  une  des  trois  coordonnées  x,  y,  z  comme  fonction  des  deux 
autres.  En  effet,  si  le  premier  de  ces  déterminants  est  différent  de 
zéro,  on  peut  démontrer  (n°  14ij  que  les  deux  premières  équations  (3) 
définissent  u  et  v  en  fonction  de  x,  y  et,  en  portant  ces  valeurs  dans  la 
troisième  équation,  on  obtiendra  z  en  fonction  de  x  et  y,  c'est-à-dire 
que  l'équation  de  la  surface  pourra  se  mettre  sous  la  forme  (2). 

Donc,  dans  les  démonstrations,  on  pourra  supposer  à  son  gré  que 
la  surface  soit  définie  par  une  équation  de  la  forme  (2)  ou  par  un 
système  de  la  forme  3i.  Les  démonstrations  seront  générales  à  condi- 
tion de  se  borner  aux  points  ordinaires  de  la  surface. 

262.  Représentation  analjrtique  d'une  courbe  de  l'espace.  —  En  pre- 
mier lieu,  on  peut  définir  une  courbe  de  l'espace  comme  l'intersection 
de  deux  surfaces  différentes,  ou  comme  le  lieu  des  points  dont  les 
coordonnées  vérifient  deux  équations  : 

(4)  ¥,{x,y,<)=0,  l\{x,y,z)  =  0. 

Les  points  ordinaires  de  la  courbe  sont  ceux  où  les  deux  fonctions 
F,  et  Fg  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  et  où  l'un 
au  moins  des  trois  déterminants  : 


^F, 

d¥, 

dF, 

d¥,  \ 

dF, 

^F, 

dy 

dz  i 

dz 

dx  ! 

dx 

dy 

dVr, 

^^F,,! 

dV., 

dV, 

dV.. 

dh\ 

dy 

dz  ; 

dz 

dx  [ 

dx 

dy 

'est  pas  nul. 

Supposons  que  le  premier  de  ces  déterminants  ne  soit  pas  nul  en  un 
point.  On  peut  démontrer  (no  144)  que  l^s  équations  (4)  définissent 
deux  fonctions  implicites  y  et  z  de  x  et  que,  ])ar  conséquent,  elles 
peuvent,  au  moins  implicitement,  se  ramener  à  la  forme 

i5)  y  =  'f{x),  5='|(j;), 

ces  deux  fonctions  ayant  des  déiivées  tinics  et  déterminées,  (jui  se 
calcidenl  par  les  règles  de  dérivation  des  fonctions  inq)licites. 

Les  résultats  que  nous  établirons  en  raisonnant  sin-  les  équations  de 
la  forme  (5)  pourront  donc  s'étendre  aux  équations  de  la  forme  (4j  à 
condition  de  se  limiter  aux  points  ordinaires  de  la  courbe. 

On  peut,  en  second  lieu,  considérer  une  courbe  comme  le  lieu  des 

positions  successives  d'un  point  mobile,  ce  qui  conduit  à  exprimer 

X,  y,  z  en  (onction  d'une  variable  indépendante  /.  On  obtient  ainsi  une 

représentation  paramétrique  de  la  courbe  au  moyen  de  trois  équations  : 

(6)  x  =  'f,it),  y  =  Mt),  z  =  o,^t). 

On  appelle  alors  points  ordinaires  de  la  courbe,  ceux  où  les  trois 
fonctions  c^  sont  continues  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées  et  oii  l'une 
au  moins  des  trois  dérivées  premières  ci,  z^o  ou  o;!  est  dilïérenle  de 
zéro. 

Dans  le  voisinage  d'un  point  ordinaire,  le  système  (6)  peut  aussi  se 
transformer  dans  un  système  analogue  à  (5).  En  effet,  si  'Çi(t)  n'est 
pas  nul,  la  première  équation  (6)  définit  /  en  fonction  de  .r  (n°  142), 
et  en  ])orlant  celte  valeur  dans  les  deux  équations  suivantes,  on  obtient 
y  et  z  en  fonction  de  .v. 

Donc,  dans  'es  démonstrations,  on  pourra  cboisir  le  mode  de  repré- 
sentation que  l'on  voudra.  Les  conclusions  seront  générales  à  con- 
dition de  se  borner  aux  points  ordinaires  de  la  courbe. 

C'est  le  mode  de  i-eprésentation  paramétrique  qui  est  le  j.lus  em- 
ployé, parce  qu'il  a  l'avantage  de  rendre  les  formules  plus  symétriques. 
Les  fornudes  ainsi  ('lablies  renlermenl  comme  cas  i)articulier  celles 
relatives  au  premier  mode  de  représentation,  car  les  é(|uations  (6) 
se  réduisent  à  la  forme  (5)  en  posant  /    -  .i. 

Lorsque  tous  les  points  d'une  courbe  sont  dans  un  même  plan,  la 
courbe  est  plane,  elle  est  gauche  ilans  le  cas  contraire. 

263.  Tangente  et  plan  normal  à  une  courbe,  —  Supposons  (pie  la 
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courbe,  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  ou  obliques,  ait  pour  re- 
présentation paramétrique 

(7)  x  =  o,{t),         ^=-0,(0,         ^•=^s{t). 

La  tangente  en  un  point  M  de  coordonnées  x,  y,  z  est  la  limite  d'une 
sécante  passant  par  ce  point  et  par  un  autre  point  M'  qui  se  rapprocbe 
indétiniment  du  premier.  Soient  \t  l'accroissement  qu'il  faut  donner 
au  paramètre  pour  passer  de  M  à  M',  A,r,  A//,  A;:-  les  accroissements 
correspondants  des  coordonnées.  Les  équations  de  la  sécante  MM' 
peuvent  s'écrire  (;,  r,,  ^  désignant  les  coordonnées  courantes) 

(S)  l-x_^r,-y  ^^-z 

^■'  ^x  \y  Iz 

Divisons  les  dénominateurs  par  \t  et  faisons  tendre  A/  vers  0.  Les 
quotients  Aa-  :  A^  ^y  :  \t,  \z  :  A/  tendent  vers  les  dérivées  x',y',z', 
supposées  existantes,  de  x,  y,  z  par  rapport  à  /.  On  trouve  ainsi  les 
équations  de  la  tangente  au  point  M,  savoir 

^^'  X'    ~    y'     ~    z' 

Ces  équations  supposent  toutefois  que  x\  y',  z'  ne  s'aimulent  pas 
simultanément  au  point  M  et  c'est  ce  qui  a  lieu  en  tout  point  ordinaire 
de  la  courbe. 

Multiplions  par  dt  les  trois  dénominateurs  des  équations  (9)  ;  les 
équations  de  la  tangente  prendront  la  forme  suivante  : 

Ces  équations  ont  l'avantage  d'être  indépendantes  du  mode  de 
représentation  adopté  pour  la  courbe. 

Le  plan  normal  en  un  point  d'une  courbe  est  le  plan  mené  par  ce 
point  i)erpendicuhiirement  à  la  tangente.  Nous  supposerons  les  axes 
rectangulaires.  L'équation  du  plan  normal  se  déduit  inmiédiatement 
des  équations  (9).  Les  coefficients  de  direction  de  la  tangente  sont  les 
coefficients  de  l'équation  du  plan  normal  ;  cette  équation  sera  donc 

(11)  (;  -  X)  X'  +  (r.  -  //)  y'   t-  (r  -  z)  z'  =  0. 

Si  l'on  multiplie  cette  équation  par  dt,  elle  prend  la  forme 

(12)  (;  -  x)  dx  +  (r.  -  y)  dy  +  (C  -  z)  dz  =  0. 

264.  DéÔLition  de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe.  Différentielle  de 
l'arc.  —  La  longueur  d'un  arc  de  courbe  AB  se  définit  comme  dans  le 
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cas  des  courbes  planes  (n°  244).  C'est  la  limite,  quand  elle  existe,  du 
périmètre  d'un  polygone  inscrit  lorsque  le  nombre  des  côtés  augmente 
indéfiniment  et  que  chacun  des  côtés  tend  vers  zéro.  Nous  allons  dé- 
montrer l'existence  de  cette  limite,  en  supposant  que  tous  les  points 
de  l'arc  AB  soient  des  points  ordinaires.  Nous  pouvons  donc  admettre 
que  les  équations  de  la  courbe  soient  de  la  forme 

y  =  ^{x),  z  =  '\>{x), 

les  deux  fonctions  <p  et  t}^  ayant  des  dérivées  finies  et  déterminées.  Les 
axes  seront  supposés  rectangulaires. 

Soient  x  =  a  et  x  =  b  les  abscisses  des  extrémités  de  l'arc  AB 
{a<b).  Marquons  sur  cet  arc  m  +  1  points  (y  compris  les  extrémités). 
Soient  x^,  x^,...  Xn+i  les  abscisses  de  ces  points  numérotées  par  ordre 
de  grandeur,  de  sorte  que  ^,  =  a  et  Xn-\-i  =  b  seront  celles  des  extré-* 
mités.  Désignons  par  yi  et  Zi  les  valeurs  de  y  ei([ez  pour  x  =  Xu  In- 
scrivons dans  l'arc  AB  un  polygone  ayant  ces  (n  +  1)  points  pour 
sommets.  Le  côté  r,  qui  joint  les  points  d'abscisses  .r^  et  xt+i  a  pour 
longueur 

Ci  -=  V(^^+i  —  ^ef  +  iyt+i  —  yi?  +  {Zi+i  —  ^-z)'. 
Mais  on  a,  par  la  formule  des  accroissements  finis,  \t  et  li  étant 
compris  entre  xi  et  xi^i , 
?/.+i  —  yi  =  [Xi^-i  —  Xi)  'f'{\i),      Zi+i  —  Zi  =  (Xi+i  —  Xi)  i/'  (i,). 

Désignons  par  M<  et  /«,  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  la 
fonction  '^'{x)^  dans  l'intervalle  {Xi,  J'i+i)  et  par  H  une  quantité  de  va- 
leur absolue  moindre  que  1  ;  on  a  évidemment 

cp'{X42=(p'(Ç,)2  4-e(M,  —  m,) 

Donc,  en  posant,  en  abrégé, 

Oi  =  {Xi-\.i  —  Xi), 
on  peut  mettre  c,  sous  la  forme 

Ci  ==  Oi  \l  +  cp'  (i,f  +  J.'  {^,)2  +  9  (M,  -m,). 
Si  l'on  remarque  que  la  racine  carrée  d'une  quantité  supérieure  à 
l'unité  varie  moins  rapidement  que  cette  quantité  ('),  on  en  conclut 
qu'on  peut  poser 

Ci  =  S,  Vl+<?'(i«)'  +  f(54* 
avec  une  erreur  moindre  en  valeur  absolue  que  (M,  —  m,)  o,. 

(  *j  En  effet,  si  «  est  >  1,  on  a,  quel  que  soit  x, 

I  V^Tf^  -\Ja    I  --  I  x':  (VM^+  VÔ)  I    <    I  a;  I 
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Soit  donc  P  le  périmètre  du  polygone  inscrit  ;  on  aura 

i=i 

avec  une  erreur  moindre  que  ^{Mt  —  Wi)o,. 

Faisons  tendre  tous  les  côtés  du  polygone,  et  par  suite,  tous  les  oi 
vers  zéro  ;  on  aura,  à  la  limite,  par  définition  de  l'intégrale  (n°  206), 

lim  P  -  f  dx\'i  i-'f'[x)^-\-y{x)\ 

Ja 

sans  aucune  erreur,  car,  comme  la  fonction  continue  'f'i-vj-  est  inté- 
grable,  les  deux  sommes  HMjS/  et  Sw^o/  tendent  vers  la  même  limite 
et  I!(Mï  —  m/)ùi  tend  vers  zéro. 

L'arc  variable  AM  compris  entre  un  point  fixe  A  d'abscisse  a  et  un 
point  variable  M  d'abscisse  x  est  une  fonction  .s  de  x.  Cette  fonction 
est  continue  et  admet  une  dérivée.  On  a,  en  effet, 

a 

(14)  ~=  \/TTV(x)^TV{W^ 

La  différentielle  de  Varc  sera  donc  représentée  par  la  formule 


(15)      ds  =  dx\li  -i-  <^\xY  +  V{xf  =dxyj\  +  (^)  +  (^  J 

Dans  les  calculs  précédents,  tous  les  radicaux  ont  été  pris  positive- 
ment, ce  qui  revient  à  considérer  l'arc  s  comme  croissant  dans  le  même 
sens  que  x.  Dans  l'hypothèse  inverse,  tous  les  radicaux  devraient  être 
pris  négativement.  Nous  ferons  (sauf  indication  contraire)  la  première 
hypothèse,  chaque  fois  que  x  sera  pris  comme  variable  indépendante. 

265.  Théorème.  —  Le  rapport  d'un  arc  infiniment  petit  à  la  corde 
qui  le  sous-tend  a  pour  lignite  l'unité. 

En  effet,  soient  As  la  longueur  de  l'arc,  ^x,  ^y  et  Ax  les  différences 
des  coordonnées  des  extrémités.  La  corde  correspondante  c  a  pour 
mesure  V^^*  +  ^ff  +  ^^^-  Lorsque  ces  quantités  tendent  vers  zéro, 
on  a 

\s  ds 

y     ^**  _r  ^^  _  ^'^  —A 
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en  vertu  de  la  formule  (15).  Le  signe  du  radical  ne  donne  pas  lieu  à 
discussion,  car  il  ne  s'agit  dans  le  théorème  que  de  longueurs  abso- 
lues. 

266.  Dérivée  et  différentielle  d'un  arc  de  courbe  dans  le  cas  d'une 
représentation  paramétrique.  —  La  formule  (15)  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(16)  ds  =  ±  \/dx'  -f  dt  +  dz^ . 

Celte  formule  ne  contient  plus  que  les  différentielles  des  coor- 
données et  elle  ne  dépend  plus  en  rien  du  mode  de  représentation 
choisi  pour  la  courbe.  Elle  est  donc  générale  et  elle  s'applique  au  cas 
d'une  représentation  paramétrique.  Les  coordonnées  x,  y,  z  sont 
alors  des  fonctions  de  t  ayant  pour  dérivées  x',  y',  z'.  Remplaçons 
dx,  dy,  dz  par  x'dt,  y'dt,  z'dt.  La  formule  (16)  deviendra 

(17)  ds  ^  ±  dt  Vic'2  +  î/'2  4-  î'2 
et  la  dérivée  s'  de  s  par  rapport  à  t  sera 

(18)  s'  =  ±  \/x''  +  y'-  4-  2'*. 

Le  signe  à  donner  aux  radicaux  dépend  du  sens  dans  lequel  on 
compte  l'arc.  Sauf  indication  contraire,  nous  leur  donnerons  le 
signe  +,  ce  qui  revient  à  compter  l'arc  dans  le  sens  où  /  varie  en 
croissant. 

267.  Cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  une  courbe.  —  Nous  dési- 
gnerons par  a,  (iJ,  Y  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  tangente  avec 
les  axes  coordonnées.  On  leur  donne  le  nom  de  cosinus  directeurs  de 
cette  droite.  Pour  les  détlnir  sans  ambiguité,  nous  considérerons  la 
tangente  menée  au  point  M  {x,  y,  z)  dans  le  sens  des  arcs  croissants. 
Les  cosinus  directeurs  de  la  droite  MM'  qui  joint  le  point  M  au  point 
M'  de  coordonnées  (.r  +  Ax,  //  -j-  A//,  :;  +  \z)  sont,  r  désignant  la 
longueur  absolue  de  la  droite  MM', 

\x         Av         A;; 
T'       "c'         c' 

Soit  As  l'arc  MM'  ;  As  sera  positif  si  MM'  est  mené  dans  le  sens  des 
arcs  croissants.  Or  les  expressions  précédentes  peuvent  s'écrire 

Aj:    As  Ai/    As  A;^    As 

^s     c'        \s     c  '        As     c 

Supposons  que  M' tende  vers  M  ;  As  et  r  étant  positifs,  A.v  :  (  aura 
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pour  limite  +  l  (n°  26o}.  Les  cosinus  directeurs  de  la  direction  MM' 

deviennent,  à  la  limite, 

,,^>            dx      x'         n      du      y'                dz  z' 

^                  ds       s'          '        ds       s           '       ds  s 

Tels  sont  en  grandeur  ot  en  signe  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  menée  dans  le  sens  des  arcs  croissants. 
En  remplaçant  s'  par  sa  valeur  (18)  ces  formules  peuvent  s'écrire 

^  ^  X'      y'      z'      ±V^M^7M^^ 

Si  le  radical  est  pris  positivement,  s  et  t  croissent  dans  le  même  sens 

et  la  tangente  est  menée  dans  le  sens  où  /  varie  en  croissant. 
Bemarque.  —  Les  formules  précédentes  prouvent  que  toute  courbe 

dont  les  tangentes  sont  parallèles  à  une  direction  fixe,  se  réduH  à  une 

droite.  En  effet,  soient  a,  b,  c  les  coefficients  de  la  direction  fixe.  On 

aura 

a  ~  b  ~  c 

Donc  X  :  a,  y  :  b  q{  z  :  c  ayant  même  dérivée,  ne  différent  que  par 
des  constantes  et  l'on  a 

a      f         '       b      c 
Ce  sont  les  équations  d'une  droite. 

268.  Plan  tangent  à  une  surface.  —  Le  lieu  géométrique  des  tan- 
gentes menées  par  u)i  point  ordinaire  d'une  surface  à  toutes  les  courbes 
tracées  sur  la  surface  et  passant  pur  ce  point,  est  un  plan  auquel  ou 
donne  le  nom  de  plan  tangent  à  la  surface. 

Supposons  que  la  surface  ait  pour  équation  en  coordonnées  rectan- 
gulaires ou  obliques 

(21)  F  {X,  y,  z)  ^  0. 

Dans  le  voisinage  d'un  point  ordinaire,  une  des  trois  dérivées  par- 
tielles de  F  est  différente  de  zéro  et  l'on  peut  supposer  que  ce  soit  F'. 
Alors  l'équation  de  la  surface  jiourra  être  résolue  par  rapport  à  :;  et 
ramenée  à  la  forme 

'(22)  z-^f{x,yu 

la  fonction  /ayant  des  dérivées  partielles  déterminées  que  nous  dési- 
gnerons en  abrégé  par  /;  et  jtar  q,  de  sorte  que  l'on  aura 

ôf_    f;     ^,    âf      f; 


P 


dx         F''        ^~dy         F' 
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Toute  courbe  tracée  sur  la  surface  se  projettera  sur  le  plan  xy 
suivant  une  certaine  courbe  plane.  Considérons  une  représentation 
paramétrique  de  cette  courbe  plane 

(23)  ^-  =  cp  {t),        y  =  ^  {t). 

L'ensemble  des  équations  (22)  et  (23)  fournit  une  représentation 
paramétrique  correspondante  de  la  courbe  tracée  sur  la  surface,  car, 
en  remplaçant  x  et  y  par  <f  (t)  et  4-  {t),  l'équation  (22)  donne  aussi  z  en 
fonction  de  t. 

Les  équations  de  la  tangente  au  point  M  (x,  y,  z)  de  cette  courbe 
seront  (n°  263) 

(24)  iizi^rnzi^^^^. 

^    '  x'  y  z' 

Mais,  en  dérivant  totalement  l'équation  (22)  par  rapport  à  /,  on  a 

z'  --=  px'  -\-  qy'. 
En  éliminant  x',  y\  z'  entre  cette  équation  et  les  précédentes,  on 
trouve  la  relation 

(25)  ^  —  z=p{k  —  x)  -]-(i{r,  —  y), 

qui  est  vérifiée  par  les  coordonnées  i,  ri,  C  d'une  tangente  quelconque 
passant  par  M.  Cette  équation  étant  du  premier  degré  est  celle  d'un 
plan.  Ce  plan  est  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  M. 

L'équation  (25)  est  surtout  usitée  quand  l'équation  de  la  surface  est 
donnée  sous  la  forme  (22).  Si  l'équation  de  la  surface  est  de  la  forme 
(21),  on  substitue  les  valeurs 

Frr  F»/ 

z  z 

dans  l'équation  (25),  qui  devient 

(26)  (i  -  X)  f;  -f  (.,  -  y)  f;  +  (C  -  z)  F!  =  0. 

Donc  l'équation  du  plan  tangent  s'obtient  en  difjérentinnt  totalement 
l'équation  de  la  .surface  et  en  remplaçant  dx,  dy  et  dz  par  l  —  x,  tj  —  y 
et'C.  —  z. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  la  surface  est  définie  par  une 
représentation  paramétrique 

(27)  x  =  fi{u,v),        //  =  /e(u,t'),        z=f3(u,v). 

Il  suffit  de  considérer  u  et  v  comme  fonctions  d'un  paramètre 
unique  /  pour  que  les  équations  précédentes  soient  celles  d'une 
courbe  tracée  sur  la  surface.  Les  équations  de  la  tangente  à  cette 
G  ourbe  au  point  M  seront 
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x'    '      y'  z' 

Mais  les  coefficients  de  directions  x\  y'  et  z'  ont  maintenant  pour 
expressions  : 

X  =  —  u'  -]--^v', 
au  ov 


''       du     ^  -'"    • 


âv 


du 


âv 


v; 


ils  sont  donc  liés  par  une  relation  générale,  qui  résulte  de  l'élimina- 
tion de  m'  et  de  v'  entre  les  trois  équations  précédentes,  savoir 


=  0. 


du  dv 

y,  dU  df, 

^      du  dv 

du  dv 


L'élimination  de  x\  y',  z'  entre  les  équations  de  la  tangente  et  cette 
relation  fournit  une  équation  vérifiée  par  les  coordonnées  d'une 
tangente  quelconque  passant  par  M.  C'est  l'équation  du  plan  tangent. 
Pour  l'obtenir,  il  suffit  de  remplacer  x',  y',  z',  par  i  —  x  t;  —  y  et 
"C  —  z  dans  la  relation  précédente.  Nous  l'écrirons  sous  la  forme 

^  —  x    -ri  — y     !;  — 2 
(28)  x'u        y'u        z'u     =0. 

X  V        y  V         z  u 

D'ailleurs,  en  un  point  ordinaire,  cette  équation  ne  peut  pas  se 
réduire  à  une  identité,  car  l'un  au  moins  des  trois  mineurs  relatifs  à 
i  —  a;,  Y,  —  .(/  et  iC  —  ^  n'est  pas  nul. 

269.  Normale  à  une  surface  (axes  rectangulaires),  —  La  normale 
en  un  point  M  [x,  /y,  z)  d'une  surface  est  la  perpendiculaire  élevée  au 
plan  tangent  en  ce  point.  Les  équations  de  la  normale  se  déduisent  im- 
médiatement de  celle  de  ce  plan.  En  effet,  les  axes  étant  rectangulaires, 
les  coefficients  de  direction  de  la  normale  sont  les  coefficients  de 
l'équation  du  plan  langent.  La  normale  sera  représentée  par  l'un  des 
trois  systèmes  d'équations,  correspondant  respectivement  à  (25),  (26) 
et  (28)  : 
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—  X_r,—y      t—z 


(29)   s 


P         q 

l  —  x     r^  —  y 

—  1  • 

:  — 2 

.T                    y 

r 

■r^  —  y 

K-z 


\  y'v^'r  -  K^'r  ' KK  -  KK    K^y'r  -  y'A- 

Les  cosinus  directeurs  X,  Y,  Z  de  la  iioi-niale  se  déduisent  de  ces 
formules,  car  ils  sont  proportionnels  aux  dénominateurs  qui  ilgurent 
dans  chacun  des  trois  systèmes  d'équations.  Ils  se  détermineront 
donc  par  l'un  des  trois  systèmes  con-espondants  : 


/  X     Y        Z         ^  1 


(30) 


P      q      —1  \' i  +  jf- -\- q- 

X       Y        z         ,  1 


K    K    ^^       Vf;^  +  f;^  +  f;^"    • 

X  Y  z 


V  y'u^'v-^X-     KX--KA    ^'ny'r-y'uK 

Le  double  signe  qui  figure  dans  ces  équations  correspond  aux 
deux  sens  dilTérents  dans  lesquels  on  peut  mener  la  normale  à  la 
surface. 

§  2.  Plan  osculateur. 
Courbure  et  torsion  des  courbes  gauches. 

270.  Représentation  de  la  courbe.  —  Dans  tout  le  paragraphe 
actuel,  nous  considérerons  la  représentation  paramétrique  suivante 
d'une  courbe  gauche  : 

(1)  x  =  'f,{t),  y  =  'i,{t),  2  =  'f3(0 
et  nous  supposerons  les  axes  coordonnés  rectangulaires. 

Plusieurs  des  formules  que  nous  établirons  se  simplihent  quand  on 
prend  .s-  comme  variable  indépendante.  Pour  éviter  toute  confusion 
dans  les  formules,  nous  numéroterons  en  chiffres  romains  celles  qui 
se  rapportent  à  cette  hypothèse  spéciale. 

271.  Plan  osculateur.  —  Ia'  plan  osvnlateur  m  un  point  M  <ruue 
courbe  gauche  est  lu  limite  iriin  plan  passant  par  le  peint  M  et  dexix 
autres  points  M'  et  M"  de  la  courbe  qui  se  rapprochent  indéfiniment 
du  premier. 

L'équation  d'un  plan  quelconque  est  de  la  forme 

(2)  Aç  +  Br.  +  Cr  +  P  =  0. 
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Posons,  A,  B,  C  et  P  désignant  des  constantes  et  x,  y,  .:■  les  fonc- 
tions (I)  de  ^  écrites  ci-dessus, 

(3)  F  (0  =  ^x  +  B^  +  C^  +  p. 

Soient  /,  ti  et  /,  l^s  valeurs  du  paramètre  qui  correspondent  aux 
trois  points  M,  M'  et  M"  ;  les  équations  qui  expriment  que  le  plan  (2) 
liasse  par  ces  trois  points  sont  : 

F  (/)  =^  0,  F  {(,)  -  0,  F  (/,)  -  0. 

3Iais  alors,  en  vertu  du  théorème  de  Roi  le,  F'  a  une  racine  -  com- 
prise entre  /  et  ^  et  une  autre  l'acine  t'  comprise  entre  /j  et  fj-  Pour 
la  même  raison,  F"  a  une  racine  7,  comprise  entre  t  et  t'.  On  a  donc 
les  trois  équations  : 

F  (0  =  0,  F'  K)  =  0,  F"  {-,)  =  0. 

Faisons  tendre  M'  et  31"  vers  M.  c'est-à-dire  f,  et  to  vers  t  ;  -  e{  ~i 
tendent  aussi  vers  t  et,  à  la  limite,  les  trois  équations  précédentes 
deviennent  : 

(4A)       F  (0=0,  F' (0  =  0,  F"(0--=0. 

Ce  sont  les  trois  équations  qui  déterminent  les  ccefïicients  de 
l'équation  du  plan  osculateur.  En  les  développant,  il  vient  : 

i'   A^-  +  By  +  Cz  4-  P  =  u, 
(4»)  Ax'-\-By'  +  Cz-'  =^0, 

[  \x"  +  By"  +  C^"  =  0. 

Soustrayant  de  (2)  la  première  des  équations  (4),  on  met  l'équa- 
tion du  plan  osculateur  sous  la  forme  très  usitée 

(5)  s,[l-a')+B{r-y)+C(:-z)=0. 

En  éliminant  A,  B  et  C  entre  cette  équation  et  les  deux  dernières 
équations  (4),  on  met  l'équation  du  plan  osculateur  sous  forme  de 
déterminant 

':—x       -f.  —  y        -.  —  :■    =0. 
x'  y'  z'    i 

x"  //"  z"    ! 

Les  coelVicients  A.  B,  C  ne  sont  déterminés  qu'à  un  l'acteur  près 
par  les  équations  précédentes.  Mais  nous  conviendrons  de  désigner 
par  A,  B  et  C  les  coefficients  qui  figurent  dans  l'équation  (6),  de  sorte 
que  nous  poserons 

(7)     X^y'z"—z'y",       B  =  z'x"—x'z",       (:^x'y"-y'x". 

Les  équations  (5)  et  (6)  ne  représentent  le  plan  osculateur  que  si 


(6) 
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l'une  au  moins  des  quantités  A,  B  et  C  est  différente  de  zéro.  Si  ces 
trois  quantités  s'annulaient  simultanément  en  un  point,  les  deux 
équations  se  réduiraient  à  des  identités  et  l'équation  du  pian  oscula- 
teur  devrait  être  modifiée.  Nous  laisserons  de  côté  ces  points  excep- 
tionnels pour  le  moment. 

Remarque  I.  —  Il  est  impossible  que  les  trois  quantités  A,  B,  C 
s'annulent  à  la  fois  tout  le  long  d'une  courbe.  En  effet,  on  aurait 
tout  le  long  de  cette  courbe 

X"         II"         ^" 

V  =  7;r  =^  V        ou        D  Log  1-'  =  D  Log  //'  =  D  Log  z'. 

Donc  Log^',  Logî/',  Log^'  ayant  même  dérivée  ne  différeraient 
que  par  des  constantes  et  les  quantités  x\  y',  z'  seraient  dans  un 
rapport  constant.  On  pourrait  donc  poser 

a    ~  b    ~  c 
La  direction  de  la  tangente  étant  constante,  la  courbe  se  réduirait 
à  une  droite  (n°  267). 

Remarque  II.  —  Considérons  maintenant  A,  B  et  C  comme  des 
fonctions  de  t  détinies  par  les  équations  (7)  et  différentions  totalement 
la  seconde  des  équations  (4^)  en  tenant  compte  de  la  troisième. 
Il  vient 

(8)  A'^-'  +  B'y'  -f  C'z'  =  0. 

De  cette  dernière  équation  et  de  la  seconde  équation  (4*^),  on  tire 
les  relations 

/o)  ^'     _     y'     ^  _^' , 

^  '  BC  — CB'      CA'— AC      AB'  — BA' 

(jui  nous  serviront  tout  ii  l'heure. 

272.  Théorème.  —  Le  plan  moïc  par  la  lanyentc  au  point  M 
parallèlemenl  à  la  tangente  au  point  infiniment  voisin  W  a  pour  limite 
le  plan  osculateur. 

Soit  (2)  l'équation  de  ce  plan.  La  condition  de  passer  par  M  donne 
y  (f)  =  0  ;  la  condition  d'être  parallMe  à  la  tangente  au  point  M 
dont  les  cosinus  directeurs  sont  jiroportionnels  à  .r\  y',  z'  donne 
Ax'  +  By'  +  Cz'  -=  0  ou  V  (/)  =  0  ;  de  même,  la  condition  d'être 
parallèle  à  la  tangente  au  point  M'  donne  F'  (/,)  =  0.  Mais  alors,  en 
vertu  du  tiiéorèmc  de  Rollc,  F"  a  une  racine  t  comprise  entre  /et  /,. 
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Les  coefficients  du  plan  considéré  vérifient  donc  les  trois  équations 
F  (t)  ■=  0,        F'  (t)  =  0,        F"  (t)  =  0. 
Quand  M'  tend  vers  M,  t^  tend  vers  t  et  ~  également.  Donc  les 
coefficients  du  plan  limite  vérifient  les  trois  équations  : 
F  {t)  ^  0,  F'  (0  =  0,  F"  (t)  =  0. 

Ce  sont  les  mêmes  que  pour  le  plan  osculateur. 

273.  Théorème.  —  La  droite,  intersection  du  plan  osculateur  en  M 
avec  le  plan  osculateur  en  un  point  infiniment  voisin  M'  a  pour  limite 
la  tangente  en  M. 

Considérons  x,  y,  z-  et  A,  B,  C  comme  les  fonctions  de  /  définies 
par  les  équations  (1)  et  (7)  et  posons,  ç,  t],  !^  désignant  des  variables 
indépendantes  de  t, 

^{t)  =  X(l-x)  +  B  [,  -y]-\-C{^-  z). 
Les  équations  des  plans  osculateurs  aux  points  M  et  M'  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  t  et  t^  du  paramètre  pourront  s'écrire 
<P{t)=^0,  ^{t,)  =  0. 

Les  coordonnées  l,  r^,  Z,  de  l'intersection  de  ces  deux  plans 
vérifient  ces  deux  équations  à  la  fois  ;  mais  alors,  en  vertu  du  théo- 
rème de  Rolle,  elles  vérifient  aussi  <ï>'  (■:)  =  0,  t  étant  compris  entre 
t  et  t^.  Quand  M'  tend  vers  M,  /,  et  -  tendent  vers  t.  Donc  les 
coordonnées  i,  y,,  'C,  de  l'intersection  limite  vérifient  les  deux  équa- 
tions ^{t)  =  0  et  <t>'(0  ^  0.  En  remplaçant  ^  et  <ï>'  par  leurs  dévelop- 
pements, et  en  observant  que  Xx'  +  B^'  +  C^'  =  0,  il  vient 

K{l-x)+B{r,-y)  +  C{^-z)^0, 

A'  (l-x)  +  B'  {r,  -  y]  +  C  (^  -  z)  -  0. 

d'où  l'on  tire 

l  —  x      _      'f\  —  y      _       ^-  —  z- 
BC  —  B'C      CA'  —  C'A      AB'  —  A'B 

et,  à  cause  de  (9), 

i  — j?  ^  -r^  —  y  _  ^  —  ^\ 

x'  y'  z' 

Les  coordonnées  i,  y.,  "C  de  la  droite  d'intersection  limite  vérifient 
donc  les  équations  de  la  tangente  nu  point  M.  Ainsi  cette  droite  se 
confond  avec  la  tangente. 

274.  Cercle  osculateur.  —  Le  cercle  osculateur  en  un  point  M  d'une 
courbe  gauche  est  la  limite  d'tin  cercle  passant  par  ce  point  et  par  deux 
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antres  pinnis  M'  et  M"  de  la  courbe  ijui  se  rapprochent  indéfiniment  du 
premier. 

Soient  x^,  .(/,,  z-^  les  coordonnées  du  centre  et  R  le  rayon  du  cercle 
passant  j)ar  les  trois  points  M,  M'  et  M".  Soient  t,  t^  t^  les  valeurs  du 
paramètre  correspondant  à  ces  trois  points.  Considérons  x,ii,x-  comme 
fonctions  de  t  et  posons 

Y[t)  _  [X  -  x,Y  +  (//  -  y^r  f  U-  -  ^^i)-^  -  H^ 

Les  quantités  .r,,  /y,,  v,  et  R  vérilieront  les  trois  équations  : 
F(0  =  0,         F(^)  --  0,        Y{t,)  =  0, 
qui  expriment  que  le  centre  (x^,  y/],  ;;i)  est  à  la  distance  R  des  trois 
points  M,  M'  et  M".  On  en  conclut,  comme  dans  le  cas  d'une  courbe 
plane  (n"  SoS),  que  les  éléments  x^,  y^,  z^  et  R  du  cercle  osculateur 
vérifient  les  trois  équations  : 

F(0  =  0,        K'(0-0,        F"(0  =  0. 

D'autre  part,  le  cercle  osculateur  étant  dans  le  plan  osculateur,  qui 
est  la  limite  du  plan  MM'M",  les  coordonnées  du  centre  vérifient 
l'équation  (5)  de  ce  plan.  On  a  donc 

(10)  A{x  -  X,)  -f  R(//  -  !j,)  H-  C{z.  -z„=  U. 

Ajoutons  à  celle-ci  les  équations  F'(/)  =  0  et  F"(/),  qui  déveloj»pées 
deviennent 

^     '       \x'\x-x,)i-!i"ui-!i,)^z.-\z.-z,)^-(x''-]-y'-^-{-z'^). 
Nous  formerons  un  système  de  trois  é(piations,  résoluble  par  rap- 
port à  {x  —  Xi),  (//  —  //,)  et  {z  —  V,)  et  d'où  l'on  tire,  en  observant  que 
le  déterminant  du  système  est  A-   j-  B-  +  C'-'  , 

n9\      -^1  ~  •^'    ^    fli_~J    _    y,  —  y    _  x'-  H-  y"  +  z-'- 
^^^1    Bz'  —  Cy'       Cx'  —  \z'     A//'  —  Bx'  ~  A-  +  B-  +  (r- 

Ces  équations  déterminent  les  coordonnées  x^,  //,  et  v,  du  centre 
du  cercle  osculateur. 

Le  rayon  R  se  détermine  ensuite  au  moyen  de  l'équation  F(/^  =0, 
qui  donne 

R-'  =  {X  -  x^y  -1-  (//  -  y^y  -]-  (Z  -  z^y. 

Remplaçons  dans  le  second  membre  les  parenthèses  par  lein-s  va- 
leurs tirées  du  système  précédent,  et  ayons  égard  à  l'identité 

(B:.'  -  (V/'r"  -h  ((>'  -  A.:.')-'    I    [\y'  -  Bx'f  = 
(A-^  +  B^  -r  Cr)  [x'^  -\-  //'-'  -\-  z'^)  -  i\x'  +  by'  +  Cz-'f-  ; 
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il  viendra,  puisque  ce  dernier  carré  est  nul  (4^), 

.  _    jx'^-  +  y'^  -f  ^'r  , 
A2  +  B2  +  C- 

d'où 

(13)  R  = 


VA^  +  B-^  +  C/  ' 
On  cherche  pour  R  une  valeur  positive,  de  sorte  qu'on  donnera  à  ce 
dernier  radical  le  signe  de  6-', 

Remarque.  —  Le  centre  du  cercle  osculaleur  se  trouve,  comme  on 
l'a  vu  plus  haut,  dans  le  plan  osculateur.  U  se  trouve  aussi  dans  le 
plan  normal.  En  effet,  la  première  des  équations  (11),  ¥'{t)  =  0,  ex- 
prime que  les  coordonnées  .l'i,  y^,  z^  vérifient  l'équation  du  plan  nor- 
mal. 

275,  Simplification  des  formules  quand  s  est  pris  comme  variable 
indépendante.  —  Un  trouve  des  résultats  particulièrement  simples 
quand  on  choisit  l'arc  s  comme  variable  indépendante.  On  a,  dans  ce 
cas,  s'  =  1  c'est-à-dire  que 

(I)  œ"-  +  y'-'  +  z'-'=^l. 

Considérons  le  système  formé  de  l'équation  dérivée  de  la  précédente 
et  de  la  dernière  équation  (4),  savoir 

i^v'x"  i-y'y"  +  z'z"  =  0, 
\Ax"  -\-By"  -\-Cz"  =  0. 
On  voit  que  x",  y"  et  ,:•"  vérifient  les  deux  mêmes    équations 
linéaires  et  homogènes  que  {x  —  Xi),  iy  —  yi)  et  (z  —  z^),  savoir 
l'équation  (10)  et  la  première  des  équations  (U).  Donc  on  a 

/IIT,  -^1    ^  ÎJl  II  ^"1  ^ 

l»»ii  x"     ~     y"     ~     z" 

Par  les  propriétés  des  rapports  égaux,  ces  fractions  sont  encore 
égales  aux  deux  suivantes  : 


,1  ~" 

i  I,  .1,      -r-  Il  II      -f-  À   ' 

(II) 


(IV 


x"(x,-x)  +  y"{y,-y)+z"{z,-z) 

{x,-x)x"  -hiy,-y)y"  +  {z^-z)z" 


x"-'  4-  y"-  +  z"' 
qui  se  réduisent  simplement  à 

^   '  1       x"-' +  y"-' +  z"-' 


18 
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car  la  seconde  équation  (11)  devient  maintenant 

X"  {x,-x)  +  y"  {y, -y)  +  z"  [z,  -z)^\. 
En  définitive,  il  vient  donc 

fvi\  ^1 — ^   y^  —  y    z^  —  z    p  1 


x"     ~     y"  z"  x"'  +  /y"-  4-  ^•"■' 

Telles  sont  les  équations  très  sim])les  qui  déterminent  Xi,  yi,  Zi  et 
R  quand  s  est  pris  comme  variable  indépendante. 

276.  Courbure,  Rayon  de  courbure.  —  La  courbure  se  définit  dans 
les  courbes  gaucbes  comme  dans  les  courbes  planes.  Considérons 
sur  la  courbe  deux  points  M  et  M'  et  menons  les  tangentes  MT  et 
M'T'  en  ces  deux  points  dans  le  sens  des  arcs  croissants.  L'angle  de 
ces  deux  tangentes  est  la  courbure  de  rare  MM',  le  rai)port  de  cet 
angle  à  la  longueur  «le  l'arc  est  sa  courbure  moyenne,  enfin  la  limite 
de  la  courbure  moyenne  quand  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment 
du  point  M,  s'appelle  la  courbure  de  la  courbe  au  point  M. 

Le  7'ayon  de  courbure  au  point  M  est  le  rayon  d'un  cercle  ayant 
même  courbure  que  la  courbe  en  ce  point.  Le  rayon  de  courbure  R 
est  donc  égal  à  l'inverse  de  la  courbure. 

Pour  déterminer  ce  rayon,  désignons  par  a,  |j,  -;  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  tangente  MT  au  point  M{x,  y,  z),  par  a  +  Aa,  (3  +  Ap, 
y  -\-  Ay  ceux  de  la  tangente  M'T'  au  point  M',  par  -^  l'angle  des  deux 
tangentes  MT  et  M'T'  ;  on  aura 

C0S'^  =  a(a  +  Aa]-f  i'i([i-fA;i,.-t-yr;-i-Ay). 

Mais,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  deux  relations 

a=  +  !ii^  4-  f  =  ^^  (^-   1-  ^a)'  +  (h  +  -^.â)'  +  (r  +  ^it  -  J . 

((ui  ont  lieu  respectivement  entre  les  cosinus  directeurs  d'une  droite 
relativement  à  trois  axes  rectangulaires,  il  vient 

2[a(a  +  Aa)  +  P(?^-AP)+y(y4-Ay)]  =  2-(Aa2  +  Ap-  +  Ay^) 

Le  premier  membre  est  2  cos  -f,  il  vient  donc 

Aa-  +  A;i-  -I-  Ay-  =  2(1  —  coscp)  --=  (^2  sin  \  ;• 

Remarquons  que  le  rapport  de  2 sin  ^  à  cp  a  pour  limite  l'unité 
quand  v  tend  vers  zéro.  Donc  on  peut,  sans  en  changer  la  limite,  substi- 
tuer ces  deux  quantités  l'une  à  l'autre  dans  un  rapport  d'infiniment 
petits.  Soit  A*'  la  longueur  de  l'arc  infiniment  petit  MM'  ;  la  courbure 
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au  point  M  est  égale  à  la  limite  de  'f  :  Aa\  Comme  la  courbure  est 
aussi  égale  à  1  :  R,  il  vient 

^,=hm  -i-   =liml ^l-=lim .',    '-• 

On  a  donc,  en  définitive, 

i        da^+di^M-t/ï^^g'^  +  l^'^  +  ï'^ 
^    '  R2'  ds-'  s'2 

Le  rayon  de  courbure  est  égal  au  rayon  du  cercle  osculateur.  En  effet, 
si  l'on  prend  s  comme  variable  indépendante,  a,  §  et  y  se  réduisent  à 
x',  y'  et  z'  (n"  267),  donc  a',  ,3'  et  -;'  à  x",  y"  et  z",  enfin  s'  ^i  ;  il 
vient  donc 

(VII)  ^  =  x''-^  +  y"-^  +  z"\ 

C'est  précisément  la  valeur  (VI)  du  rayon  du  cercle  osculateur 
trouvée  au  n°  précédent. 

On  considère  R  comme  essentiellement  positif,  son  expression  en 
fonction  des  dérivées  des  coordonnées  quelle  que  soit  la  variable 
indépendante,  sera  donc  (13) 

(13)'  R^,, -— , 

Va-2  +  R2  +  c^ 

où  le  radical  reçoit  le  signe  de  s'. 

Le  cercle  osculateur,  ayant  pour  rayon  le  rayon  de  courbure,  reçoit, 
à  cause  de  cela,  le  nom  de  cercle  de  courbure  et  son  centre  celui  de 
centre  de  courbure. 

Remarque.  —  La  formule  (14)  prouve  qu'une  ligne  dont  la  courbure 
est  constamment  nulle  se  réduit  à  une  droite  (').  En  effet,  on  a  alors 
a'- 4- ,3'- +  y'- =  0.  Chacun  des  carrés,  étant  réel,  doit  être  nul 
séparément.  Donc  -/,   3  et  y  sont  constants  et  la  ligne  est  droite 

(n°  267). 

277.  Position  du  rayon  de  courbure.  Normale  principale.  —  On  con- 
sidère généralement  le  rayon  de  courbure  comme  déterminé  de  situa- 
tion et  de  direction  dans  l'espace.  C'est  la  droite  menée  du  point  M  au 

(1)  Toute  la  théorie  exposée  ici  concerne  les  courbes  réelles.  Le  tliéorùmo 
uc  s'applique  pas  aux  courbes  imaginaires.  Cette  observation  s'étend  d'ailleurs 
à  plusieurs  des  théorèmes  énoncés  plus  loin  ou  proposés  comme  exercices. 
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centre  de  courbure  correspondant,  dont  les  coordonnées  a;,,  //,  et  z-i 
ont  été  déterminées  pi'écédemment  (n"  27o).  La  droite  dirigée  suivant 
le  rayon  de  courbure  est  normale  à  la  courbe  et  située  dans  le  plan 
osculateur  (n°  274).  On  lui  donne  le  nom  de  normale  piincipale.  Les 
cosinus  directeurs  a,  jjl  et  v  de  la  normale  principale  se  déduisent  sans 
ambiguïté  de  signe  des  équations  (12)  en  y  taisant  les  substitutions  : 
,i\  —x==  Ra,  yi  —  y  =  Rfi,  - 1  —  -  -=  Rv. 
On  arrive  à  un  résultat  plus  simple  quand  on  prend  .v  comme 
variable  indépendante.  On  peut  alors  faire  les  substitutions  précé- 
dentes dans  les  équations  (VI)  et  il  vient 

(VIII)  ±^  =  ^  =  -l^=i{. 

Il  est  facile  de  déduire  de  ce  cas  particulier  des  équations  géné- 
rales. On  a,  en  efTet,  dans  ce  cas  particulier, 

(IX)  x"  =  jLf^^^ÈL,       y"-^^        .".^Él 
^  '  '  ds  KdsJ      ds  '       '^         ds'       "        ds 

Les  équations  (VIII)  peuvent  donc  s'écrire 

(15^  L==Ji_J^_^i 

^    '  do.     dp     dy      ds 

et,  comme  celles-ci  ne  renferment  plus  que  des  différentielles  pre- 
mières, elles  ont  lieu,  quelle  que  soit  la  variable  indépendante.  Elles 
peuvent  aussi  s'écrire,  en  divisant  tous  les  dénominateurs  par  d/, 

,,«v  A  U.  V  H 

(16)  ^  =  ^^  =  -,  =  -^,. 

Si  l'on  y  fait  les  substitutions  : 

x'y_s'x"—x's"  s'y"  —  y's"  ,     s'z"  —  z's" 


a  — 

s' y  s'- 

on  les  mettra  sous  la  forme 


c.'2 


A_    ^ '^  _     ^  v^ R 

Comme  s"  change  de  signe  en  même  temps  que  s\  ces  formules 
mettent  en  évidence  que  a,  ijl,  v  ne  dépendent  pas  du  sens  dans 
lequel  on  compte  les  arcs. 

278.  Directions  principales.  —  Par  le  point  M  d'une  courbe  menons 
la  tanyenlc  dans  le  sens  des  arcs  croissants,  lu  normale  principale  et 
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la  perpendiculaire  au  plan  osculateur.  Cette  dernière  droite,  qui  est 
perpendiculaire  aux  deux  autres,  s'appelle,  à  cause  de  cela,  la  binor- 
male.  Ces  trois  droites  forment,  en  chaque  point  d'une  courbe,  le 
trièdre  principal  et  leurs  directions,  qui  sont  perpendiculaires  entre 
elles,  s'appellent  les  directions  principales. 

Les  cosinus  directeurs  a,  [i  ety  de  la  tangente  MT,  menée  dans  le 
sens  des  arcs  croissants,  sont  définis  sans  ambiguité  par  les  formules 
du  n<>  267  : 

a  _g^_v  _1 
x'''y'~z'~  s'' 

Les  cosinus  directeurs  a,  a,  v  de  la  normale  principale  MX  le  sont 
également  par  les  formules  (17)  : 

u.  V  R 


s         ^        ^  s  s 

Nous  désignerons  par  X,  Y  et  Z  les  cosinus  directeurs  de  la  binor- 
male  iMB.  Ceux-ci  étant  proportionnels  aux  coefficients  A,  B  et  C  de 
l'équation  du  plan  osculateur,  on  aura 

(18)  ^=.1  =  ^=^ ^^ 

ABC     VA'-  +  B-^  +  C-^ 

Le  radical  est  susceptible  d'un  double  signe,  qui  correspond  aux 
deux  sens  opposés  dans  lesquels  on  peut  mener  la  binormale  MB. 
Pour  déterminer  ce  sens  et,  par  conséquent,  le  signe  du  radical,  il 
faut  une  nouvelle  convention.  Nous  indiquerons  celle  que  l'on  fait 
d'habitude  dans  le  numéro  suivant  : 

279.  Convention  sur  le  sens  de  la  binormale.  —  JVozis  conviendrons 
de  mener  la  binormale  MB  de  telle  manière  que  le  trièdre  pri^icipal. 
MTNB  soit  de  même  rotation  que  celui  OXYZ  des  axes  coordonnés^ 
c'est-à-dire  que  ces  deux  trièdres  soient  superposables,  MT  sur  OX, 
MN  sur  OY  et  MB  sur  OZ. 

Pour  réaliser  cette  condition,  nous  allons  montrer  qu'zY  faut  donner 
au  radical  qui  figure  dans  les  formules  (18)  le  signe  de  s'. 

En  effet,  considérons  le  déterminant  o  formé  avec  les  cosinus  direc- 
teurs des  directions  principales 

8  = 


a  ^  Y 

A    JJL    V 

XYZ 

Substituons  aux  éléments  des  deux  premières  lignes  leurs  valeurs 
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tirées  des  équations  du  n°  précédent.  11  vient,  par  les  propriétés  des  déter- 
minants, 


R 


X 

x"  -x' 
X 


.V 


R 

x'  y'    z' 

'3 

x"  p"  z' 

X    Y   Z 

d'où 


R 


fAX  +  BY  +  CZ). 


Remplaçons  X,  Y,  Z  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (18)  ;  il 
vient,  le  radical  étant  le  même  que  dans  ces  formules, 

5=~VA2  +  B2  +  C2   . 

Reportons-nous  à  la  valeur  (13)  de  R;  il  en  résulte  que  o  est  égal  à 
4-  1  ou  à  —  1  suivant  que  le  radical  a  le  signe  de  s'  ou  le  signe  con- 
traire (').  Donc,  le  radical  recevant  le  signe  de  s',  on  a  o  ^=  -[-  1. 

C'est  la  condition  qui  exprime  que  les  deux  trièdres  MTNB  et  OXYZ 
sont  de  même  rotation. 

En  effet,  on  peut  toujours  par  un  déplacement  continu  amener  MT  en 
coïncidence  avec  OX  et  MN  en  coïncidence  avec  OY.  Alors  MB  est 
dirigé  suivant  OZ  ou  en  sens  contraire  ;  selon  qu'on  se  trouve  dans  l'une 
ou  l'autre  hypothèse,  on  aura  Z  =  ±  1  d'où 


1  0  0 
0  1  0 
0    0    ±1 


±  1. 


Mais,  si  B  était  égal  à  -f-  1  avant  le  déplacement,  il  le  sera  encore 
après,  car  il  ne  peut  changer  brusquement  de  valeur  pendant  le  dépla- 
cement. Donc  MB  sera  venu  en  coïncidence  avec  OZ. 


281.  Torsion.  Rayon  de  torsion.  —  Après  avoir  considéré  l'angle 
de  deux  tangentes  menées  en  deux  points  différents  .M  et  M'  de  la 
courbe,  il  est  naturel  de  considérer  l'angle  de  deux  plans  osculateurs. 
On  arrive  ainsi  à  la  notion  de  sevonde  courbure  ou  de  torsion. 

L'angle  ^  des  plans  osculateurs  aux  points  M  et  M'  s'appelle  la 
torsion  de  l'nrr  MM'  ;  le  rapport  de  la  torsion  à  la  longueur  de  cet 
arc  est  la  torsion  moyenne  de  cet  arc  ;  la  limite  de  la  torsion  moyenne 
de  l'arc  MM'  quand  M'  tend  vers  M  est  la  torsion  de  la  courbe  au 

{})  Le  déterminant  0  formé  avec  les  cosinus  directeurs  de  trois  directions 
rectangulaires  est  toujours  égal  à  -{-  1  ou  à  —  1.  On  le  vérifie  immédiatement 
on  (''lovant  m  (iétorminani  au  carré  par  la  rèîjle  connue. 
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2)oi7it  M.  Le  rayon  de  torsion  T  an  point  M  est  l'inverse  de  la  torsion  en 
ce  point. 

Remarquons  que  l'angle  des  plans  osculateurs  aux  points  M  et  M' 
est  le  même  que  celui  des  binormales  en  ces  mêmes  points.  Les 
cosinus  directeurs  de  la  binorniale  ont  été  désignés  par  X,  Y  et  Z. 
Donc  le  même  calcul  que  celui  qui  a  été  fait  au  n^  276  pour  déterminer 
1  :  R  au  moyen  des  cosinus  directeurs  a,  |3  et  y  de  la  tangente,  don- 
nera, dans  le  cas  actuel, 

Cette  formule  sullit  pour  déterminer  la  valeur  absolue  de  la  torsion 
et  du  rayon  de  torsion.  Un  examen  plus  approfondi  conduit  cepen- 
dant à  donner  un  signe  à  la  torsion.  C'est  ce  qui  sera  fait  dans  les 
numéros  suivants  où  nous  donnerons  en  même  temps  la  valeur  de  T  en 
fonction  des  dérivées  de  x,  y,  z. 

La  formule  (19)  prouve  que  toute  courbe  qui  a  une  torsion  constam- 
ment nulle  est  une  courbe  plane.  En  effet,  1  :  T  étant  nul,  on  a 
X'2  4-  Y'"-  +  Z'"  =  0.  Comme  on  suppose  X',  Y'  et  Z'  réels,  ces  quan- 
tités sont  nulles  séparément  et  X,  Y,  Z  sont  des  constantes.  On  a 
alors 

\x  -\-  Yt/  +  TjZ  =  const. 
car  le  premier  membre  a  pour  dérivée  X^c'  +  \y'  +  Zz',  c'est-à-dire  0 
puisque  la  binormale  est  perpendiculaire  à  la  tangente.  Donc  les 
coordonnées  x,  y,  z  vérifient  l'équation  d'un  plan. 

282.  Signe  de  la  torsion.  Détermination  du  rayon  de  torsion  en 
grandeur  et  en  signe.  —  On  a  les  trois  équations  : 

X'  +  Y2  +  Z2  =  1,     Xx'  +  Yp'  -H  Zz'  ==  0,     X^"  +  Yv"  +  Z="  =  0, 

car  la  première  devient  identique  et  les  deux  suivantes  se  réduisent  aux 

équations  (4^*)  quand  on  remplace  X,   Y',   Z  par  leurs  valeurs    (18). 

Dérivons  les  deux  premières  de  ces  équations  en   tenant  compte  de  la 
troisième.  Il  vient 

(20)         XX'4-YY'  +  ZZ'=0,         a?'X'  +  y'Y'+^'Z'  =  0. 

Ces  deux  équations  expriment  qu'une  droite  qui  a  pour  coefficient  de 
direction  X'Y'  et  Z'  est  perpendiculaire  à  la  binormale  et  à  la  tangente. 
Ces  coefficients  de  direction  sont  donc  ceux  de  la  normale  principale  et 
l'on  peut  poser 

j^  =  -X!  =  Jl==  +  VX'^  +  Y'^  4-  Z"'  
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Ce  dernier  radical  a  la  même  valeur  absolue  que  s'  :  T,  en  vertu  de 
l'équation  (19).  Tandis  que  nous  avons  considéré  R  comme  essentielle- 
ment positif,  nous  conviendrons  de  donner  un  signe  à  T.  Nous  choisi- 
rons ce  signe  de  manière  que  s'  :  T  ait  le  même  .«igné  que  les  rapports 
égaux  qui  précèdent,  c'est-à-dire  de  manière  à  pouvoir  poser  le  système 
de  formules 

,21)  ^„r  =  ^  =  ^. 

Ces  formules  déterminent  T  en  grandeur  et  en  signe.  Mais  il  convient 

d'obtonir  la  valeur  de  T  en  fonction  des  dérivées  des  coordonnées  du 

point  M.  On  tire  des  égalités  précédentes  par  les  propriétés  des  rapports 

égaux  : 

s'       XX'  +  P-Y'+vZ'       .,.,,,.    ,    ^„, 
-T^     X'^  +  ix^+v^      =  XX  +  îA    +  vZ  . 

Remplaçons  X,  ;j.,  v  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (17)  et 
tenons  compte  de  l'équation  (20)  x'X'  +y'Y'  +  z'Z'  =  0  ;  il  restera 

Mais,  en  dérivant  la  relation  x"X  -\-  9/"Y  -\-  z"Z  ^^  0,  on  trouve 

a,"X'  +y"Y'  +  z"Z'  ^  —{œ"'X  -|- y"'Y  +  z."'Z). 

Substituons  cette  valeur  et  remplaçons  encore  X,  Y  et  Z  par  leurs 
expressions  (18)  où  le  radical  a  le  signe  de  s',  il  vient 

J_ R  Ax"'  +  Bi/"'  +  Cz'" 

T  ~      5'3  Ya^  4-  B2  +  C2 

Remplaçons  R  par  sa  valeur  s'^  :  \/a-  +  B-  +  C-  (n"  274)  où  le 
radical  a  le  même  signe  que  dans  la  formule  précédente  et  posons,  en 
abrégé, 

(22)         D=Ax"'-^-B7/"'-\-Cz"'^\x'    y'    z' 


X    y    -' 

x'"  1/'"  z"' 


On  aura  finalement 

1  D 


(23) 


T  A-  +  B*  +  C2 

Cette  formule  détermine  T  en  grandeur  et  en  signe.  On  voit  que  T 
s'exprime  rationnellement  en  fonction  des  coordonnées  du  point  M,  ce 
qui  n'avait  pas  lieu  pour  le  rayon  de  courbure.  Le  signe  de  la  torsion  est, 
de  plus,  indépendant  du  sens  dans  lequel  on  compte  les  arcs,  car  cette 
formule  ne  dépend  pas  de  .<;'. 

283.  Interprétation  géométrique  du  signe  de  la  torsion.  —  Les  deux 
signes  dont  la  torsion  est  susceptible  correspondent  aux  deux  sens  dillé- 
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rents  dans  lesquels  le  plan  osculateur  peut  tourner  autour  de  la  tangente 
lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  la  courbe  dans  un  sens  déterminé. 

SoientOXYZles  axes  coordonnés  etMTNBle  trièdre  principal  (n°278). 
Par  un  déplacement  continu  des  axes,  on 
pourra  amener  OX  en  coïncidence  avec  MT 
et  faire  en  sorte  que  MN  tombe  entre  OY  et 
OZ.  Alors,  comme  les  deux  trièdres  sont  de 
même  rotation,  MB  tombera  entre  OZ  et  le 
pi'olongement  de  OY  comme  l'indique  la  lîg.  9. 

La  relation  (21) 


T  ~  vs' 


Fiff.  9. 


subsiste  pendant  ce  déplacement  et  l'on  en  conclut  que  ses  deux 
membres  sont  invariables,  car  le  premier  a  une  valeur  absolue  fixe  et  le 
second  ne  peut  changer  brusquement  de  valeur. 

Les  axes  étant  dans  leur  nouvelle  position,  soient  'f  l'angle  ZOB  et  ^ 
l'angle  ZON.  Ces  deux  angles  sont  complémentaires  ;  on  a  donc 

V  =^  cos'l',         Z  =  cos©,         Z'  =  —  cp'  sincp  =  —  'i'  cos'i', 


et  il  vient 


Donc  c5  et  s  varient  en  sens  contraire  si  T  est  positif,  et  dans  le  même 
sens  si  T  est  négatif. 

Supposons  que  le  point  M  se  déplace  dans  la  direction  de  la  tangente 
MT,  c'est-à-dire  dans  celle  des  arcs  croissants.  Si  T  est  positif,  v  diminue, 
donc  MB  tourne  vers  MZ  et,  par  suite,  vers  MN  (fîg.  9).  L'inverse  a 
lieu,  si  T  est  négatif.  De  là  cette  conclusion  : 

Lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  la  courbe  dans  le  sens  des  arcs 
croissants,  la  rotation  de  la  hinormale  autour  de  la  tangente  se  fait  du 
côté  de  la  normale  principale  si  T  est  positif  et  du  côté  opposé  si  T  est 
négatif. 

Cette  règle  s'applique,  quel  que  soit  le  sens  de  rotation  du  trièdre 
OXYZ.  Supposons  maintenant  ce  trièdre  donné  comme  d'habitude.  Alors, 
pour  un  observateur  qui  se  tient  debout  sur  le  plan  YZ  du  côté  de  OX, 
la  rotation  de  OZ  vers  OY  se  fait  dans  le  sens  inverse  des  aiguilles  d'une 
montre.  Dans  ce  cas,  la  règle  précédente  pourra  se  transformer  dans  la 
suivante  : 

Un  observateur  ifumobile  qui  voit  venir  à  lui  le  point  M,  verra  tour- 
ner le  plan  osculateur  dans  le  sens  inverse  des  aiguilles  d'une  montre 
si  T  est  positif  et  dans  le  sens  de  ces  aiguilles  si  T  est  négatif. 
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On  dit  que  l'allure  de  la  courbe  est  dextrorsicm  dans  le  premier  cas 
(T  positif)  et  sinistrorsum  dans  le  second  [T  négatif). 

Cette  distinction  est  évidemnnent  indépendante  du  sens  dans  lequel  se 
fait  le  mouvement.  En  effet,  si  ce  sens  vient  à  changer,  le  sens  de  la 
rotation  est  renversé,  mais,  comme  la  position  de  l'observateur  est 
renversée  en  même  temps,  les  apparences  restent  les  mêmes. 

284.  Formules  de  Frenet.  —  Les  formules  de  Frenet  jouent  un  rôle 
important  dans  la  théorie  des  courbes  gauches.  Elles  ont  pour  objet 
d'exprimer  les  différentielles  des  cosinus  directeurs  des  directions  prin- 
cipales en  fonction  de  ces  cosinus  eux-mêmes,  de  la  courbure  et  de  la 
torsion. 

Nous  connaissons  déjà  deux  de  ces  systèmes  de  formules  (n"^  277  et 
282)  : 

,__,  dX         dY  dZ         ds 

(26)  __  =  _  =  _=  ^. 

Nous  allons  établir  le  troisième  qui  donne  dl,  d\t.  et  c/v.  A  cet  effet, 
observons  que  a,  X  et  X  sont  les  cosinus  des  angles  faits  par  OX  avec 
trois  droites  lectangulaires;  on  a  donc 

«2+    X2   +    X2    =    1. 

En  différentiant  cette  relation,  on  en  tire,  eu  égard  aux  valeurs  de 
doL  et  rfX  tirées  des  systèmes  précédents, 

XrfX  =  —  ac^a  _  XrfX  -  —  Ids  (-^  4-  ^\ 

ce  qui  fournit  la  valeur  de  c?X.  Les  différentielles  d\t.  et  r/v  s'obtiennent  de 
même.  Le  troisième  système  de  formules  sera  donc  le  suivant  : 

(26) 


dk 

a, 

X 

d^ 

'j 

Y 

c/v 

Y 

Z 

ds 

R 

T 

ds 

R 

T 

ds 

R 

T 

285.  Expressions  des  dérivées  successives  des  coordonnées  par  rapport 
à  l'arc.  —  Prenant  l'arc  s  comme  variable  indépendante.  On  a  d'abord, 
par  les  formules  de  Frenet, 

X  ,„        X'        XR'  /  a     ,   .  R'  X 

Si  l'on  continue  à  dériver  de  proche  en  proche,  en  remplaçant  chaque 
fois  les  dérivées  de  a,  X,  X  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  de  Frenet, 
on  trouvera  un  résultat  de  la  forme  suivante 

.r("  =  aP,  +  XP,  4- XP3, 

où  Pj,  Po  et  P3  sont  des  fonctions  rationnelles  de  R,  T  et  de  leurs  déri- 
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vées  successives.  Ces  mêmes  fonctions  s'introduisent  dans  les  valeurs  de 
y*' et  de  z  ">,  de  sorte  que  l'on  aura 

yW=,3P,  _aP, +YP3, 

-«    =yP^  +  vP,  +ZP3. 

En  particulier  pour  les  trois  premiers  ordres,  les  valeurs  de  P^  P^  et  P3 
se  trouvent  dans  les  expressions  de  x' ,  x"  et  x'"  écrites  ci-dessus. 

Pour  faire  une  application  de  ces  formules,  plaçons  l'origine  des  coor- 
données à  l'origine  des  arcs,  prenons  les  axes  coordonnés  suivant  les 
directions  principales,  OX  suivant  la  tangente.  OY  suivant  la  normale 
principale,  OZ  suivant  la  binormale  au  point  0,  et  proposons  nous  de 
développer  x,p  eiz  suivant  les  puissances  de  s  par  la  formule  de  Maclau- 
rin.  On  aura,  au  point  0,  a^  =  [j^q  =  Zg  =  1  et  les  autres  cosinus  seront 
nuls. 

Nous  nous  bornerons  à  calculer  les  trois  premiers  termes  de  la  formule 
de  Maclaurin.  Le  développement  de  0:  est  le  suivant  : 

(/  ni 

X  =  XoS  +  —S'  -\ —s^  +  - 

et  ceux  de  i/  et  c  sont  analogues.  On  a,  dans  le  cas  actuel, 


5^0=   1,  ^0=0,  X(,      =  —  r^.^   , 


"'-_Jl 


I  ri  /(  1  Mf  R 


^:=-0,         4=0, 
On  trouvera  donc 


(27)  >y=.J: ^,3      , 

I    -^        2R       6R-^       ^ 

\   ^"  6RT  +  ■■■ 


1 


RT 


On  déduit  d'importantes  conséquences  de  ces  formules.  Nous  indique- 
rons seulement  la  suivante  : 

Une  courbe  traverse  chacun  de  ses  plans  osculateM's  en  son  point  de 
contact. 

En  effet,  sauf  le  cas  où  R  ou  bien  T  serait  infini,  la  dernière  équation 
montre  que  z  change  de  signe  avec  .s.  A  l'origine,  le  plan  osculateur  est 
celui  des  a-,  y  ;  la  courbe  passe  donc  d'un  côté  à  l'autre  de  son  plan 
osculateur.  Le  point  M  se  mouvant  sur  la  courbe  dans  le  sens  des  arcs 
croissants,  passe,  par  rapport  au  plan  osculateur,  du  côté  de  la  binormale 
si  T  est  négatif,  du  côté  opposé  si  T  est  positif. 
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Exercices. 

1 .  Appliquer  les  formules  générales  à  la  courbe 

y  =  x^  \  2a,  z-  --^  x^  :  6a-. 

R.  En  choisissant  convenablement  le  sens  des  arcs,  on  a 

ds        a  -\-  y 
clx  a 

Ensuite  [t  désignant  l'unité  du  même  signe  que  a) 

«_P  .  T....    1        (>^  =  — ^P„    f^  =  M^-ï),    -'^^P; 

a      X      y      a  +  y     jx  =  sy,  Y  =  — £p,  Z  ^  t^. 

T  =  £R  =  («  +  î/)2  :  «. 

2.  Même  question  pour  la  courbe 

y  =.  x^  :  Sa",  z  =  a"^  :  2x. 

R.  On  a,  en  choisissant  convenablement  le  sens  des  arcs, 

ds  _  2x*  -\-  a- 
dx  2a^x' 

Ensuite  [t  désignant  l'unité  du  même  signe  que  x) 

tt       ^     P     ^  Y     ^ L ;    j^=— MP+ï),      f^=ea,         '  =  tOL; 

2a^x^      2x*  a*       2x^  +  a^'    (X=— sa,  Y=— sy,  Z=— £.3. 


T  =  —  eR  -  — 


8«%3 


:^  Hélice  circulaire.  —  Cette  courbe  est  déci'ite  par  un  point  M  qui 
se  meut  uniformément  sur  une  droite,  laquelle  tourne  elle-même  d'un 
mouvement  uniforme  autour  d'un  axe.  L'hélice  est  donc  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution.  Soient  r  le  rayon  de  la  section  droite  du  cylindre 
et  k  une  constante.  Si  l'on  prend  l'axe  du  cylindre  pour  axe  des  z  et  si 
l'on  fait  passer  l'axe  des  y  par  un  point  de  la  courbe,  les  équations  de 
l'hélice  seront  : 

X  =  r  sin  t,  y  ^  ''  cos  t,  z  =  kt. 

Nous  compterons  les  arcs  dans  le  sens  où  t  croit,  de  sorte  que  nous 
aurons,  /*  désignant  une  constante  positive, 

s'  =  Sjr'^'-Çk^  =  h. 
On  a  ensuite 


y  X        k        h  (    R  =  '''* 


/.         \x 


1  J  r 


]    a:       1/        0  r  j        _   //- 

\   ky  kx  r*        hr 
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Donc,  1*^  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  sont  constants  ;  2°  la 
normale  principale  à  l'hélice  est  en  même  temps  normale  au  cylindre  ; 
3°  la  binormale  fait  un  angle  constant  avec  OZ  ;  4*^  la  torsion  a  le  signe 
de  A'.  Si  les  axes  sont  donnés  comme  d'habitude  (n°  283),  les  spires, 
vues  de  l'extérieur  du  cylindre  supposé  vertical,  paraissent  monter  de 
gauche  à  droite  si  /;  est  positif  fdextrorsum"!  et  de  droite  à  gauche  si  k 
est  négatif  (sinistrorsumi. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  Mj  sont  : 

k\^  fk 


Donc  le  lieu  du  centre  de  courbure  est  une  nouvelle  hélice.  Le  centre 
de  courbure  au  point  ^fj  de  cette  nouvelle  hélice  est  au  point  M.  Les 
deux  hélices  décrites  par  M  et  M]  sont  réciproques  au  point  de  vue  de 
la  courbure  :  chacune  d'elles  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  l'autre. 
Cette  propriété  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  plus  général  (Exer- 
cice 6). 

4.  Hélice  quelconque.  —  Une  droite  AB  qui  reste  parallèle  à  OZ  et  dont 
le  point  A  décrit  une  courbe  PQ  dans  le  plan  XY  engendre  une  surface 
cylindrique.  Supposons  que  le  point  M  se  déplace  avec  une  vitesse 
constante  sur  la  droite  AB,  pendant  que  le  point  A  se  déplace  avec  une 
vitesse  constante  sur  la  courbe  PQ  ;  le  point  M  décrit  sur  la  surface  du 
cylindre  une  courbe  que  l'on  appelle  une  hélice.  Soit  -  l'arc  de  la 
courbe  PQ  (section  droite  du  cylindre).  Les  équations  de  l'hélice  seront 
de  la  forme  [k  constant) 

^  =  r(^).  y  =  'H4,  z.=^kz. 

En  déduire  les  propriétés  suivantes  :  1°  L'arc  s  de  l'hélice  est  propor- 
tionnel à  celui  -  de  la  section  droite.  2°  La  tangente  à  l'hélice  fait  un 
angle  cou.- tant  avec  la  génératrice  du  cylindre.  3°  La  normale  principale 
à  l'hélice  est  norniale  au  cylindre.  4°  Les  rayons  de  courbure  de  l'hélice 
et  de  la  section  droite  sont  proportionnels.  5"  Les  rayons  de  courbure 
et  de  torsion  de  l'hélice  sont  dans  un  rapport  constant. 

Montrer  que,  réciproquement  :  1°  toute  courbe  dont  les  tangentes 
font  un  angle  constant  avec  une  direction  fixe  ;  2*"  toute  courbe  dunt  les 
normales  principales  sont  perpendiculaires  à  une  direction  fixe  ;  3°  toute 
courbe  dont  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  sont  dans  un  rapport 
constant,  est  une  hélice. 

5.  Calculer  les  dérivées  des  coordonnées  ./;,,  y,,  ^j  du  centre  de 
courbure  Mi  d'une  courbe  gauche  et  celle  de  l'arc  s^  décrit  par  ce 
point. 

R.  On  dérive  les  relations  a*,  — x  =^  RÀ,...  et  l'on  tient  compte  des 
formules  de  Frenet.  On  trouve 
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y;===aR'-Y^.',  d'où  .f  =  R'V^,/. 

6.  Courbes  à  courbure  constante.  —  Le  lieu  du  centre  de  courbure 
Ml  d'une  courbe  gauche  à  courbure  constante  jouit  de  propriétés  remar- 
quables. On  tire,  dans  ce  cas,  des  équations  de  l'exercice  précédent 

<  __  ^;  _  <      ^ .'  -  5' 

En  affectant  de  l'indice  1  les  quantités  qui  se  rapportent  au  lieu  du 
point  Mj,  il  vient 

Donc  la  tangente  au  point  M,  est  parallèle  à  la  binormale  au  point  M, 
On  a  ensuite  les  trois  relations  : 

a;  ^  X',         p;  =  Y',         y;  =  z'. 

On  en  tire  d'abord 

i  ,  ,  s'^        s'' 

«r+^r+r;  =X'>y'-+z'-,        d'où        ^Y=T'      et     R,-R; 

ensuite,  au  moyen  des  formules  de  Frenet, 

On  eu  conclut  que  le  point  M  est  le  centre  de  courbure  au  point  M] 
de  la  courbe  décrite  par  ce  centre  de  courbure.  Donc  les  deux  courbes 
considérées,  la  courbe  génératrice  et  la  courbe  décrite  par  son  centre 
de  courbure,  sont  réciproquement  les  lieux  des  centres  de  courbure 
l'une  de  l'autre. 

7.  Courbes  sphériques.  —  On  appelle  ainsi  les  courbes  tracées  sur 
une  sphère.  L'origine  étant  au  centre,  on  a 

/p2  _|_  yt  _j_  j2  =  p«  =  const. 

En  dérivant  par  rapport  à  5  et  en  se  servant  des  formules  de  Frenet, 
on  en  déduit,  de  proche  en  proche, 

«^  +  Py  +  ï^  =  0,         >.,-+jxy-fv^  =  _R,         Xa--i-Yy  +  Z^  =  — R'T 
d'où 

a,  =  _ÀR_XTR',         y-  — uR  — YTR',  .- =  —  vR  —  ZTR'. 

Soit  0  l'angle  de  la  normale  principale  en  M  avec  la  normale  inté- 
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rieure  à  la  sphère,  on  conclut,  sans  peine,  des  formules  précédentes  : 
1°  que  l'on  a,  les  dérivées  étant  toujours  prises  par  rapport  à  l'arc, 

R  =  pcose,  l:T=i:Ô',         R2  +  (TR')2  =  p2  ; 

2°  que  toute  courbe  sphérique  à  courbure  constante  est  plane  et  qu'elle 
doit  être,  par  conséquent,  un  cercle  de  la  splière. 

8.  Soit  s  =  MM'  un  arc  infiniment  petit  d'une  courbe  gauche.  Démon- 
trer que  la  distance  o  du  point  M'  au  plan  osculateur  en  M,  la  plus 
courte  distance  o'  des  tangentes  en  M  et  en  M',  la  différence  £  entre 
l'arc  s  et  sa  corde,  ont  respectivement  pour  expressions  aux  inliniment 
petits  près  du  4*  ordre, 


6RT  12  RT  24  RT 

R.  Ce  sont  des  conséquences  faciles  à  tirer  des  formules  (27)  données 
au  n»  285. 


CHAPITRE   IX 

Calcul  des  aires,  des  arcs  et  des  volumes. 
Evaluation  approchée  des  intégrales  définies. 


î^  1.  Quadrature  des  aires  planes. 

286.  Quadrature  des  aires  planes  (coordonnées  cartésiennes).  —  Soit 
f{x)  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  {a,  b)  {a  <  b).  Considérons 
la  courbe  plane  qui  a  pour  équation 

//  =  f{^), 
par  rapport  à  deux  axes  OX  et  OY  se  coupant  sous  un  angle  )>.  Pro- 
posons-nous d'évaluer  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  x  et 
les  deux  droites  x  ^  a  ei  x  ^  b. 

Nous  supposerons,  pour  commencer,  que  f{x)  soit  constamment 
positif  dans  l'intervalle  [n,  b).  Alors  le  problème  à  résoudre  est  celui 
([ue  nous  avons  déjà  examiné  au  n°  201,  mais  en  axes  rectangulaires. 
La  solution  est  analogue  pour  des  axes  quelconques.  Décomposons 
l'aire  en  segments  par  des  parallèles  à  l'axe  des  y  d'abscisses  succes- 
sives Xi  =  a,  o-'a,  ^3...  Xi,...  Xn+i  ^  b  ei  soient,  en  général,  M?  et  nh  les 
limites  supérieure  et  inférieure  de  f{x)  dans  l'intervalle  {xi,  Xij^i) 
d'amplitude  o/.  L'aire  du  segment  de  base  0,  est  intermédiaire  entre 
celles  des  deux  parallélogrammes  de  même  base  0,,  l'un  inscrit  dans 
le  segment  et  l'autre  circonscrit.  Ces  i)arallèlogrammes  ont  respecti- 
vement pour  mesures  w/o/ sin  ).  et  .ALo,  .^^in)..  L'aire  S  à  évaluer 
sera  comprise  entre  les  deux  sonnnes  : 

Il  H 

sin  A  i^  w,o,        et        sin  ).  ï  M/o;. 

1  t 

Elle  a  donc  pour  valeur  la  limite  conmiune  de  ces  deux  sommes 
quand  tous  les  0,  tcmdent  vers  zéro.  11  vient  ainsi,  par  définition  de 
l'intégrale  définie, 

(1)  S  =-  sin  A  j  f{x)dx 


J 
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Si  l'on  suppose  maintenant  que  f{x)  soit  constamment  négatif  dans 
l'intervalle  {a,  b),  le  raisonnement  précédent  subsiste,  sauf  que  toutes 
les  mesures  considérées  sont  négatives  et  la  formule  (1)  donne  pour  S 
une  valeur  négative.  Les  aires  calculées  par  cette  formule  sont  donc 
positives  quand  la  courbe  est  située  au  dessus  de  l'axe  des  x  et  néga- 
tives quand  la  courbe  est  située  en  dessous. 

Enfin,  si  la  courbe  traverse  une  ou  plusieurs  fois  l'axe  OX,  la  for- 
mule fournit  seulement  la  différence  entre  les  aires  situées  de  part  et 
d'autre  de  cet  axe.  Dans  ce  cas,  si  l'on  veut  calculer  l'aire  totale,  il 
faut  donc  évaluer  séparément  les  aires  positives  et  négatives  et  faire 
la  somme  de  leurs  valeurs  absolues. 

Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  sin  a  =  1.  La  formule  se  sim- 
plifie et  prend  la  forme  la  plus  habituelle 


rb  rb 

(2)  S  =       f{x)  dx^  \   y  dx, 

ja  Ja 


287.  Les  formules  précédentes  permettent  d'évaluer  l'aire  com- 
prise entre  deux  courbes.  Supposons  que  ces  courbes  aient  pour 
équations 

et  que  l'on  ait  constamment  fi{x)  <  f^ix).  L'aire  S  comprise  entre  les 
deux  courbes  et  les  deux  ûro'ûes  x^a  et  x  =  b,  sera  la  différence 
algébrique  entre  les  deux  aires  Sg  et  Si  comprises  entre  ces  deux 
droites  et  l'axe  des  i\  mais  limitées  respectivement  à  chacune  des 
deux  courbes.  On  a  donc  S  ^  Sg  —  Sj.  Si  les  axes  sont  rectangulaires, 
la  formule  (2)  s'applique  au  calcul  de  Sg  et  de  S,  et  il  vient 


(3)  S=  Ç[fjx)-n{x)]dx. 


Si  les  axes  sont  obliques,  l'intégrale  précédente  doit  être  multipliée 
par  sin  a. 

La  formule  (3)  s'emploie  pour  calculer  l'aire  d'une  courbe  fermée, 
qui  n'est  rencontrée  qu'en  deux  points  par  une  parallèle  à  l'axe  des  y. 
Dans  ce  cas,  l'équation  de  la  courbe  fournit  pour  y  les  deux  valeurs 
\\{x)  et  \\[x)  que  l'on  doit  substituer  dans  la  formule  et  l'on  prend 
pour  a  et  6  les  valeurs  extrêmes  de  x  sur  la  courbe. 

288.  Applications  coordonnées  cartésiennes) . — I  Parabole.  Lapara- 

19 
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bole,  rapportée  à  un  diamètre  OX  et  à  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce 
diamètre,  a  pour  équation  y-  =---  '^px,  d'où 

ax)=\/^\/x. 

L'aire  comprise,  au  dessus  de  l'axe  OX,  entre  cet  axe,  la  courbe  et 
la  corde  d'abscisse  x,  sera  donc 

s  =  y'ip  sin  X      \x dx  =  y'ip  sin  a  ~x  '^  =  '^xy  sin  a. 

Cette  aire  vaut  donc  les  deux  tiers  du  p^irallélogramme  construit  sur 
les  deux  côtés  rectilignes  x  et  y  de  l'aire  considérée.  La  relation  ana- 
logue existe  entre  les  aires  correspondantes  situées  en  dessous  de 
l'axe  OX.  Donc  le  segment  détaché  de  la  parabole  par  une  corde  quel- 
conque est  égal  aux  deux  tiers  du  parallélogramme  construit  sur  sa 
corde  et  sur  sa  flèche  (portion  du  diamètre  conjugué  intérieure  au 
segment). 

11.  Cercle.  L'équation  d'un  cercle  en  coordonnées  rectangulaires  est 


y  =^\a^  —  x^. 

Le  segment  situé  au  dessus  du  diamètre  OX  entre  les  cordes 
x  =  0  eix  =  x,  a  donc  pour  valeur 

S  =      dx\/  a-i  —  x^=  ^V  ^^  —  ^*  +  "ûT  ^^"^  ^*"     ' 

ainsi  (ju'il  résulte  de  la  valeur  de  l'intégrale  indétinie,  calculée  au 
n°  165. 

Si  X  =  a,  on  obtient  l'aire  du  quart  de  cercle  iza-  ;  4.  Donc  l'aire 
du  cei'cle  entier  est  r.a^. 

III  Ellipse.  L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes,  son  équation  se 

ramène  à  la  forme 

b  ,_ 

Le  segment  situé  au  dessus  de  l'axe  OX  entre  les  cordes  a;  -=  0  et 
X  =-  X,  s'obtient  en  multipliant  par  b  :  a  l'aire  que  nous  venons  d'ob- 
tenir pour  le  cercle.  Donc  l'aire  de  l'ellipse  entière  sera  TMb. 

IV  Hyperbole.  L'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes  est  de 

la  forme 

b  , 
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L'aire  S  comprise  (fig.  40)  entre  l'arc  de  courbe  AM,  l'axe  horizon- 
tal OX  et  la  verticale  MP  d'abscisse  x{x  >  a) 
a  pour  valeur 


s=* 


dx  \Jx^ 


Calculons  d'abord  l'intégrale  indéfinie.  Une 
intégration  par  parties  donne 


1  dx  \Jx-  —  a-  =  X  \Jx-  —  a-  —    y 


X-  dx 


\x-  —  a- 

Si  l'on  remplace  x-dx  par  {x-  —  a^)  dx  +  a'^dx,  la  dernière  intégrale 
se  décompose  en  deux  autres  dont  celle  du  premier  membre.  On  en 
conclut 


dx 


f 


<ijdx\x'  —  a-  =  X  \Ix'  -  a-  —  a-  J  y|f^^ 
dxS/c^^'^^^^  =  |V^'  —  a^—  -ï-  Log  [x  +  \/x'~  —  «-)• 


De  là  résulte  facilement  la  valeur  de  S 


ab 


2a 


x\x'  —  (â ^Log 


+  V^'  —  a- 


et.  en  se  servant  de  l'équation  de  la  courbe, 

S 


XII      ab , 

i! \  .ncr 


a'^b 


Le  premier  terme  de  S  mesure  l'aire  du  triangle  OPM  (fig.  10). 
Donc  le  second  terme,  pris  en  valeur  absolue,  mesure  l'aire  du  sec- 
teur OAM  (secteur  hyperbolique). 

Si  fhyperbole  est  rapportée  à  ses  asymptotes,  son  équation  est 
xy  =  k^.  L'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'asymptote  OX  et  deux 
parallèles  à  l'autre  asymptote  d'abscisses  Xo  et  x,  a  pour  mesure 
(A  étant  l'angle  des  asymptotes) 

J**'^  k"  -  X 

I    —  dx  =  k"  sin  a  Log  — 

C'est  cette  propriété  dos  logarithmes  népériens  qui  leur  a  fait 
donner  le  nom  de  logarithmes  hyperboliques. 

On  remarquera  que  l'aire  S  augmente  indéfiniment  quand  x  tend 
vers  l'infini  ou  quand  Xo  tend  vers  0.  La  portion  du  plan  comprise 
entre  une  branche  de  la  courbe  et  ses  asymptotes  a  donc  une  aire 
illimitée. 
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IV  Cycloïde.  Si   l'on   prend  pour  variable  d'intégration  l'angle  t 
(n"  240),  on  aura 

ydx  =  a"  (1  —  cos  t)'-  dt. 

L'aire  S  de  la  cycloïde,  comptée  depuis  l'origine  oh  t  =  0  jusqu'à 
l'ordonnée  qui  répond  à  l'angle  t,  aura  pour  mesure 

o        .  r^A            MO  j,       of^t        .    ,  ,   sinfcosfA 
S  =  a"      (1  —  cos  ty  dt=^  a"  {-^ smt-] ^ 1 

Retranchons  cette  aire  OMP  (fig.  11)  de  celle  du  rectangle  OPFG 
qui  a  pour  valeur  2ax  =  2a-  {t  —  sin  0,  le 
reste,  c'est-à-dire  l'aire  OMFG  sera  égale  à 


TV- 


sin  t  cos  t 


ce  qui   est  précisément  l'aire  du  segment 
^^'  ^^'  AMQ  déterminé,  dans  le  cercle  générateur, 

par  la  perpendiculaire  MQ  sur  le  diamètre  AB.  On  a  donc 
surf.  OMFG  =  surf.  AMQ. 

A  l'extrémité  de  l'arcade,  /  =  2?:  et  S  =  3~a-.  Donc  l'aire  totale 
entre  une  arcade  de  cycloïde  et  sa  base  est  triple  de  l'aire  du  cercle 
générateur. 

289.  Quadrature  des  secteurs  (coordonnées  polaires).  —  Considérons 
une  courbe  plane  ayant  pour  équation  en  coordonnées  polaires 

r  =  /(O), 
et  supposons  que  /(O)  soit  une  fonction  continue  de  0  entre  Oj  et  H 
(«  >  e,). 

Proposons-nous  d'évaluer  l'aire  du  secteur  compris  entre  un  arc  de 
la  courbe  et  les  deux  rayons  vecteurs  d'inclinaisons  0,  et  H.  Pour 
cela,  nous  décomposerons  cette  aire  en  secteurs  élémentaires  par  des 
rayons  vecteurs  intermédiaires  d'inclinaisons  successives  62....  6/,..., 
0„  et  soit  0„^i  =  (-).  L'aire  d'un  secteur  quelconque,  limité  par  deux 
rayons  consécutifs  d'inclinaisons  ô,  et  O/4., ,  est  comprise  entre  celles 
des  deux  secteurs  circulaires  de  même  ouverture  (0,.^,  —  b,)  mais 
ayant  respectivement  pour  rayons  le  minimum  ;«,  et  le  maximum  M< 
de  A^)  dans  l'intervalle  (6<,  O/41).  Ces  deux  secteurs  circulaires  ont 

1  o  1  ' 

respectivement  pour  mesures  ^wi  (Oj-j ,  — 0,)  et  ^M^tOi+i—  G,).  Donc 
le  secteur  entier  de  la  courbe  sera  compris  entre  les  deux  sommes  : 

yi  m=  (0,^,-0,),  iï  Mï(ee+. -0,). 

-  t=l  - 1=1 
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Si  l'on  multiplie  indéfiniment  le  nombre  des  secteurs  élémentaires, 
de  manière  à  faire  tendre  vers  zéro  toutes  leurs  ouvertures  (6j+i — 0,), 
ces  deux  sommes  tendent  vers  une  limite  commune  qui  sera  la  valeur 
de  S.  Cette  limite  est  une  intégrale  définie  ;  on  a  donc 


(4)  S  =  y    m'd^  =  ^    r-^rn. 


Remarque  L  On  peut  appliquer  la  formule  (4)  à  des  courbes  qui 
décrivent  plusieurs  spires  autour  du  pôle.  Dans  ce  cas,  l'intervalle 
d'intégration  peut  croître  au  delà  de  quatre  angles  droits  et  la  formule 
représente  l'aire  totale  balayée  par  le  rayon  vecteur  quand  il  tourne 
dans  le  même  sens  de  9  à  0.  Donc,  quand  le  rayon  tourne  de  plus 
d'un  tour,  les  aires  décrites  se  recouvrent  l'une  l'autre. 

Remarque  II.  On  peut  transformer  la  formule  (4)  de  manière  à 
la  rendre  immédiatement  applicable  au  cas  des  coordonnées  carté- 
siennes. On  a,  en  effet, 

.i'  =  rcosO,  i/  =  rsin8, 

d'où 

xdy  — ydœ  =  r*d9 

Supposons  que  x  et  y  soient  exprimés  en  fonction  d'une  variable  t 
qui  varie  de  t^  à  /^  quand  le  point  {x,  y)  décrit  l'arc  qui  limite  le  sec- 
teur. En  prenant  t  comme  variable  la  formule  (4)  se  transformera 
dans  la  suivante  : 

290.  Applications  ^Coordonnées  polaires).  —  I.  Spirale  d'Archimède: 
r  =  a^.  L'aire  S  depuis  l'origine  jusqu'au  rayon  vecteur  r  a  pour 
mesure 

4  r^  .  ,A       a^  C^  r„  ,r      a''93       r^ 


-ir--fi>' 


dH 


6         6a 


Si  l'on  fait  0  =  2-,  on  obtient  l'aire  entourée  par  la  première  spire, 

4 
savoir  r-  T.^a'^. 

II.  Spirale  logarithmique  :  r  ^  ae     .  Cette  courbe  décrit  une  infi- 
nité de  spires  autour  de  l'origine.  Cherchons  l'aire  du  secteur  S  com- 
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pris  entre  un  arc  de  la  courbe  et  les  deux  rayons  vecteurs  r,  et  R 
d'inclinaisons  Qj  et  (-J.  On  aura 

2  jjj  4w  ^  '  4m  I 

Si  l'on  fait  tendre  &,  vers  —  oo,  ?'i  tend  vers  zéro  et  S  vers  R'^  :  4m.  1 

On  obtient  ainsi  la  limite  de  la  somme  des  aires  entourées  par  un  ■ 

nombre  illimité  de  spires  qui  se  rapprochent  iiidétiniment  du  pôle. 

III.  Lemniscate  :  r^  =  a-  cos  2  0.  Cette  courbe  se  compose  de  deux 
feuilles  symétriques.  L'aire  du  secteur  compris  entre  l'axe  polaire  et 
le  rayon  d'inclinaison  h  sera 


^~  2  i 


^cos29rfe-=4^sin20. 
4 


Si  l'on  fait  8  =  -rt  :  4,  on  obtient  l'aire  a'^  :  4  d'une  demi-feuille.  L'aire 
totale  de  la  courbe  est  a-. 

291.  Aire  limitée  par  une  courbe  fermée.  Notion  des  intégrales 
curvilignes.  —  On  appelle  contour  fermé  simple  un  contour  fermé  qui 
ne  se  coupe  pas  lui-même.  Un  tel  contour  enferme  une  aire  que  l'on 
peut  se  proposer  d'évaluer. 

Nous  savons  déjà  calculer  cette  aire  lorsque  le  contour  se  réduit 
au  quadrilatère  curviligne  envisagé  au  n^^ST.  Ce  contour  se  compose 
de  deux  parallèles  à  l'axe  des  y  d'abscisses  a  et  è  et  de  deux  courbes 
AiBi  et  AgBo  qui  ferment  le  quadrilatère,  et  qui  ont  pour  équations 
dans  l'intervalle  {a,  b) 

L'aire  intérieure  au  contour  a,  dans  ce  cas,  pour  valeur  (ii»  287) 

ri,  4} 

(6)  S  =-  I   y^dx-  —  Ly^iLi. 

Ces  deux  intégrales  ont  la  même  forme  ydx  et,  pour  achever  de 
les  déterminer,  il  suffit  de  faire  connaître  les  arcs  A,,B.,  et  AiB,  que 
parcourt  le  point  {x,  y)  pendant  l'intégration  et  le  sens  dans  lequel  se 
ftiit  le  parcours.  Nous  dirons  donc  que  ces  deux  intégrales  sont  des 
intégrales  curvilignes  (')  et  nous  les  représenterons  par  les  notations 


i 


ydj.\  1        ydx. 

AoHî  .  A,B, 


(1)  Les  intégrales  curvilignes  sont  présentées  ici  au  point  de  vue  le  plus  élé- 
mentaire. Leur  définition  générale  sera  donnée  au  §  3. 
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Cette  notation  désigne  l'arc  par  ses  extrémités  ;  on  écrit  d'abord  le 
point  de  départ,  ce  qui  fait  connaître  le  sens  du  parcours.  Renverser 
ce  sens  revient  à  intervertir  les  limites  a  et  &  dans  les  intégrales  et, 
par  conséquent,  à  changer  leur  signe.  L'équation  (6)  peut  donc 
s'écrire  maintenant 

(7)  S  =  I         ydx  —  ydoc  =  |         ydx  +  ydx. 

J   AoB.,;  J   AiBi;  J  .AoBo  J    BiAi 

Un  contour  fermé  peut  être  parcouru  dans  deux  sens  différents. 
On  appelle  sens  direct  celui  qui  laisse  à  gauche  l'intérieur  de  l'aire. 
L'autre  est  le  sens  rétrograde.  Donc,  dans  les  dernières  intégrales, 
les  arcs  A.Bg  et  B,Â,  sont  parcourus  dans  le  sens  rétrograde. 

Considérons  maintenant  un  contour  simple  C,  formé  d'un  nombre 
limité  d'arcs  successifs  sur  chacun  desquels  x  varie  toujours  dans  le 
même  sens  quand  on  décrit  le  contour.  Ce  cas  est  évidemment  très 
général.  Appelons  intégrale  effectuée  sur  le  contour  et  désignons  par 

I     ydx 

JiC) 

la  somme  des  intégrales  curvilignes  effectuées  successivement  dans  le 
sens  direct  sur  chacun  des  arcs  successifs  qui  composent  Ij  contour. 
Je  dis  que  l'aire  S  intérieure  au  contour  aura  pour  mesure 

(8)  S  =  —  (     ydx 

En  effet,  en  menant  des  parallèles  à  l'axe  des  y,  on  peut  décom- 
poser l'aire  S  en  morceaux,  dont  les  frontières  respectives  n'emprun- 
tent que  deux  arcs  distincts  du  contour  C  et  qu'on  peut,  par  consé- 
quent, évaluer  par  la  formule  (7).  L'aire  de  chaque  morceau  se 
mesure  par  la  somme  des  intégrales  effectuées  dans  le  sens  rétrograde 
sur  les  deux  portions  du  contour  C  qui  lui  servent  de  frontières. 
Faisons  la  somme  de  ces  aires  ;  nous  obtiendrons  l'intégrale  effectuée 
dans  le  sens  rétrograde  sur  tout  le  contour,  c'est-à-dire  la  formule  (8). 

liemarque  J.  liC  contour  C  peut  aussi  comprendre  des  portions  de 
droites.  11  n'y  a  de  remarque  à  faire  que  pour  celles  qui  seraient 
parallèles  à  l'axe  des  y.  Dans  ce  cas,  comme  elles  n'interviennent  pas 
dans  l'évaluation  des  morceaux,  elles  ne  doivent  pas  intervenir  non 
plus  dans  l'évaluation  de  l'aire  totale.  (iCpendant,  si  l'on  attribue  la 
valeur  0  à  l'intégrale  effectuée  sur  ces  lignes  (ce  qui  est  naturel, 
X  étant  constant  et  dx  nul),  on  peut  étendre  l'intégration  à  tout  le 
contour  et  considérer  la  formule  (8)  comme  générale. 
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Remarque  IL  La  formule  (8)  sera  d'une  application  immédiate  si 
X  et  y  sont  exprimés  en  fonctions  continues  d'une  variable  auxiliaire 
t  et  admettent  des  dérivées  continues  par  rapport  à  t.  Supposons, 
en  effet,  que  le  point  [x,  y)  décrive  tout  le  contour  G  dans  le  sens 
rétrograde  quand  t  varie  de  ti  à  T.  Prenons  t  comme  variable  ;  l'aire 
S  intérieure  au  contour  C  s'évaluera  par  la  formule 


(9)  S^£\/^df. 


dt 


Remarque  III.  Nous  avons  établi  la  formule  (8)  en  considérant  y 
comme  fonction  de  x.  On  peut  établir  une  formule  analogue  en  con- 
sidérant X  comme  fonction  de  y.  Mais  il  faut  supposer  des  conditions 
correspondantes.  Cette  formule  sera 

(10)  S  =  f    xdy, 

car  le  contour  doit  être  parcouru  dans  le  sens  direct  pour  que  l'inté- 
grale soit  positive. 

La  combinaison  des  formules  (8)  et  (10)  donne  encore  une  formule, 
souvent  employée, 

S^^^j^xdy-^j^ydx, 
que  l'on  écrit  plus  simplement 

(11)  ii  =  ^^j^ixdy  -  ydx). 

Ces  nouvelles  formules  s'appliquent  avantageusement  comme  la 
formule  (8),  au  cas  où  la  courbe  est  donnée  par  une  représentation 
paramétrique.  (^) 

292.  Application.  —  Une  corde  de  longueur  constante  c  -\-  c'  se 
meut  d^un  mouvenuînt  continu  en  appuyant  ses  extrémités  sur  une 
courbe  fermée  donnée  C.  Uaire  coinprise  entre  la  courbe  et  le  lieu  du 
point  M  qui  partage  la  corde  en  deux  segments  c  et  c',«  ji^ur  mestcre 
~cc\  quelle  qu£  soit  la  courbe  donnée. 

Désignons  par  K  la  courbe  décrite  par  M  et  supposons  que  cette 
courbe  forme  un  contour  simple.  Soient  (a^,,  J/,)  et  [x^,  y.)  les  coordon- 
nées variables  des  extrémités  de  la  corde  ;  celles  du  point  M  seront 

_  f  A-,  -\r  c'x^  _  c.Vi  +  c'y 2 

""'-     c  +  c'    '        y-'c  +  c'    • 

C;  Les  démonstrations  les  plus  générales  des  formules  (8).  (lO)  et  (il)  seront 
données  au  §  3. 
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Imaginons  que  les  coordonnées  soient  exprimées  en  fonction  d'un  para- 
mètre t  qui  varie  de  ^j  à  T  quand  les  extrémités  de  la  corde  décrivent  la 
courbe  C.  Prenons  t  comme  variable.  Les  aires  S  et  I]  intérieures  aux 
courbes  0  et  K  pourront  s'évaluer  par  les  intégrales  : 

où  l'on  suppose  les  x  et  les  y  exprimés  en  fonction   de  t.  On  en  déduit 
par  soustraction 

ce'     n 
^  —  -  =  ^c  ^  c')2 1^  ^y-^ — i/i)  (^^-^2  -  ^^^i)  • 

Menons  à  partir  de  l'origine  une  droite  égale  et  parallèle  à  la  corde. 
Les  coordonnées  de  l'extrémité  seront  r,  =  y.^  —  ^^  et  ;  -—  o^g  —  x^.  Or 
cette  extrémité  décrit  un  cercle  de  rayon  (c  +  c').  L'intégrale  qui  figure 
dans  In  dernière  équation  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  de  t,c/;  effec- 
tuée sur  ce  cercle.  Donc  elle  mesure  l'aire  du  cercle  et  sa  valeur  est 
-  (c  +  c')-.  Il  vient  donc 

S  — S  =  -cc'. 

Si  les  courbes  C  et  K  ne  se  coupent  pas,  le  théorème  est  donc 
démontré.  Si  elles  se  coupent,  il  reste  vrai,  à  condition  d'attribuer  des 
signes  contraires  aux  aires  situées  de  part  et  d'autre  de  la  courbe  C. 
Mais  le  théorème  tomberait  en  défaut  si  le  lieu  du  point  M  ne  constituait 
pas  un  contour  simple.  Le  théorème  suppose  encore  les  courbes  C  et  K 
soumises  aux  conditions  que  nous  avons  indiquées  au  n°  précédent  pour 
que  les  foi'mules  soient  légitimes. 

Exercices. 
1.  Aire  de  la  chaînette,  comptée  de  l'axe  de  la  courbe. 


y  =  ^V'  +  e  "J  s  = 


e  —  e 


2.  Aire  de  la  cissoide  :  y"^  =  x^  :  {2a  —  x). 

Jo\j2aœ—x^~"'}\/î^=i    (1 


X 

Ces  intégrales  ont  été  étudiées  n°^  185  et  219. 

Si  l'on  fait  a-  ^  2a,  on  trouve  S  ^  3T:a~  :  2.  Doublant  cette  valeur,  on 
trouve  3-a-  pour  l'espace  indéfini  compris  entre  la  cissoïde  et  son 
asymptote  x  =  2a.  C'est  le  triple  de  l'aire  du  cercle  de  rayon  a. 
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3.  Aire  du  limaçon  de  Pascal  :  r  ^  a  cos  6  -j-  6. 

4.  Aire  de  la  conchoïde  :  7^  =  a  sec  0  -|-  b, 

5.  Aire  de  l'épicycloïde.  —  On  a  indiqué  (p.  237,  exercice  4)  les 
équations  de  l'épicycloïde  engendrée  par  le  roulement  d'un  cercle  de 
rayon  b  sur  un  cercle  de  rayon  a.  Dans  ces  équations,  le  paramètre  t 
désigne  l'angle  dont  le  point  de  contact  a  tourné  sur  le  cercle  fixe.  On 
peut  aussi  prendre  comme  paramètre  l'angle  0  dont  ce  point  a  tourné  sur 
le  cercle  mobile.  On  a  at  =  66.  En  posant  b  :  a  —  q,  les  équations  de 
l'épicycloïde  s'écriront 


=  [l -^  q)  cos  qb  —  q  cos  {l-{-q]^,  -  =^  {l -\- q)  sïn  q  d  —  ç  sin  (1  ■+  q)^. 


X 


L'aire  d'un  secteur  se  détermine  alors  par  la  formule  (5)  du  n^SSO;  on 
trouve 

\  C^  b 

^  =  -éq{\-\-q){\^-2q)     (l+cose)f/e=.—(a2-f  3flè+2è-)  (O+sine) 
<i  jo  lia 

Si  6  —  2r,  on  obtient  l'aire  du  secteur  limité  par  une  arcade  entière 
de  la  courbe.  Pour  obtenir  l'aire  de  l'arcade  elle-même,  il  faut  encore 
retrancher  l'aire  d'un  secteur  du  cercle  fixe  dont  l'arc  est  2~b  ;  il  restera 

a 

6.  Hypocycloïde .  —  Les  équations  de  l'hypocycloïde  s'obtiennent  en 
remplaçant  dans  les  précédentes^  par  —  q.  Problèmes  analogues  aux 
précédents. 

7.  Courbes  unicursales.  —  Les  coordonnées  x  et  y  d'une  courbe  uni- 
cursale  peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  l.  Donc 
la  quadrature  de  ces  courbes  dépend  d'une  intégrale  rationnelle  et  peut 
toujours  se  faire  sous  forme  finie.  Dans  le  cas  particulier  examiné  au 
n»  181  où  le  paramètre  t  est  égal  k  y  :  x,  on  a  ocy'  —  i/x'  =  œ\  L'aire 
d'un  secteur  se  calculera  par  la  formule  (5)  du  n^  289,  qui  prendra  la 
forme  simple 


'  =  ^P 


dt. 


Appliquer  cette  formule  aux  cubiques  unicursales  suivantes  : 

x[x^  -|-  y2  j  ,_  2ay  (cis^oïde), 

(x -\-  a)  {x^  -\-  y-)  =  Say-  (strophoïde), 

x^  +  y^  =  '^axy  (Folium  de  Descarte). 

^  2.  Rectification  des  courbes. 

293.  Courbes  rectifiables.  Rectification  des  courbes  planes.  —  La 
longueur  d'un  arc  de  courbe  entre  deux  points  extrêmes  est,  par 
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définition  (n°'  244  et  264),  la  limite  du  périmètre  d'un  polygone 
inscrit  dans  la  courbe  et  dont  tous  les  côtés  tendent  vers  zéro.  Cette 
limite  n'existe  pas  toujours  et  l'on  appelle  reclifiables  les  courbes  dont 
l'arc  a  une  longueur  déterminée.  Nous  renverrons  au  paragraphe 
suivant  pour  l'étude  des  caractères  les  plus  généraux  des  courbes 
rectifiables  et  nous  nous  bornerons  ici  aux  conditions  sur  lesquelles 
nous  avons  fait  reposer  les  formules  des  n°'  244  et  suivants. 
Considérons  d'abord  une  courbe  plane,  ayant  pour  équation 

la  longueur  de  son  arc  depuis  un  point  fixe  M,,  d'abscisse  Xo  jusqu'au 
point  variable  M  d'abscisse  x,  s'évalue  par  la  formule  (n°  24o) 


(1) 


Ar 

s  =  \    dx\'i-{-y''-. 


Les  formules  de  rectification  qui  conviennent  aux  autres  formes 
d'équations  s'obtiennent  en  changeant  de  variable  dans  l'intégrale 
définie 


-/>• 


Dans  le  cas  d'une  représentation  paramétrique,  on  prend  t  comme 
variable  ;  on  sait  (n"  245)  que  ds  =  dt  \x'-  +  y'-  .  Donc,  ta  et  t  dési- 
gnant les  paramètres  des  extrémités,  l'arc  aura  pour  mesure 


(2i  s-f  dt\x'^-\-y'K 


Dans  le  cas  des  coordonnées  polaires,  ds  =  \dr-  -f  r^rfQ^  Soient 
(?'o,  ^o),  [r,  B)  les  extrémités  de  l'arc  à  mesurtîr.  Il  vient,  suivant  qu'on 
prend  h  ou  r  comme  variable, 

(3)  -/^^«y/'-'+CwH^v/i+Kl 

294.  Exemples  de  rectifications  (coordonnées  rectangulaires^  — 
I.  Chaînette.  On  a,  dans  ce  cas  (n°  259;, 

Calculons  l'arc  à  partir  du  sommet  A  où  .r  =  0,  la  formule  (1)  donne 
i  r^/  -       --\  1 


=C( 


g"+e     "    dx  =  ~   e"-e 
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II.  Parabole.  Prenons  l'axe  de  symétrie  pour  axe  des  y  et  le  sommet 
pour  origine.  On  aura 

Donc  l'arc,  compté  à  partir  du  sommet,  a  pour  mesure 


1  r^   t  / 

=  -     dx\x-  -f  p- 


En  remplaçant  «^  par  —  p-  dans  l'intégrale  indéfinie,  calculée  au 
n"  288  à  l'occasion  de  l'aire  de  l'hyperbole,  il  vient 

^1/^2       I      ,.2     -I-  V~ 


/' 


De  là  la  valeur  de  s 


X    , ,   «  ,      X  -\-  \x^  -\-  »2 

•^-  =  2^VÏM^+ 1  Log    ^  ^^^  • 

III.  Cycloide.  Considérons  la  représentation  paramétrique  habituelle 

x  ^  a{t  —  sin  /),        y  ^  a[\  —  cos  t). 
L'arc,  compté  à  partir  de  l'origine  où  f  =  0,  a  pour  mesure 

s  =  aj  dt\j{i  —  co%tY  +  sin^  t  =  2a  1  sin^rfr=  4a  (\  —  cos^V 

295.  Intégrales  elliptiques  de  Legendre.  Rectifications  de  l'eUipse  et 
de  l'hyperbole.  —  L'arc  de  ces  deux  courbes  s'exprime  par  des  inté- 
grales que  l'on  ne  peut  pas  réduire  aux  fonctions  élémentaires,  mais 
on  peut  les  ramener  aux  deux  intégrales  définies  suivantes  : 

F  {k, cp) ^  f^.r— ^^-— -,       E  {k,  cp)  =  C  dcpVl-^-^sin> • 
Jo  \i  —  k^  sin^  (p  ^0 

où  le  paramètre  k  est  <  i.  Legendre  a  donné  à  ces  intégrales  le  nom 

d'intéyralcs  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce.  On  a  dressé 

des  tables  qui  permettent  de  les  calculer  pour  les  diverses  valeurs  de 

<f>  et  de  k. 

Les  intégrales  sont  dites  complètes,  si  cp  =  ^;  elles  se  désignent  par 


71 


F,  [k)  =  {\        ^l   .  ^,        E,  l^)  ^r'd'^Vi-^-^sin-^T- 
yo  VI  —  k^  sm^  <p  Jo 

Arc  d'ellipse.  Soit  la  représentation  paramétrique 
X  =  a  sin  <p,        y  =  b  cos  ». 
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L'arc  BM,  compté  à  partir  du  sommet  B  du  petit  axe  où  o  ==  0,  a 

pour  mesure 

s  =  y  do  Va;'-  +  y'-  =      rf'f  Vfl-  cos-  o  +  b-  siiv-  cp 

L'arc  d'ellipse  dépend  de  l'intégrale  elliptique  de  seconde  espèce. 
Posons,  en  effet,  k-  =  {a-  —  b-):a-;  il  vient 

\a'  coJ  cp  +  62  sin2  cp  =  a  Vl  —  ft^  sin-  (d 

d'où  5  =  «  E  (^-j 'f). 

Si  cp  =  -  :  2,  l'intégrale  est  complète  et  l'arc  égal  au  quart  du  péri- 
mètre de  l'ellipse.  Le  périmètre  total  sera  donc  4a  Ej  (A). 

Arc  d'hyperbole.  On  peut  prendre  comme  représentation  paramé- 
trique de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes,  le  système 

X  =  -. — ,       //  --=  b  cot  », 
smcp 

car,  en  éliminant  cp,  on  retrouve  l'équation  classique  de  la  courbe. 
L'arc  AM,  compté  du  sommet,  où  cp  -=  ^,  jusqu'à  un  point  M  où  cp  est 

<-^,  a  pour  mesure 

s  =J  ^d.  Vo^^F  =  j  !^^  \Vcos-^o+-R. 

Une  intégration  par  parties  et  une  décomposition  donnent  facile- 
ment 

♦        —9 9 r-r^      P      a^cos'-cprfcp 

s  =  cot  Ci  \'a2  cos^  '^  4-  ^2  _         ,  ^    ^      = 

J  o  Va2  cos2  cp  +  ^2 

, rï        ri  do 

j-^   '  '  J'f  V«  cos2(p+è 

Posons  Â;2  =  a-  :  (a2  +  ^2  ),  d'où 

Va2  cos2^T"^  -  I  Vl  — /i;2sin2^  ; 
l'arc  .9  dépend  des  intégrales  elliptiques  par  la  formule 
.v=cotcp  V^cos2  cp  4-  b'  -|[E,(^)-EUM]  +  -^[Fi  W-'^miK?)]. 

296.  Exemples  de  rectifications  en  coordonées  polaires.  —  L  Spirale 
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logarithmique  :  r  =  ae^^.  Prenons  r  comme  variable  ;  nous  aurons 
m9  =  Log  r  —  Log  a,  d'où 

m~ 


m       Jr„  m 


S  = ar  — (,-  _  r^y 


Donc  /'fl?T  de  /fl  spirale  logaritJunique  varie  proportionnellement  au 
rayon  vecteur.  Le  pôle  est  un  point  asymptotique  de  la  courbe,  car  r 
ne  s'annule  qu'en  faisant  tendre  6  vers  —  <x.  L'arc-limite,  compté  de 
ce  point,  conserve  néanmoins  une  valeur  finie 


Vl  -f  m- 

s  = r. 

m 

IL  Spirale  d'Archimède  :  r  =  «Ô.  L'arc  compté  à  partir  du  pôle  a 
pour  valeur,  en  intégrant  par  rapport  à  r, 


,"         ▼  dr-     "Jo 


+  r'. 


C'est  la  même  intégrale  que  celle  à  laquelle  conduit  l'évaluation  de 
l'arc  de  la  parabole.  Donc  les  arcs  de  la  parabole  x-  =-  '2ay  et  de  la 
spirale  r  —  rtô  ont  même  longueur,  quand  on  compte  le  premier  entre 
les  abscisses  0  et  x  et  le  second  entre  les  rayons  0  et  r  =  x. 

m  Lemniscate  :  r~  =  a^  cos'^G.  Si  l'on  prend  r  comme  variable,  on  a 

t,      1  f-         dh  t 

« -=  a  arc  cos  —,      -j-= — \/-t-^^^- 
2  a-         dr  \a*  —  r* 

L'arc  compté  à  partir  du  sommet,  où  r  ^  a,  a  donc  pour  mesure 

dr 


s  = 


rW'^-efy-fvA.- 


Cette  intégrale  se  ramène  à  Vintégrale  elliptique  de  première  espèce 
(no  29S)  en  posant  r  =  a  cos  'f  ;  il  vient  ainsi 

r^      sin  f  d(f  /*»         dcp  a   r^         d» 

Donc  s  =  .—  F  L  :-,'■?  V 
V2     VV2  ^/ 

297.  Rectification  des  courbes  gauches.  Exemple,  —  Lorsque  les 
coordonnées  rectangulaires  .r,  //,  -;  d'un  point  de  !a  courbe  sont 
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considérées  comme  fonctions  de  t,  la  longueur  de  l'arc  AB,  compris 
entre  les  points  dont  les  paramètres  sont  a  et  b,  a  pour  mesure 

rt' 

Comme  exemple,  considérons  l'intersection  des  deux  cylindres  : 


ai  a 

2r 


Prenons  x  comme  variable.  On  tire  de  la  première  équation 
h., 


y  =  -^\x'—a%         y'-^-z: 


a  '  «V^'2  — a2 

et  de  la  seconde 

^  =  rt  Log  — ' ,       z'  =  -f- -' 

°  a  \x^  —  a- 

Comptons  l'arc  à  partir  du  point  où  a;  =  a  ;  il  viendra 

rr  v/fl2  _l_/i2     rar       xdx  Vfl24-ft^  , 

a  a        Ja  \Jx-  —  a-  a 


Exercices. 

1.  Epicycloides .  —  Les  équations  de  l'épicycloïde  sont  (Exercice  5, 
p.  298)  : 

~  =  {\-{-q)C0&q^ — qQ.OS{\-\-q)^,      '^  =  {\  J^  q)  sin  ^0  —  q  sin  (1  -j-  q)%^ 


On  en  tire 


—  =2^(1  -f^)  sin- 


L'arc  compté  à  partir  du  point  de  rebroussement  où  0  =  0,  sera 

|-=2^(l+ry)(^l_C0S^). 

Toutefois,  comme  l'élément  ds  doit  être  positif,  cette  formule  n'est  ap- 
plicable que  si  0  varie  de  0  à  2-.  Si  0  =  2-,  on  obtient  le  périmètre  d'une 
arcade  entière 

Ab 
s  =  4aq{l  +q)  =  —(a +  6). 

L'arc  d'épicycloïde  s'exprime  algébriquement  en  fonction  du  ra^'On 
vecteur  7\  On  a,  en  effet, 

r-^  =  x^  -\-  ■if  =  {l+  2qf  —  49-  (1  -r  q)  cos^| 

6 
d  où  l'on  tire  cos  -  et,  par  suite  5  en  fonction  de  r. 
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En  changeant  q  en  —  q  dans  les  formules  précédentes,  on  obtient  des 
résultats  correspondants  pour  Vhypocycloïde. 

Les  rectifications  de  la  cardioïde  (Exercice  6,  p,  237)  et  de  Vastroïde 
(Exercice  3,  p.  255)  sont  des  cas  particuliers  des  précédentes. 

2.  Cissoide  (Exercice  2,  p.  236). 

r  :=  2  «  (sec  6  —  cos  6) 
R.  L'arc  compté  à  partir  du  pôle  a  pour  valeur 


-0  ^v/tg20  +  4    t^dt 

za  I      tg-0  dh  V  tff'^e  4-  4  =  2a  1  ^^ZZ^ 


Intégration  facile. 

3.  Courbes  gauches.  —  Arcs  des  deux  courbes  suivantes  : 

x^  x^  ^  .y  a  ^       a  -\-x 

w  --  ^:r-  '  z^  TT-,  et  x  =  asm->  z  =  -  Log • 

2a  ba-  a  4  a  —  x 

R.  L'arc  compté  de  l'origine  a  pour  valeur  s  =  x  -{-  z  pour  les  deux 
courbes. 

;^  3.  Définitions  analytiques  les  plus  générales 

des  courbes  continues,  fermées,  rectifiables,  quarrables. 

Fonctions  à  variation  bornée.  Intégrales  curvilignes. 

298.  Fonctions  à  variation  bornée.  —  Soient  y^-^f[x)  une  fonction 
de  X  bornée  dans  l'intervalle  («,  b)  et  X  un  point  de  cette  intervalle, 
donnons  à  x  une  suite  de  valeurs  croissantes  x^^  =  a,  x„,...  .Cn , 
x,i^i  =  X  ;  soient  //i,  ji/o,...  jhi+i  =^  Y  les  valeurs  correspondantes  de  y  ; 
faisons  la  somme  des  différences  successives  de  y  ;  il  viendra 

n 

p  désignant  la  somme  des  différences  positives  et  —  7i  celle  des  diffé- 
rences négatives.  Désignons  encore  par  t  la  somme  des  différences  abso- 
lues ;  nous  aurons 

}i 
(2)  ^  =-  ï  I  y  KM  —  yk  \^p-\r  «. 

Les  valeurs  extrêmes  a  et  X  restant  fixes,  les  trois  sommes  p^  «,  t 
dépendent  encore  du  nombre  et  de  la  position  des  valeurs  intermédiaires. 
Faisons  varier  ces  deux  éléments  de  toutes  les  manières  possibles;  si  l'une 
des  trois  sommes  est  bornée,  les  deux  autres  sommes  le  seront  aussi,  en 
vertu  des  équations  (1)  et  (2).  Quand  il  en  sera  ainsi,  nous  dirons  que 
y  est  une  fonction  à  variation  bornée  entre  a  et  X.  (('.  Jordan.) 

Dans  cette  hypothèse,  on  peut  choisir  successivement  les  points  inter- 
médiaires de  manière  que  p  s'approche  indéfiniment  de  sa  limite  supé- 
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rieure  P.  Les  équations  (1)  et  (2)  montrent  que  n  et  l  tendront  en  même 
temps  vers  leurs  limites  supérieures  iS  et  T  et  ces  équations  elles-mêmes 
deviendront,  à  la  limite, 

Y-^,-=P-N,  T=^P  +  N. 

Nous  allons  faire  connaître  maintenant  quelques  propriétés  impor- 
tantes des  sommes  p,  n,  t  et  de  leurs  limites  supérieures  P,  N  et  T. 

P  Si  Von  aioute  une  nouvelle  valeur  intermédiaire  ç  entre  x/^  et  xiij.^, 
la  somme  t  peut  augmenter  mais  non  dccroitre  ;  elle  augmente  (V ail- 
leurs au  maximum  du  double  de  V oscillation  de  y  dans  Vintervalle 

Soit  r,  la  valeur  de  //  au  point  :  ;  l'adjonction  do  ce  point  remplace  dans  t 
le  terme  unique  |  yh^i  —  \in  \  par  deux  autres,  dont  la  somme  est  au 
moins  égale,  |  î//5_i —  t^,  |  -f-  |  T|  —  y^  |.  D'autre  part,  chacun  de  ces  nou- 
veaux termes  est  au  plus  égal  à  l'oscillation  de  xj  entre  X)^  et  ^^^1. 
Donc  t  ne  peut  croiti'e  de  plus  du  double  de  cette  limite. 

2°  Si  y  est  coiitinue,  les  sommes  p,  n,  t  ont  respectivement  P,  N  et  T 
pour  limites  quand  les  valexi.rs  intermédiaires  de  x  se  rapprochent  indé- 
ftnim^ent  les  unes  des  autres. 

Le  théorème  vrai  pour  une  des  trois  sommes  le  sera  pour  les  deux 
autres.  Démontrons-le  pour  t  seulement. 

Pour  cela,  il  faut  montrer  que  la  somme  t  relative  à  un  système  S  de 
points  intermédiaires  surpasse  T  —  2  e,  quelque  petit  que  soit  le  nombre 
positif  donné  2 1,  pourvu  que  les  intervalles  de  ces  points  soient  assez 
petits. 

On  peut  d'abord,  par  définition  de  T,  trouver  un  système  de  points  S' tel 
que  la  somme  correspondante  t'  vérifie  la  condition  i'  >  T  —  £.  Soit  v  le 
nombre  des  points  de  S'.  Je  dis  que  le  système  de  points  S  fournira  uue 
somme  tyT  —  2^,  pourvu  que  ses  intervalles  soient  tous  inférieurs 
à  s:  2v. 

Considérons,  en  effet,  un  troisième  système  de  points  S", formé  de  la 
réunion  de  ceux  de  S  et  S",  et  soit  t"  la  somme  correspondante.  Comme 
il  faut  ajouter  /  points  au  plus  pour  passer  de  S  à  S",  il  faut  v  accroisse- 
ments au  plus,  tous  moindres  que  i  :  v  (propriété  1°) ,  pour  passer  de  ^  à  t". 
On  a  donc  t  -\-  t  y  t".  Mais,  d'autre  part,  S"se  forme  aussi  par  l'adjonc- 
tion de  nouveaux  points  à  S'.  Donc  t"  >  <'  et  a  fortiori  t"  >  T  —  t. 
Nous  obtenons  donc  l'inégalité  à  démontrer  t  -{-  t  >  T  —  î. 

3°  Si  la  fonction  y  est  à  variation  bornée  dans  Vintervalle  [a,  b),  elle 
est  de  même  nature  dans  toute  portion  (a,  X)  de  cet  intervalle  et  les 
quantités  P,  N,  T  so7ît  des  fonctions  stationnah^es  ou  croissantes  de  X. 

Donnons  à  x  une  suite  de  valeurs  intermédiaires  entre  a  et  b  et  pre- 
nons X  au  nombre  de  ces  valeurs.  Considérons  la  suite  des  valeurs  cor- 
respondantes de  /y.  La  somme  des  différences  absolues  de  ces  valeurs 

!2U 
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entre  «  et  X  sera  moindre  que  la  somme  analogue  entre  a  et  h.  Donc,  si 
cette  dernière  a  une  limite,  la  première  en  a  une  aussi  et  y  est  à  varia- 
tion bornée  dans  l'intervalle  (a,  X).  Le  même  raisonnement  prouve  que  T, 
qui  est  la  limite  de  la  somme  précédente,  ne  peut  pas  diminuer  quand  X 
augmente.  La  démonstration  est  analogue  pour  P  et  N. 

4°  Si  la  fonction  à  variation  bornée  y  est,  en  outre,  continue  dans 
Vintervalle  («,ô),  P,  N  e^  T  sont  aussi  fonctions  continues  de  X  dans  le 
même  intervalle. 

Il  suffit  de  prouver  le  théorème  pour  T. 

Considérons  le  système  de  valeurs  :  x-^  =«,  x^,...  a;,jj.i  =  J  ;  soit  Ti 
la  valeur  de  T  pour  X  =  xi  et  posons 

i 

i 

Chacune  des  quantités  ti  a  pour  limite  Tj  quand  les  valeurs  intermé- 
diai''es  se  rapprochent  indéfiniment.  On  peut  d'abord  les  supposer  suffi- 
samment rapprochées  pour  que  la  différence  entre  t,i  et  sa  limite  Tu  soit 
<  £.  La  différence  entre  ii  et  T/  ne  peut  être  plus  grande,  si  i  est  <  n, 
car  t,i  subit  les  mêmes  accroissements  que  t^  quand  on  ajoute  de  nouvelles 
valeurs  entre  a  et  Xè  .  On  a  donc 

T,^i  —  Ti<{ti^,-r^  —  ti=^  I  yi^ri—lli  I  +- 
Mais  on  peut  aussi  supposer  les  valeurs  de  x  suffisamment  voisines 
pour  que  les  différences  successives  de  y  soient  toutes  <  s,  car  cette  fonc- 
tion est  continue  par  hypothèse.  On  aura  donc,  dans  ce  cas,  T,.;.i  — T,  <2£. 
L'oscillation  de  la  fonction  croissante  T  dans  l'intervalle  (.c,-,  Xt-'.i)  est 
précisément  T/j.i  —  T/.  On  peut  donc  rendre  cette  oscillation  aussi 
petite  qu'on  veut  dans  tous  les  intervalles  à  la  fois,  ce  qui  n'est  possible 
que  si  T  est  continue. 

299.  Propriétés  des  fonctions  à  variation  bornée.  —  I.  Une  fonction 
à  variation  bornée  y  est  la  différence  de  deux  fonctions  bornées,  positives 
et  essentiellement  croissantes  dans  Vintervalle  (a,  h)  et,  de  plus,  conti- 
nues si  y  est  continue.  Réciproquement,  la.  différence  de  deux  fonctions 
bornées  et  non  décroissantes  est  une  fonction  à  variation  bornée. 

Nous  avons  vu  que,  Y  étant  la  valeur  de  y  au  point  X,  on  a 

Y  =  (y. +P)-N. 

Donc  V  est  la  différence  de  deux  fonctions  de  X  bornées  et  non  décrois- 
santes. Ces  fonctions  sont,  de  plus,  continues  si  y  est  continue  (n"  298). 
On  peut  faire  en  sorte  que  ces  deux  fonctions  soient  positives  et  essentielle- 
ment croissantes  ;  il  suffit,  en  effet,  d'ajouter  aux  doux  termes  de  cette 
différence  une  même  quantité  croissante  et  suffisamment  grande,  par 
exemple 

\y,\  -l-(X-a). 
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Réciproquement,  si  z  et  u  sont  deux  fonctions  de  x  bornées  et  non 
décroissantes,  la  fonction  :;  —  u  est  à  variation  bornée.  En  effet,  la  diffé- 
rence des  valeurs  de  z  —  ii  pour  deux  valeurs  x^  et  i>.;.  i  de  x  est  au 
plus  égale  à  la  somme  des  accroissements  de  z  et  de  u  dan#  cet  inter- 
valle. Donc  la  somme  de  toutes  ces  différences  entre  deux  valeurs 
extrêmes  de  x  ne  peut  sui'passer  la  somme  des  accroissements  de  ;  et 
de  u  entre  les  mêmes  valeurs  et  ^  —  u  est  à  variation  bornée. 

II.  La  soynme,  la  différence  et  le  produit  de  deux  fonctions  à  varia- 
tion bornée  sont  des  fonctions  de  même  nature.  L'inverse  1  :  y  d'une 
fonction  à  variation  bornée  sera  aussi  de  même  nature,  pourvu  qtie  \  y  | 
reste  supérieur  ô  un  nombre  positif  fixe . 

La  première  partie  se  démontre  immédiatement  en  considérant  les 
deux  fonctions  y  et  //'  comme  les  différences  z  —  u  et  .:■'  —  «/.'  de  deux 
fonctions  non  décroissantes.  On  a,  en  effet, 

yy'  =[zz'  \uu')  —  {zu'  ^uz'). 

La  dernière  partie  se  vérifie  aussi  facilement,  en  observant  que,  si  |  ^  | 
est   >  ijL,  la  somme 


t^^ 


\ 1^ 


reste  toujours  sëpérieure  à  un  nombre  fixe. 

III.  Une  fonction  est  intégrable  dans  tout  intervalle  où  elle  est  à 
variation  bornée. 

En  effet,  une  fonction  non  décroissante  étant  intégrable  (n°  234,  111), 
une  fonction  à  variation  bornée  est  la  différence  de  deux  fonctions  inté- 
grables  et  est,  par  conséquent,  intégrable. 

300.  Lignes  continues.  Contours  fermés  (^).  — Considérons  deux  fonc- 
tions continues  de  ( 

"î'  =  'fW,      y-'Hi) 

et  faisons  varier  t  de  t^  k  T,  le  point  M  [x,  y)  décrit  une  courbe  plane 
continue  t^  T. 

Si  le  point  M  revient  à  son  point  de  départ  pour  ^  =  T,  la  courbe  est 
fermée.  Si  x  et  y  ne  reprennent  le  même  système  de  valeurs  que  pour 
le.s  valeurs  extrêmes  de  t,  la  courbe  ne  se  coupe  pas  elle-même  et  nous 
(lirons  qu'elle  forme  un  contour  fermé  simple  ou  encore  qu'elle  est  sans 
point  multiple. 

La  distance  d'un   point   fixe  A  (:,  t,)  au  point  M  [x,  y]  d'une  ligne 

fi)  C'est  M.  C.  Jordan  qui  a  éliulié  le  premier  les  courbes  au  point  de  vue 
général  où  nous  nous  plaçons  ici  {Cours  d'analyse  de  l'Ecole  Polytechnique, 
1893). 
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continue  est  une  fonction  continue  de  t.  Si  le  point  A  n'est  pas  sur  la 
courbe,  cette  fonction  ne  s'annulera  pas  ;  elle  admettra  un  minimum 
différent  de  zéro  qu'elle  atteindra  pour  une  certaine  valeur  de  i  et  que 
nous  appellerons  la  distance  du  point  h.  à  la  courbe. 

Si  le  point  A  n'est  pas  iixe,  mais  seulement  assujetti  à  se  trouver  sur 
une  courbe  continue  ;  =  <ï>  (m),  yj  =  W  (^<),  la  distance  des  points  A  et 
M  est  fonction  continue  de  t,  u.  Si  les  courbes  ne  se  rencontrent  pas,  le 
minimum  de  cette  distance  sera  différent  de  zéro  et  s'appellera  la  distance 
des  deux  courbes. 

301.  Nous  nous  proposons  de  démontrer  les  propriétés  fondamentales 
des  contours  fermés.  Pour  cela,  nous  utiliserons  un  procédé  de  démon- 
stration qui  consiste  à  décomposer  la  courbe  en  tronçons  consécutifs,  à 
couvrir  la  courbe  d'un  réseau  à  mailles  rectangulaires  et  à  former  des 
chaînons  sur  les  divers  tronçons  comme  nous  allons  l'indiquer. 

Une  courbe  continue  t^  T  étant  donnée,  ses  coordonnées  x  et  y  sont 
des  fonctions  limitées.  On  peut  donc  commencer  par  tracer  un  rectangle 
dont  les  côtés  soient  parallèles  aux  axes  et  qui  contienne  toute  la  courbe 
sans  la  rencontrer.  On  décompose  ensuite  ce  rectangle  lui-même  en 
parties  aussi  petites  qu'on  le  veut  en  menant  aux  deux  cjtés  des  paral- 
lèles suffisamment  rapprocbées.  Le  réseau  est  alors  construit. 

Supposons  qu'on  partage  la  courbe  ^,  T  en  tronçons  par  les  points 
^1,  t<i,...  On  peut  supposer  ces  valeurs  de  ^suffisamment  voisines  pour 
que  la  distance  de  deux  points  d'un  même  tronçon  reste  inférieure  à  une 
limite  donnée  ô.  Construisons  un  réseau  dont  toutes  les  mailles  aient  leur 
diagonale  inférieure  à  une  seconde  limite  donnée  o'  et  consiiérons  un 
tronçon  en  particulier,  t)^  ^;,  a.  j.  Hachurons  chaque  maille  rencontrée  par 
ce  tronçon,  La  région  hachurée  pourra  présenter  des  vides,  mais  non  ^e 
composer  de  morceaux  séparés,  car  la  courbe  ti^  t^:^  j  étant  continue  ne 
pourrait  sauter  de  l'un  dans  l'autre.  Hachurons  aussi  les  vides,  s'il  y  en 
a.  La  région  hachurée  aura  un  contour  polygonal  extérieur  sans  points 
multiples,  enveloppant  le  tronçon  t^ih-'r  i  sans  le  rencontrer,  et  dont  tous 
les  points  seront  à  une  distance  du  tronçon  moindre  que  c)'.  La  portion 
du  plan  que  nous  venons  d'hachurer  constitue  le  cfiainon  thti^±.i.  La 
distance  de  deux  points  appartenant  au  contour  du  chaînon  sera  infé- 
rieure à  0  -f-  2o'.  Il  en  sera  de  même,  par  conséquent,  pour  deux  points 
quelconques  du  chaînon. 

Nous  pouvons  établir  maintenant  les  propriétés  fondamentales  des 
contours  formés. 

302.  Propriétés  des  contours  fermés  ('). —  I.  Etant  donné  un  contour 
fermé  simple  t-^  T,  on  peut  constrxdre  deux  polygones  fermés,  sans  point 

(')  Les  théorèmes  I  et  II  se  trouvent  dans  le  cours  d'analyse  de  M.  C.  Jordan 
qui  les  a  démontrés  le  premier,  mais  par  des  considérations  dilTércntes. 
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multiple,  intérieurs  Vun  à  Vautre,  tels  que  la  courbe  soit  renfermée  tout 
entière  dans  la  région  annulaire  comprise  entre  eux,  que  tout  point  de 
la  régioti  annulaire  soit  à  une  distance  moindre  que  t  de  la  courbe  et 
tout  point  de  la,  courbe  à  une  distance  moindre  que  h  de  chacun  des 
deux  contours  polygonaux. 

Soient  o  et  o'  deux  nombres  positifs  vérifiant  la  condition  o  -|-  2o'  <  t. 
Décomposons  par  les  points  t^,t.-,,...\Q  contour  en  tronçons  consécutifs  sur 
chacun  desquels  l'écart  de  deux  points  reste  inférieur  à  o.  Soit  A  la  plus 
petite  des  distances  de  deux  tronçons  non  consécutifs.  Construisons  un 
réseau  dont  les  mailles  aient  une  diagonale  à  la  fois  plus  petite  que  o'  et 
que  A  :  4  et  formons,  sur  chacun  des  tronçons  de  la  courbe,  le  chaînon 
correspondant,  comme  il  a  été  expliqué  ci-dessus.  Ces  chaînons  auront 
toutes  leurs  dimensions  inférieures  à  o  —  2o'  =  t.  D'autre  part,  comme 
le  bord  d'un  chaînon  reste  à  une  distance  moindre  que  A  :  4,  du  tronçon 
correspondant,  deux  chaînons  non  consécutifs  ne  peuvent  se  toucher. 
Considérons,  au  contraire,  les  points  ^i,  t^,...  communs  à  deux  chaînons 
consécutifs  comme  des  ptoints  de  soudure,  l'ensemble  des  chaînons  for- 
mera une  chaîne  fermée,  enveloppant  une  région  déterminée  du  plan. 

Traçons,  dans  le  plan,  les  contours  de  tous  les  chaînons.  Ceux-ci  dé- 
composeront le  plan  en  un  certain  nombre  de  régions  :  une  région  unique 
extérieure  à  la  chaîne  ;  une  région  unique  intérieure  à  la  chaîne  ;  enfin, 
un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  régions  limitées  par  les  contours  de 
deux  chaînons  consécutifs  seulement.  Nous  réunirons  toutes  celles-ci  en 
une  seule  que  nous  appellerons  Vanneau.  Cet  anneau  sera  limité  par  deux 
contours  polygonaux  P  et  P',  sans  point  multiple,  qui  répondent  à  la 
question. 

En  effel,  tout  point  de  la  courbe,  tombant  dans  un  chaînon  de  dimen- 
sions moindres  que  z,  est  à  une  distance  moindre  que  s  des  deux  contours 
P  et  P',  qui  empruntent  tous  deux  le  contour  du  chaînon.  Il  reste  donc 
seulement  à  démontrer  que  tout  point  m  de  Vanneau  est  aussi  à  une 
distance  moindre  que  t  de  la  courbe.  Pour  cela,  nous  observons  que  le 
point  m  se  trouve  dans  une  région  R  limitée  par  les  contours  de  deux 
chaînons  consécutifs.  Soit  ^z,  le  point  de  soudure  de  ces  deux  chaînons; 
la  droite  ti^m  sortira  de  la  région  R  au  delà  du  point  m,  mais  en  un 
point  d'un  des  deux  chaînons,  donc  à  une  distance  <£  du  point  t}^.  Donc 
m  est  a  fortiori  à  une  distance  <  s  du  point  ih  de  la  courbe. 

II.  Tout  contour  fermé  simple  décompose  le  plan  en  deux  régions 
Vune  intérieure  et  Vautre  extérieure  à  la  courbe. 

Soient  p  un  point  non  situé  sur  la  courbe,  o  sa  distance  à  la  courbe. 
Construisons  un  anneau  dont  tous  les  points  soient  à  une  distance  de  la 
courbe  moindre  que  o  ;  le  point  p  tombera  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur 
de  l'anneau.  Nous  dirons  dans  le  premier  cas  qu'il  est  intérieur  à  la 
courbe,  dans  le  second  qu'il  est  extérieur. 

Cette  distinction  ne  dépend  aucunement  de  la  manière  de  construire 
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l'anneau,  mais  correspond  à  des  propriétés  distinctives  par  rapport  à  la 
courbe. 

En  effet,  si  le  point  p  est  extérieur  à  l'anneau,  il  est  possible  de  tracer 
une  ligne  polygonale  partant  de  p  et  s'éloignant  à  l'infini  sans  rencontrer 
la  courbe. 

Cette  possibilité  disparaît  dès  que  le  point  est  intérieur  à  l'anneau.  En 
effet,  toute  ligne  polygonale  allant  de  ^3  à  l'infini  doit  scinder  la  chaîne  et, 
par  conséquent,  couper  un  chaînon  en  deux,  par  exemple  ^j  t.;,,  entre  ses 
deux  points  de  soudures  ^,  et  t^.  Le  tronçon  «"j  t^,  qui  est  situé  tout  en- 
tier dans  ce  chaînon,  passe  donc  d'un  morceau  dans  l'autre  et  doit  ren- 
contrer la  coupure. 

L'ensemble  des  points  intérieurs  et  l'ensemble  des  points  extérieurs 
constituent  respectivement  les  régions  intérieure  etea;ténewreàlacourbe. 
La  région  intérieure  ne  peut  pas  se  réduire  à  zéro,  car  elle  contient 
au  moins  une  maille  du  réseau  qui  a  servi  à  construire  la  chaîne.  Enfin, 
deux  points  intérieurs  ou  deux  points  extérieurs  peuvent  toujours  être 
réunis  par  une  ligne  polygonale  qui  ne  rencontre  pas  la  courbe,  car  on 
peut  construire  un  anneau  contenant  les  deux  points  et  une  ligne  qui  les 
réunit  sans  rencontrer  l'anneau. 

Suivant  que  i  varie  de  ^1  à  T  ou  de  T  à  t^  le  contour  fermé  est  par- 
couru dans  deux  sens  opposés.  Nous  appellej'ons  sens  direct  celui  qui 
laisse  à  gauche  l'intérieur  de  l'anneau  et  nous  dirons  qu'il  laisse  à  gauche 
l'intérieur  de  la  courbe.  L'autre  sera  le  sens  rétrograde. 

III.  Un  contour  fermé  simple  étant  partagé  en  plus  de  trois  tronçons 
consécutifs,  on  peut  y  inscrire  un  polygone  fermé,  satis  poitit  multi- 
ple, tel  que  les  sommets  se  suivent  dans  le  même  ordre  sur  la  courbe  que 
sur  le  polygone  et  quil  y  ait  au  inoins  un  sommet  sur  chaque  tronçon. 

(•onstruisons  un  réseau  assez  serré  pour  qu'une  même  maille  ne  puisse 
s'étendre  sur  deux  tronçons  non  consécutifs.  Comme  on  peut  décrire 
toutes  les  parties  du  contour  situées  dans  une  même  maille,  en  parcou- 
rant deux  tronçons  consécutifs  seulement  dans  le  sens  direct,  on  peut 
assigner,  sans  ambiguïté,  pour  chaque  maille  m^  rencontrée  par  le  con- 
tour, un  premier  point  d'entrée  Iv(  et  un  dernier  point  de  sortie  8;^ . 

L'indice  1  étant  attribué  arbitraii'ement  à  une  pi-emière  maille  ?«,, 
donnons  l'indice  2  à  celle  où  le  contour  pénètre  au  {)oint  Sj,  puis  l'in- 
dice 3  à  celle  où  il  pénètre  au  point  S„,  et  ainsi  de  suite.  Considérons  la 
suite  des  mailles  m,,  m^,...  numérotées  de  la  sorte.  Le  nombre  des 
mailles  du  réseau  étant  limité,  il  y  a  une  première  maille  qui  se  repro- 
duira dans  la  série.  Comme  on  peut  recommencer  le  numéiotage  en  par- 
tant de  celle-là,  nous  supposeions  que  ce  soit  la  maille  ???,  et  qu'elle  se 
reproduise  pour  la  première  fois  à  l'indice  »  -f  1.  Construisons  le  poly- 
gone SjSo...  S„Si;  ce  polygone  répondra  à  la  question. 

En  effet,  les  côtés  de  ce  polygone  tombent  successivement  dans  les 
mailles  différentes  jn.,,  W3,...  w,j,  "^i  et  ne  peuvent  se  couper.  Deux 
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sommets  consécutifs  S/,  ctS^j-i,  étant  sur  la  courbe  E^j-iSa-^i  se  suivent 
dans  le  sens  direct  sur  un  même  tronçon  ou  sur  deux  tronçons  consécu- 
tifs. Donc,  en  parcourant  la  série  des  sommets  Sj,  S,,...,  on  parcourt 
successivement  les  tronçons  dans  le  même  sens,  sans  en  sauter  aucun,  et, 
comme  on  revient  au  point  de  départ,  on  les  parcourt  tous.  ^ 

Remarque.  —  Il  résulte  du  théorème  précédent  que  l'on  peut  inscrire, 
autour  d'un  contour  fermé  simple,  un  polygone  sans  point  multiple 
dont  les  côtés  soient  aussi  petits  qu'on  le  veut.  Il  suffit  pour  cela  de 
décomposer  préalablement  le  contour  en  tronçons,  par  des  valeurs  assez 
rapprochées  de  t  pour  que  l'écart  de  deux  points,  situés  sur  deux  tron- 
çons consécutifs,  ne  surpasse  pas  la  limite  voulue. 

303.  Courbes  rectifiables.  —  Considérons  une  courbe  continue, 
définie  par  les  deux  équations 

^  =  ?(/),■         y  =  ^(<). 

Donnons  à  t  une  suite  de  valeurs  t^,  t^,  ...  tn,  ^n+i  =  T.  Soient,  en 
général,  xt^  yt  les  valeurs  de  x,  y  pour  t  =  ii.  Le  périmètre  p  du  poly- 
gone inscrit,  ayant  ces  points  pour  sommets,  sera 

n 

Faisons  tendre  vers  zéro  les  amplitudes  de  tous  les  intervalles 
(^i^i  —  t^.  Si  le  périmètre  du  polygone  ainsi  construit  tend  vers  une 
limite  déterminée  et  constante,  quel  que  soit  le  mode  de  subdivision  de 
l'intervalle  {t-^,  T)  en  parties  infiniment  petites,  nous  dirons  que  l'arc 
correspondant  de  la  courbe  est  recti fiable  et  que  la  longueur  de  Varc 
est  égale  à  cette  limite. 

Pour  que  cette  limite  existe,  il  faut  d'abord  que  le  périmètre  consi- 
déré ne  croisse  pas  indéfiniment.  Oj"  le  côté  t^  tij^^  est  au  moins  égal  à 
I  Xi^i  —  Xi  I  et  à  I  UiJ^i  —  î/j  I,  mais  ne  peut  surpasser  la  somme  de 
ces  quantités.  Pour  que  le  périmètre  reste  fini,  il  est  donc  nécessaire  et 
suffisant  que  les  deux  sommes 

H  n 

S  I  Xi+i  —Xi\  et        2  I  î/j^i  —  iji  I 

soient  limitées  et,  par  suite,  que  cp  (^)  et  '\>  [t)  soient  des  fonctions  à 
variation  bornée  dans  l'intervalle  {t^,  T). 

Cette  condition  nécessaire  pour  que  l'arc  soit  rectifîable  est  aussi 
suffisante.  En  effet,  supposons  qu'elle  soit  vérifiée.  Nous  pourron.s 
désigner  par  L  la  limite  supérieure  des  périmètres  de  tous  les  polygones 
possibles  et  nous  allons  montrer  que  le  périmètre  du  polygone 
t^  t.^  ...  ^,j_,.i  T  tend  vers  L  quand  l'amplitude  de  tous  les  intervalles 
tend  vers  zéro. 

Pour  établir  ce  théorème,  il  suffit  d'observer  que  le  périmètre  p  reste 
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stationnaire  ou  augmente  quand  on  intercale  un  nouveau  sommet  entre 
tfibt  i/i+i  mais  que  cette  augmentation,  ne  pouvant  surpasser  la  somme 
des  deux  nouveaux  côtés,  est  inférieure  au  double  de  la  somme  des 
oscillations  de  ./;  et  de  y  dans  l'intervalle  (^^j,  ik+i) . 

Cette  remarque  est  entièrement  analogue  à  celle  qui  a  été  faite  au 
n°  298  (1°)  et  sur  laquelle  repose  la  démonstration  de  la  propriété  (2°). 
Donc  en  raisonnant,  dans  le  cas  présent,  sur  p  et  L  comme  nous  avons 
raisonné  là  pour  prouver  que  t  a  pour  limite  T,  nous  en  concluons  que 
p  a  pour  limite  L.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  de 
M.  C.  Jordan  : 

La  coïidition  nécessaire  et  suffisante  pour  qiiune  courbe,  dont  les 
coordonnées  sont  expritnées  en  fonction  de  t,  soit  rectifïable,  est  que 
ces  coordonnées  x  et  y  soient  des  fonctions  continuas  de  t  à  vaination 
bornée. 

Les  propriétés  fondamentales  de  l'arc  d'une  courbe  rgçtifiable  sont  les 
suivantes  :  ^ 

1°  Si  Von  partage  v.n  arc  en  plusieurs  parties,  la  longueur  totale  est 
égale  à  la  somme  des  longueurs  de  chaque  partie. 

C'est  ce  que  montre  immédiatement  la  considération  des  polygones 
inscrits  dans  chacune  des  parties  et  dont  l'ensemble  est  inscrit  dans  l'arc 
total. 

2°  La  longueur  s  d'un  arc  compté  d'un  point  fixe  t^  à  un  point 
mobile  t  est  une  fonction  continue  et  croissante  de  t. 

L'arc  varie  en  croissant  à  cause  de  la  propriété  précédente  et  sa  con- 
tinuité se  prouve  comme  celle  de  la  fonction  T  considérée  au  n°  298  (4"). 

3°  Donc  t  est,  réciproquement,  une  fonction  continue  et  croissante 
de  s.  Les  coordonnées  x  et  y,  qui  sont  fonctions  continues  de  t,  peuvent 
donc  toujours  être  considérées  comme  fonctions  continues  de  s. 

4°  Si  X  et  y  ont  des  dérivées  contimces  x'  et  y\  s  a  aussi  une  dérivée 
continue. 

Soient  t  qX,  t  -\-  \t  deux  valeurs  de  t,  As  l'arc  compris  entre  elles. 
Désignons  pai'  M  et  m  les  limites  supérieure  et  inféiieure  de  .'•'"  dans 
l'intervalle  It,  par  M,  et  in^  les  limites  analogues  pour  //'.  Inscrivons 
dans  l'arc  As  le  polygone  ayant  pour  sommets  les  points  i,  ...  ti,  ti^i  ... 
t  -\-  \t.  Le  côté  quelconque  ti  tjj^i  qui  a  pour  mesure 


\(Xis.i  —  Xi  )2  +  (y^.i  —  yi  Y 
mule  des  accroissements  finis, 

V  'n  +  m,  (//xi  —  t,),  Vm  +  M,  (/,.-.  —  ti) 


est,  en  vertu  de  la  formule  des  accroissements  finis,  compris  entre  les 
limites 
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Donc  le  périmètre  total  et,  par  conséquent,  sa  limite  \s  seront  com- 
pris entre  les  deux  quantités 

V^  +  mi  \t,  Vm  4-Mi  M. 

On  en  conclut  que  le  quotient  ^s  :  ^t  est  compris  entre  les  deux 
radicaux  \/  7n  -{■  m^  et  \/  M  +  Mj  qui  ont  tous  deux  la  même  limite 
quand  \i  tend  vers  zéro.  Il  vient  donc,  à  la  limite, 

-^  -=  lim  V  wï  +  '>^i  =  \lx'"  +  f-, 

ce  qui  est  la  formule  connue. 

Nous  avons  considéré  jusqu'ici  une  courbe  plane,  mais  ces  considéra- 
tions s'étendent  d'elles-mêmes  à  une  courbe  de  l'espace.  Il  y  a  seulement 
une  coordonnée  en  plus. 

304.  Intégrales  curvilignes.  —  Considérons  les  équations  d'une  ligne 
continue 

^  =  ?  (0,  y  -'\'  ii)> 

et  supposons  que  le  point  (>'\  y)  décrive  un  aro  L  de  cette  ligne  quand  t 
croit  de  t^  à  T.  SoitP  {oc.y)  une  fonction  continue  des  deux  variables  x  et  y. 
Décomposons  l'intervalle  t^T  par  les  points  ^i,  4,...  ik,,---  fnfi  =  Tet  soit 
0,  un  point  arbitraire  de  l'intervalle  t^  tij^i .  Désignons,  en  général,  para?,,  y/ 
et  Çj,  T,^  les  valeurs  de  x,  y  aux  points  ti  et  6^.  Formons  alors  la  somme 

n 

-  P  [h,  ru)  Kii  —CCi). 
i 

Si  cette  somme  tend  vers  une  limite  déterminée  quand  les  valeurs 
successives  de  i  sont  infiniment  voisines,  c'est-à-dire  quand  les  points 
successifs  (.'V,  yi)  se  rapprochent  indéfiniment  les  uns  des  autres,  cette 
limite  s'appelle  l'intégrale  du  Pdx  prise  le  long  de  la  courbe  L  dans  le 
sens  <iT,  et  se  désigne  par  le  symbole 


|J 


P  [x,  y)  dx, 

JL 

Cette  expression  est  une  intégrale  curviligne.  Lorsqu'elle  a  un  sens, 
on  dit  que  la  fonction  Vdx  est  intégrable  le  long  de  la  ligne  L.  On  a  le 
théorème  fondamental  suivant  : 

La  fonction  Pdx  est  intégrable  sur  toute  ligne  continua,  dont 
l'abscisse  x  =  o  [t)  est  une  fonction  à  variation  bornée^  et  dans  ce  cas, 
l'intégrale  effectuée  sur  cette  ligne  se  ramène  à  des  intégrales  définies 
ordinaires. 

Nous  pouvons  poser  x  ^=  u  —  z,  w  et  ^  désignant  deux  fonctions  con- 
tinues de  t,  essentiellement  croissantes  (n°  299)  et  qui  varient  de  u^  à  U 
et  de  vj  à  Z  quand  t  varie  de  t^  à  T.  Mais  alors  t  est,  réciproquement,  une 
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fonction  continue  constamment  croissante  de  u  entre  ii^  et  U,  et  aussi 
une  fonction  continue   constamment   croissante   de   z    entre  z^   et   Z. 
-»  Donc  P,  qui  est  fonction  continue  de  t,  peut  être    aussi  considérée  soit 
comme  fonction  continue  de  u  soit  comme  fonction  continue  de  z. 
Soient  ut,  zi  les  valeurs  de  u,  z  au  point  U  ;  il  viendra 

S  P  (^à  -i.)  (^^ii  -  ■'^/)  -  S  P  («.il  -  ih)  -  ^  P  {zi^i  -  =.)• 
Si  l'on  prend  u  comme  variable  dauf  la  première  somme  du  second 
membre,  et  z  comme  variable  dans  la  ser'onde,  chacune  de  ces  deux 
sommes  a  pour  limite  une  intégrale  définie  ordinaire.  Passons  donc  à  la 
limite  dans  cette  équation  ;  nous  obtenons  la  formule 


\^dx=  {vdu—  {'Pdz 


L'intégrale  curviligne  \  Q,dy  &q  définit  d'une  manière  toute  semblable 
à  celle  de  P  dx.  L'intégrale  de  la  forme  plus  générale 

flPf/.r+Qc/;?/) 

est,  par  définition,  la  somme  des  deux  précédentes.  Celle-ci  aura  donc 
toujours  une  valeur  bien  déterminée  si  les  fonctions  a:  et  y  sont  à  varia- 
tion bornée,  c'est-à-dire  si  la  ligne  d'intégration  est  rectifiable. 

305.  Contours  fermés  quarrables.  —  Considérons  un  contour  fermé 
simple  C.  Traçons  un  rectangle  contenant  co  contour  et  couvrons  le 
d'un  réseau  à  mailles  rectangulaires,  comme  on  l'a  expliqué  précédem- 
ment (no  301).  Soient  S,  la  somme  des  aires  des  mailles  qui  ne  contiennent 
que  des  points  intérieurs  à  la  courbe  et  S2  la  même  somme  augmentée  de 
toutes  les  mailles  rencontrées  par  la  courbe.  Si  ces  deux  sommes  Sj  et 
S2  tendent  vers  une  même  limite  S  quand  les  mailles  du  réseau  dé- 
croissent indéfiniment,  on  dit  que  le  contour,  ou  que  l'aire  intérieure  au 
contour,  est  quarrable  et  que  cette  aire  a  pour  valeur  S. 

Ciîtte  définition  (')  est  conforme  à  l'idée  que  nous  nous  faisons  d'une  aire 
plane.  En  effet,  la  somme  S,  ne  contenant  que  des  points  intérieurs  doit 
être  considérée  comme  une  limite  inférieure  de  l'aire  intérieure,  d'autre 
part,  tout  point  intérieur  se  trouvant  dans  S^,  on  doit  regarder  S.^  comme 
une  limite  supérieure  de  l'aire. 

De  là  le  théorème  suivant  : 

\.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'aire  intérieure  d 
un  contour  fe7'mé  soit  quarrable,  est  que  la  somme  des  mailles  du  réseau 
rencontrées  par  le  contotcr  ait  pour  limite  zéro,  quand  toutes  ces  mailles 
décroissent  indéfiyiiment. 

(')  La  notion  d'aire  peut  encore  se  généraliser  davantage,  mais  il  faut  la 
rattacher  à  la  théorie  des  intégrales  doubles  qui  sera  exposée  dans  le  second 
volume. 
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Cette  condition  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

II.  Poiir  que  laire  comprise  dans  un  contour  fermé  soit  quafifible,  il 
est  nécessaire  et  suffisant  que  Von  puisse  construire  sur  ce  contour  un 
anneau  (n"  302)  dont  Taire  soit  aussi  petite  que  Von  veut. 

En  eflet,  si  l'on  construit  un  réseau  R,  toutes  les  mailles  rencontrées 
par  la  courbe  font  partie  de  l'anneau  construit  avec  ce  réseau.  Si  l'aire 
de  l'anneau  tend  vers  zéro,  la  somme  de  ces  mailles  tendra  donc  aussi 
vers  zéro. 

D'autre  part,  l'ensemble  des  mailles  rencontrées  par  la  courbe  forme 
une  région  d'un  seul  morceau  pouvant  présenter  des  vides.  Soit  o  la 
plus  petite  distance  de  sa  frontière  à  la  courbe.  Tout  anneau  dont  les 
points  seront  à  une  distance  <  5  de  la  courbe,  sera  tout  entier  dans  cette 
région.  Donc  si  l'aire  de  cette  région  peut  être  supposée  arbitrairement 
petite,  on  peut  aussi  construire  un  anneau  d'une  aire  arbitrairement 
petite. 

III.  Tout  contour  fermé  simple  ^  =  f  (^),  ^  =  4'  (^)>  ^^^^<^  quarrable 
si  Vune  de  ces  deu:r  fonctions  x  ou  y  de  t  est  à  variation  bornée. 

Soit  ^,T  l'intervalle  dans  lequel  t  décrit  la  courbe.  Décomposons-le 
par  les  points  ti,  t^...  t,^+^  =  T.  Soient  ï^  et  r^i  les  oscillations  ie  x  et  y 
dans  l'intei'valle  ti  ti+i.  Le  tronçon  ti  4.|-i  de  la  courbe  peut  être  inscrit 
dans  un  rectangle  de  côtés  zi  et  T,^  .  Par  conséquent,  quand  les  mailles 
tendront  vers  zéro,  la  somme  de  celles  qui  rencontrent  ce  tronçon  aura 
une  limite  égale  ou  inférieure  au  produit  e^  tj^-  qui  mesure  ce  rectangle. 
La  somme  des  mailles  qui  rencontrent  le  contour  proposé  a  donc  une 
limite  inférieure  à  Ss/  t^j  .  Si  a\  par  exemple,  est  à  variation  bornée, 
X  est  la  différence  de  deux  fonctions  non  décroissantes,  w  et  -c,  qui  varient 
de  Ml  à  U  et  de  ^1  à  Z  dans  l'intervalle  t^T.  Soit  r,  la  plus  grande  des 
quantités  r,,  .  On  aura 

ï  s,  T,,   <   r,  V  £,:   <   r,  [U  —  W,   +  Z  —  Z,] 

La  somme  des  mailles  rencontrées  par  la  courbe  a  donc  une  limite 
inférieure  à  cette  dernière  quantité.  Celle-ci  peut  être  rendue  plus  petite 
que  toute  quantité  donnée,  car  r,  peut  être  supposé  aussi  petit  qu'on  veut 
en  rapprochant  suffisamment  les  valeurs  intermédiaires  de  t.  Donc  la 
somme  des  mailles  du  réseau  rencontrées  par  la  courbe  a  pour  limite 
zéro. 

On  conclut,  comme  cas  particulier,  de  ce  théorème  que  toute  cout'be 
fermée  rectiflable  sera  quarrable^  puisque  ses  deux  coordonnées  seront 
des  fonctions  de  if  à  variation  bornée. 

IV.  L'aire  intérieure  à  un  contour  fermé  simple  et  quarrable  C  peut 
s  exprimer  par  Vune  des  trois  intégrales  curviligjies  suivantes  : 

xdy,       —        ydx,       \\      [xdy—ydx), 
J  [O  J  [c]  V(c) 
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effectuée  sur  le  contour  C  dans  le  sens  direct,  pourvu  toutefois  que  cette 
intégrale  soit  déterminée.  Cette  condition  sera  d'ailleurs  remplie  pour 
la  première  si  y  est  une  fonction  de  t  à  variation  bornée,  pour  la 
seconde  si  x  est  à  variation  bornée,  et  pour  toutes  les  trois  si  la  courbe 
est  recti fiable. 

Considérons  d'abord  la  seconde  des  intégrales  pioposées. 

Construisons  un  anneau  (n°  302)  dont  tous  les  points  soient  à  une 
distance  de  la  courbe  moindre  que  o.  Inscrivons  ensuite  tout  autour  de 
la  courbe  C  un  polygone,  sans  point  multiple,  dont  tous  les  côtés 
soient  assez  petits  pour  ne  pas  sortir  de  l'anneau  (n°  302).  La  courbe  et 
le  polygone  étant  tous  deux  sur  l'anneau,  la  différence  des  aires  inté- 
rieures à  l'un  et  à  l'autre  sera  plus  petite  que  celle  de  l'anneau.  Le  con- 
tour étant  quarrable,  on  peut  faire  tendre  cette  dernière  vers  zéro.  L'aire 
intérieure  au  contour  sera  donc  la  limite  de  l'aire  intérieure  au  polygone 
inscrit. 

Soient  [x^,  y  y),  [x.^,  y  2),...  les  sommets  consécutifs  du  polygone. 
L'aire  S'  du  polygone  se  mesure  par  l'intégrale  de  ydx  effectuée  dans  le 
sens  rétrograde  sur  le  contour  polygonal  (n°  291),  ce  qui  revient  à  faire  la 
quadrature  d'une  somme  de  trapèzes.  Il  vient  ainsi 

S'  =  I  i:  (i/A+i  +  y  h  )  [ooh^i  —  Xk). 

Quand  les  sommets  consécutifs  se  rapprochent  indéfiniment,  chacune  des 
deux  sommes  S  y^^-i  (^a+i  —  ^a  )  ^^  ^  Uk  (a^A+i  —  ^a  )  a  pour  limite 
l'intégrale  de  ydx  effectuée  dans  le  sens  rétrogi-ade  sur  le  contour  C, 
qui  est  déterminée  par  liypothèse.  Donc  la  seconde  intégrale  proposée 
dans  le  théorème  mesure  l'aire  intérieure  au  contour. 

On  prouve  de  même  que  l'aire  intérieure  au  contour  s'exprime  par  la  pre- 
mière intégrale  pourvu  que  celle-ci  ait  un  sens.  Enhn,  si  l'aire  peut  s'ex- 
primer par  les  deux  premières  intégrales,  elle  s'exprimera  aussi  par  leur 
demi-somme,  ce  qui  achève  la  démonstration  du  théorème. 

■5  4.  Volume  d'un  solide.  Aire  d'une  surface 
de  révolution. 

306.  Volumes  qui  dépendent  d'une  quadratuie.  —  La  définition  des 
volumes  se  rattaclie  à  la  théorie  des  intégrales  multiples  et  sera  ex- 
posée dans  la  seconde  partie  du  cours.  >'ous  n'éludions  ici  qu'un 
cas  particulier.  Considérons  une  surface  dont  les  sections,  parallèles 
à  un  plan  lixe,  soient  des  courbes  fermées  et  supposons  que  l'aire  d'une 
section  soit  une  fonction  continue  tf(a)  de  la  distance  .i'  du  plan 
sécant  au  plan  fixe.  Limitons  un  solide  à  l'Intérieur  de  la  surface,  en 
menant  deux  plans  sécants  extrêmes  aux  distances  j",  et  X  du  plan 
ti.xe. 
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Pour  définir  le  volume  du  solide  compris  entre  la  surface  et  ces 
deux  plans,  décomposons  ce  solide  en  tranches  par  les  plans  consécu- 
tifs a^j,  Xo,...  Xn,  Xn-^i  =  X.  Substituons  à  chacune  des  tranches,  un 
cylindre  ayant  même  base  '-^[Xh)  et  même  hauteur  [x^j-^  —  x^)  et  fai- 
sons la  somme  de  tous  ces  cylindres.  Cette  somme  sera 

n 

'Lt^{Xj,){Xh^,—XK). 
1 

Faisons  décroître  d'une  manière  quelconque  l'épaisseur  de  toute 
les  tranches,  la  somme  précédente  aura  une  limite  déterminée,  toujours 
la  même,  que  l'on  appelle  le  volume  du  solide.  Cette  limite  est,  en 
effet,  par  définition,  l'intégrale  définie 

-X 

'f{x)dx. 


L 


Cette  formule  donne  le  volume  compris  entre  les  plans  Xi  et  X. 
Si  l'on  veut  calculer  le  volume  V  compris  entre  les  plans  x^  et  x,  il 
faudra  se  servir  de  la  formule 


(1)  y  =^  (  'fix)dâ 

J.r 


Quand  la  fonction  'f[x)  est  connue,  cette  formule  ramène  à  une 
simple  intégration  la  détermination  du  volume  Y. 

307.  Exemples.  —  I.  Ellipsoide  :  -— +  4^  +  ^=  i .  Cherchons  le 

a^       0'       c^ 

volume  compris  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  x.  La 
section  par  un  plan  x  quelconque  est  une  ellipse  dont  les  demi-axes 
ont  pour  expressions 


v/^-5-    V"^' 


Donc,  d'après  la  valeur  connue  de  l'aire  de  l'ellipse  (n»  288),  nous 
aurons 


'^(x)  =  Tîbci  \ 

'     '  V         a 

Le  volume,  compris  entre  les  plans  0  et  x,  sera 

Si  a;  =  fl,  on  obtient  la  moitié  du  volume  de  l'ellipsoïde;  le  volume 

4  G) 

total  sera  donc  ^~abc.  Ce  volume  vaut  les  ^r  du  cylindre  qui  a  une 
des  sections  axiales  de  l'ellipsoïde  pour  base  et  l'axe  normal  à  cette 
section  pour  hauteur,  cylindre  qui  peut  être  circonscrit  à  l'ellipsoïde. 
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IL  Paraboloïde  elliptique  •  A^-] — ^  =  2.c.  La  section  faite  par  le 
plan  X  est  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  b  VSx  etc  V2a;,  et 
l'aire  ^-abcx.  Le  volume  du  segment  détaché  du  paraboloïde  par  un 
plan  X  normal  à  l'axe,  est  donc 


V  =  27Tèc     xdx  =  T^bcx^. 

Jo 


C'est  la  moitié  de  celui  du  cylindre  qui  a  même  base  et  même  hau- 
teur que  le  segment  du  paraboloïde. 

308.  Solides  de  révolution.  — L'aire  qui  a  été  désignée  par  'f{x)  s'ob- 
tient immédiatement  dans  le  cas  très  étendu  des  solides  de  révolution 
autour  de  l'axe  des  x.  Soit  f{x)  une  fonction  continue  et  «/  =  f{x) 
l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées  rectangulaires.  En  tournant 
autour  de  l'axe  OX,  cette  courbe  engendre  une  surface  de  révolution. 
La  section  faite  par  le  plan  x  est  un  cercle  de  rayon  /y.  Donc 
(q(x)  =  7TJ/2.  Le  volume  V  du  segment  compris  entre  les  plans  x^  et  x, 
sera  donné  par  la  formule 


(2)  V  =  7:  CVrf^-  -=^f/{^)^ 


dx. 


Cette  formule  s'applique  aussi  au  cas  où  la  courbe  est  définie  par 
une  représentation  paramétrique  ou  en  coordonnées  polaires,  il  suffit 
d'exprimer  y^dx  en  fonction  de  t  ou  en  fonction  de  0  et  de  donner 
comme  limites  à  l'intégrale  les  valeurs  limites  de  t  ou  de  h. 

L'aire  qui  engendre  le  volume  de  révolution  peut  aussi  être  com- 
prise entre  deux  courbes 

Dans  ce  cas,  le  volume  de  révolution  est  la  différence  des  volumes 
engendrés  par  les  deux  courbes.  On  aura  donc 

(3)  V^t;  ('"{y:-f/l)dx. 

J.T,  , 

Plus  généralement,  on  peut  chercher  le  vulumc  engendi'é  par  la 
révolution  de  l'aire  intérieure  à  une  courbe  fermée  C,  entièrement 
située  au  dessus  de  OX.  Supposons  que  le  contour  C  puisse  se  dé- 
composer en  un  nombre  limité  d'arcs  sur  lesquels  .r  varie  toujours 
dans  le  môme  sens.  En  raisonnant  comme  au  n"  291,  on  verra  que  le 
volume  de  révolution  peut  s'exprimer  par  l'intégrale  curviligne 
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(4)  \  =  -rJifdx, 

4  cl 

le  contour  C  étant  parcouru  dans  le  sens  direct  ('). 

309.  Exemples  de  volumes  de  révolution.  —  1.  Cycloïde.  Supposons 
que  la  révolution  se  fasse  autour  de  la  base  ;  on  aura 
y^dx  =  fl^  (1  —  cos  t)^  dt. 

Le  volume,  engendré  par  l'arc  compris  entre  l'origine  et  le  point 
qui  a  pour  paramètre  t,  sera 


V  =-  71^3  j  (1  _  3  cost  +  3  cosH  —  cos'O  dt 

.'o 

„  /  5ï        ,    .  ^   ,    3    .  ,       ,  ,   sin^ 
=  ~a^  [-^ 4  sint  +  ^  sni^  cost  -\ — ^ 


Si  t  =  Stt,  on  obtient  le  volume  orz^a^  engendré  ])ar  l'arcade 
entière. 

II  Tore.  Le  tore  est  engendré  par  la  lévolution  d'un  cercle  autour 
d'une  droite.  Considérons  le  cercle 

^'  +  iy  —  cY  =  «^ , 

dont  l'équation  donne  deux  valeurs  pour  y,  savoir 


yi  =^  c  —  sja-  —  X*       y-î  =  c  -{-  sja-  —  x^ . 
On  en  tire 


y2  —  y'i  =  i  c  sja^  —  x^  . 
Faisons  tourner  le  cercle  autour  de  l'axe  des  x,  le  volume  de  la 
tranche  du  tore  comprise  entre  les  plans  0  et  x  s'évalue  par  la  formule 
(3).  Il  vient 

V  =  4tzc      \/a-  —  x^dx==  27tc  1  x\a'^  —  x^  +  a"  arc  sin-  • 
Jo  L  a_ 

Si  a:  =  a,  on  obtient  la  moitié  du  volume  du  tore.  Le  volume  total 
sera  donc  Sti -ca^ 

310.  Aire  d'une  surface  de  révolution.  —  ( considérons  encore  la 
surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  courbe  »w/i/îfl/)^g quelconque 
autour  de  l'axe  des  x.  Nous  supposerons  seulement  que  l'ordonnée 

C)  On  peut  encore  généraliser  ce  résultat.  En  raisonnant,  comme  au  n°  305, 
on  peut  montrer  que  l'équation  (4)  subsiste  pourvu  que  le  contour  C  soit 
quarrable  et  que  l'intégrale  curviligne  ait  un  sens.  Ceci  aura  toujours  lieu  si 
le  contour  C,  défini  par  les  équations  a;  =  tp  (t),  y  =  "j'  (t),  est  rectiflable  et, 
plus  généralement,  si  x  seulement  est  à  variation  bornée. 
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de  la  courbe  soit  positive.  Prenons  comme  variable  l'arc  s  de  la  courbe 
compté  à  partir  d'une  origine  fixe.  Les  coordonnées  x  ei  y  d'un  point 
de  la  courbe  seront  des  fonctions  continues  de  s. 

Uaire  de  la  surface,  engendrée  par  la  portion  de  la  courbe  com- 
prise entre  deux  points  extrêmes,  est,  par  définition,  la  limite  de 
l'aire  engendrée  par  la  révolution  d'un  polygo7ie  inscrit  dont  tous  les 
côtés  tendent  vers  zéro  {'). 

Soient  s^  et  S  les  valeurs  de  s  aux  points  extrêmes  ;  marquons  sur 
la  courbe  une  suite  de  points  où  s  prend  les  valeurs  successives  .v,, 
S2,...-Sn,  '^H-i-i  =  S.  Soient  Xt  et  yt  les  valeurs  de  a;  et  1/  quand 
s  =  Si  .  Inscrivons  un  polygone  ayant  ces  points  pour  sommets  et 
soit  Ci  le  côté  qui  joint  [Xi  ,  /y,  )  à  (x/+i,  î/<-m).  Ce  côté  engendre  en 
tournant  la  surface  latérale  d'un  tronc  de  cône,  laquelle  a  pour  me- 
sure, d'après  la  géométrie  élémentaire. 

L'aire  engendrée  par  le  polygone  entier  s'obtient  en  sommant 
toutes  les  expressions  semblables  à  la  précédente,  ce  qui  peut  s'écrire 
comme  il  suit  : 


2,£^M_Ml  (,^.^,  _,,  )  _  2.i:^i±li^ 


(Si+1  —  Si)  —  Ci 


Considérons  d'abord  la  seconde  somme.  Comme  ct  est  la  corde  de 
l'arc  Si^i  — s,  ,  toutes  les  ditférences  entre  crocbets  sont  positives. 
Donc,  M  désignant  le  maximum  de  y,  cette  seconde  somme  est 
moindre  que 

2  7c  M  I  [(s/-;.,  —  Si)  —  Ci]  =  2  7:  M  [S  —  à-,  —  Ë  Ci] 

i  1 

Comme  l'arc  S  — i-j  est,  par  définition,  la  limite  du  périmètre  ïr,, 
cette  expression  tend  vers  zéro  quand  tous  les  côtés  tendent  vers  0. 

L'aire  de  la  surlace  de  révolution  est  donc  égale  à  la  limite  de  la 
première  somme.  Mais,  la  demi-somme  de  y,  et  //,j.,  étant  une  valeur 
moyenne  de  //  dans  l'intervalle  (s,,  S/j-,)  de  s,  la  première  somme  tend, 
par  définition,  vers  une  intégrale  définie,  quand  tous  ces  intervalles 
tendent  vers  zéro  ;  et  l'on  obtient,  pour  calculer  l'aire  A  de  la 
surface,  la  formule 

(5)  A  =  2  t:  Cy  ds. 

(})  La  définition  de  l'aire  d'une  surface  quelconque  sera  donnée  dans  la 
seconde  partie  du  cours. 
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Cette  formule  suppose  seulement  l'arc  rectitiable.  On  peut  en 
déduire  d'autres  applicables  aux  divers  cas  qui  se  rencontrent  en 
pratique  et  dans  lesquels  s  n'est  pas  la  variable  indépendante.  Ces 
formules  se  déduisent  de  la  précédente  par  un  changement  de 
variable,  mais  il  faut  des  hypothèses  plus  restrictives. 

Suivant  que  la  courbe  S(^ra  définie  par  une  représentation  paramé- 
trique, par  l'équation  ii  =  f{a-),  ou  en  coordonnées  polaires,  on 
aura,  pourvu  que  les  dérivées  représentées  par  â'\  y'  et  r'  existent  et 
soient  continues, 

ds  =  dt  V  x'-  4-  y''  -  dx  V 1  +  ?/''  —  rfOV  7-2  -h  r''. 
Prenant  t,  x  ou  G  comme  variable,  on  transformera  donc,  suivant 
le  cas,  la  valeur  (5)  de  A  dans  l'une  des  suivantes  : 

27T  Çy  \x''-hi/  dt,  27c  (1/  VT+^  dx,   ^n  (\r  sin  9)  V  r-  +  r'"  dO, 

les  limites  se  rapportant  aux  extrémités  de  l'arc.  Ce  sont  ces  formules 
que  l'on  applique  en  pratique. 

311.  Aire  de  l'ellipsoïde  de  révolution.  —  Nous  prendrons  pour 
variable  l'augle  j^  déjà  cousidéré  au  n^  29o.  On  a  alors 
x^  a  sin  cp,  y  =  h  cos  <p,  ds  =  d'f\  a^  cos^  o  -\-b-  sin^  cp 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  l'ellipsoïde  est  de  révolu- 
tion autour  du  grand  axe  ou  du  petit. 

1°  Ellipsoïde  surhaussé  {a  >  h).  Soit  £  =  (Va^  —  b^)  :  a  l'excen- 
tricité absolue.  Pour  obtenir  l'aire  totale  de  l'ellipsoïde,  il  faut  doubler 
l'aire  engendrée  par  l'arc  ayant  pour  extrémités  cp  ==  0  et  cp  =^  t  :  2. 
On  aura,  par  la  relation  e  sin  cp  =  sin  t, 

A  TT  nh  rare  sin  t 

dt 


(t 4:Tzab  farcsins 

S  -=  4  -  flft     y  1  _  e2  sin2  cp  cos  cp  rfcp  = cos''  t 

Jo  '      *  £       Jo 


S  = t  -\-  sni  t  cos  t 


arc  sin  t  grc  g^  £ 


^nab 

Ce  résultat  se  simplifie  par  la  relation  V  1  —  e^  ==  &  :  a  ;  il  vient 
<j       «     r.2   I     K  âi'C  sin  e" 

S  =  2  TT     0^  _|_  Q^  


2°  Ellipsoïde  surbaissé  [a  <  b).  Soit  k  -^  {\f  b^ — a-)  :  «  ;  on  aura 

TT 

S  =  4  -  rtft  I  \'T4^Fsîn«9  cos  <p  dcp  =  4  tt  ab  k  ]\l-^  +  t^  dt. 
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Cette  intégrale  a  été  calculée  au  n°  294  ;  il  vient 

1 


S  =  2  71  at  I  V  1  +  r-  +  ^  Log  [k  +  V  1  +  k') 

et,  par  la  relation  VT-P^  =^h  :a, 

S  =  2  7t  ["^2  +  -^  Log  [k  +  VT+~F) 

Ces  deux  expressions  donnent  à  la  limite  l'aire  de  la  sphère  en 
faisant  tendre  /;  vers  a  et,  par  conséquent,  s  et  ^  vers  zéro.  On 
trouve  la  valeur  connue  4  tt  a^. 

Exercices. 

1.  Calculer  les  volumes  et  les  surfaces  engendrées  parles  révolutions: 

1°  d'une  chaînette  autour  de  sa  base  ; 
2°  d'une  spirale  logarithmique  autour  de  l'axe  polaire  ; 
3°  de  la  cardioïde  :  r  =  2a  [\  —  cos  6)  autour  du  même  axe  ; 
4°  de  la  lemniscate  :  r-  =  cC^co^^^  autour  du  même  axe. 
Ces  problèmes  conduisent  à  des  intégrales  qui  s'effectuent  facilement 
sous  forme  finie. 

2.  Volumes  engendrés  pav  les  révolutions  : 

1°  d'une  spirale  d'Archimède  autour  de  l'axe  polaire  ; 
2"  d'une  cissoïde  autour  de  son  asymptote. 
Ces  volumes  se  calculent  également  sous  forme  finie. 

§  5.  Calcul  des  intégrales  définies  par  approximation. 

312.  Principe  de  la  méthode.  —  Un  grand  nombre  de  problèmes 
relatifs  à  la  mécanique,  à  la  physique  et  à  l'art  de  l'ingénieur  con- 
duisent à  des  intégrales  définies  qu'il  est  impossible  d'obtenir  rigou- 
reusement sous  forme  finie.  Pour  les  calculer  il  faut  recourir  aux 
formules  d'approximation.  Celles-ci  sont  d'autant  plus  avantageuses 
qu'elles  exigent  moins  de  calculs  et  comportent  une  exactitude  plus 
grande.  Il  en  existe  un  grand  nombre.  Nous  allons  faire  connaître 
seulement  les  plus  utiles  et  les  plus  élémentaires. 

L'intégrale  définie  f[x)dx,  où  nous  supposerons  f[x)  positif 
et  h  >  fl,  représente,  comme  on  l'a  vu,  l'aire  S  limitée  par  la 
courbe  !/  = /(a),  l'axe  OX  et  les  deux  droites  x^a  et  x  =  b.  Le 
problème  d'évaluer  cette  aire  est  donc  le  même  que  clui  de  calculer 
l'intégrale  ;  et,  réciproquement,  toute  détermination  api)rochée  de 
l'aire  S  fournira  une  valeur  approximative  de  l'intégrale. 
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313.  Détermination  de  limites  supérieures  et  inférieures  d'une  inté- 
grale définie.  —  Nous  supposerons  que  dans  tout  l'intervalle  (a,  b)  de 
l'intégration,  la  courbe  y  =  f(œ)  tourne  sa  concavité  dans  le  même 
sens.  Si  cette  condition  n'était  pas  réalisée,  il  faudrait  commencer 
par  décomposer  l'aire  en  plusieurs  autres  pour  lesquelles  la  condition 
aurait  lieu. 

Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  courbe  tourne  sa 
concavité  vers  le  bas.  Dans  l'hypothèse  inverse,  l'ordre  des  limites  que 
nous  allons  obtenir  serait  interverti.  Une  limite  supérieure  deviendrait 
une  limite  inférieure  et  réciproquement. 

Ceci  posé,  on  peut,  d'après  M.  Mansion,  procéder  comme  il  suit 
pour  enfermer  l'intégrale  entre  des  limites  que  l'on  sait  évaluer  : 

On  décompose  l'inter- 

A^-T'H     fû"! — r\B'  ^^^^^  ^^'  ^•^  ^'^  "^^  nombre 

pair  2n  de  parties  égales 

d'amplitude  h={b — a)  :  2?i 
par  les  points  x^  =--  a,  x^, 
x^,...  XonJ^i,  =  b  ;  puis  on 
décompose  l'aire  S  à  éva- 
luer en  segments  consé- 
cutifs ^j,  jg,.--  '^2n  (fig.  12)  en  menant  toutes  les  ordonnées  corres- 
pondantes!/,, y 2,...  î/2n+i. 

La  courbe  tournant  par  hypothèse  sa  concavité  vers  le  bas,  tout 
segment  compris  entre  deux  ordonnées  quelconques  yi  et  ?//c  surpasse 
le  trapèze  quj  l'on  y  inscrit  en  joignant  les  sommets  des  deux  ordon- 
nées. 

On  trouve  ainsi,  pour  le  segment  cr^  compris  entre  les  ordonnées 
yn  et  yh\u  rinogahté 

(1)  ^k  >  -^(Vk-i-ykj-i). 

De  même,  pour  le  segment  a^j  +  agj^j  compris  entre  les  ordonnées 
y-zieiyzi  +  o., 

(2)  <^2i  +  ^2/  f  1  >  ^  {y2i  +  y2i  f  2) 

Mais  on  peut  aussi  assigner  une  limite  supérieure  aux  segments. 
Tout  segment  compris  entre  deux  ordonnées  verticales  est  moindre 
que  le  trapèze  qu'on  lui  circonscrit  en  menant  à  la  courbe,  entre  ces 
ordonnées  prolongées,  une  tangente  intermédiaire  quelconque.  En 
particulier,   le  segment  ff2t-i  +  <^2i   compris  entre    les  ordonnées 


Fig.  12. 
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y-zi-i  et  y-îi  +  i  est  moindre  que  le  trapèze  qu'on  lui  circonscrit 
en  menant  la  tangente  au  sommet  de  l'ordonnée  médiane  iju-  Ce 
trapèze  a  pour  mesure  sa  hauteur  2/i  multipliée  par  la  moyenne  yzt  de 
ses  bases.  On  a  donc 

(3)  <^2e-l  +  <^2^  <  ^hy^i. 

De  là  résultent  facilement  diverses  limites  supérieures  ou  infé- 
rieures pour  l'aire  totale  S.  Pour  les  écrire  plus  facilement,  dési- 
gnons par  : 

P  la  somme  des  ordonnées  paires  2/2  H- 1/4  +...  +  y-zn, 

I  celle  des  ordonnées  impaires  2/1  -f  2/3  +...  4-  yon+i  ; 

E,  celle  des  ordonnées  impaires  extrêmes  y^  -\-  y-t^+i  ; 

E2  celle  des  ordonnées  paires  extrêmes  y^  +  y-n- 

On  obtient  d'abord  une  limite  supérieure  L  par  la  formule  (3).  On  a, 
en  et^et, 

S-'i(a2i_i4-^2i)<2/iP 

1 
Par  conséquent 

(4)  S  <  L  =  2/jP. 

On  obtient  ensuite  une  première  lijnite  inférieure  l  par  la  formule  (1), 
car  on  a 

S  =  2:<XA>|(2P  +  2I-,E0; 

par  conséquent, 

(5)  S>/=/i(p  +  I-^ 

Cette  formule  donne  une  valeur  approchée  /  de  S;  on  l'appelle  la 
formule  des  trapèzes. 

Enfin  on  peut  obtenir  une  seconde  limite  inférieure  /'  en  combinant 
les  formules  (1)  et  (3).  On  a,  en  eflet, 

S   =   CTj    4-  (T;„    -4-    S   (ffo,    4-  Jo.J.   1). 

1 

On  remplace  ^^  et  a^,,  i)ar  leurs  limites  (1)  et  les  jiarenthèses  par 
leurs  limites  (2),  ce  qui  donne 

S>AËi+^+/,  (2P-E,) 

et,  en  réduisant, 

2  —  ^\ 


(6)  S  >  /'  =  /i  j  2  P 
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Cette  dernière  limite  a  l'avantage  de  ne  pas  faire  intervenir  les 
ordonnées  intermédiaires  d'ordre  impair.  Quand  on  se  sert  des 
limites  (4)  et  (6),  on  peut  donc  se  dispenser  de  calculer  ces  ordonnées. 

314.  Formules  de  Ponceiet  et  de  Simpson.  —  Ces  formules  s'ob- 
tiennent par  la  combinaison  des  limites  précédentes  : 

1°  La  formule  de  Ponceiet  s'obtient  en  donnant  comme  valeur  à  S 
la  moyenne  arithmétique  des  valeurs  L  et  /'.  On  trouve  ainsi 

(7)  S  =  'i±^  =  A[2P-?^' 

L'erreur  commise  sera  moindre  en  valeur  absolue  que 

L  —  l'^h  E.2— El 

2     ~~  2        2      ' 

mais  on  en  ignore  le  sens. 

Cette  limite  de  l'erreur  peut  se  représenter  géométriquement. 

En  effet,  si  l'on  joint  (fig.  12)  les  sommets  A  et  B  des  ordonnées 
extrêmes  y^  et  yzn+i  et  les  sommets  A'  et  B'  des  ordonnées  extrêmes 
de  rang  pair  y,  et  y^n,  ces  deux  droites  AB  et  A'B'  interceptent  sur 
l'ordonnée  du  milieu  yn  un  segment  PQ  qui  est  précisément  égal  à 
(E.j  —  El)  :  2.  L'erreur  est  donc  moindre  que  la  moitié  du  rectangle 
construit  sur  ce  segment  PQ  et  la  distance  h  de  deux  ordonnées  con- 
sécutives. 

La  formule  de  Ponceiet  est  très  suffisamment  exacte  et  elle  est  sur- 
tout pratique  à  cause  de  sa  simplicité.  Elle  ne  nécessite  pas  le  calcul 
des  ordonnées  intermédiaires  de  rang  impair. 

2°  La  formule  de  Simpson  s'obtient  en  faisant 

(8)  S  =  ^i±^  =  |(4P  +  2I-Ei). 

La  formule  de  Simpson  se  montre  presque  toujours  pratiquement 
la  plus  exacte.  Mais  les  principes  qui  nous  ont  servi  jusqu'ici  ne  suf- 
fisent pas  pour  justifier  théoriquement  de  sa  supériorité.  Tout  ce  que 
nous  voyons  pour  le  moment,  c'est  que  l'erreur  ne  peut  pas  surpasser 

L  -I-  2  /     2 


3       ;-5 

Pour  justifier  de  la  supériorité  de  la  formule  de  Simpson,  nous 
allons  chercher  par  une  autre  voie  une  expression  analytique  de  l'er- 
reur commise.  Celte  expression  pourra  servir  en  pratique  chaque 
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fois  que  la  dérivée  quatrième  de  f{œ]  sera  connue.  Dans  les  autres 
cas,  la  formule  de  Poncelet  sera  préférable  à  celle  de  Simpson,  car 
elle  donnera  un  résultat  aussi  sûr  avec  moins  de  calculs. 

315.  Reste  de  la  formule  de  Simpson.  —  Nous  appellerons  reste  de 
la  formule  de  Simpson,  la  différence  entre  la  vraie  valeur  de  l'inté- 
grale et  celle  que  donne  la  formule  de  Simpson.  Nous  allons  donc 
chercher  une  expression  commode  de  ce  reste. 

Nous  pouvons  nous  affranchir  de  toutes  les  conditions  que  nous 
avons  imposées  à  la  fonction  f{x)  dans  les  numéros  précédents.  Par 
contre,  nous  devons  en  introduire  une  nouvelle  ;  nous  supposerons 
que  les  dérivées  de  l{x)  sont  déterminées  et  continues  jusqu'au 
quatrième  ordre  inclus. 

Nous  commencerons  par  former  l'expression  du  reste  dans  le  cas 
où  le  calcul  se  fait  avec  deux  subdivisions  seulement.  Il  n'y  a  alors 
qu'un  seul  point  de  subdivision  de  l'intervalle  d'intégration,  nous  le 
désignerons  par  x  et  les  valeurs  extrêmes  seront  x  —  h,  ei  x  -{-  h. 

Soit  ¥{x)  une  intégrale  de  f{x).  La  vraie  valeur  de  l'aire  cherchée 
sera 

¥ix-\-h)  —  ¥{x  —  h), 

et  celle  fournie  par  la  formule  de  Simpson 

^[nx-\-h)-^({x-h)+4f{x)] 

Considérons  x  comme  donné  et  h  comme  variable  ;  les  deux  ex- 
pressions précédentes  seront  fonctions  de  h  et  leur  dilférence  ou  le 
reste  de  la  formule  pourra  se  désigner  par  cp(//).  Il  vient  ainsi 

cp(/0  =^  F{x  +  h)  -  Y{x  -  h)  -  ~[f{x  +  h)  +  f{x  -  h)  +  4/(x)l. 

Comme  le  montre  un  calcul  simple,  cette  fonction  s'annule  ainsi  que 
ses  dérivées  premières  et  secondes  pour  //  =  0  et  la  déiivée  troisième 
a  pour  expression 

?"'w  =  - 1  ir  (^  + /// -  r"(^- - /oi. 

Désignons  par  ç  une  quantité  inconnue  mais  comprise  entre  x  —  h 
et  X  -j-  h;  le  théorème  des  accroissements  finis  donne 

Multiplions  successivement  par  dli  et  intégrons  trois  fois  de  suite 


—  Sal- 
les deux  membres  de  celte  équation  entre  0  et  h.  On  peut  chaque  fois, 
en  vertu  du  théorème  de  la  moyenne,  et  sans  qu'il  faille  changer  le 
sens  général  de  ç,  faire  sortir  le  facteur  p^{l)  du  signe  j"  et  n'intégrer 
que  la  puissance  de  h.  On  trouve  ainsi,  puisque  cp,  tp'  et  ^"  sont  nuls 
pour  /i  =  0, 

Telle  est  l'expression  simple  et  remarquable  de  l'erreur  commise 
quand  on  applique  la  formule  de  Simpson  avec  deux  subdivisions 
seulement.  Si  la  courbe  est  une  parabole  du  second  ou  du  troisième 
degré,  la  dérivée  ¥  de  f{x)  est  identiquement  nulle  et  la  formule  de 
Simpson  donne  un  résultat  exact. 

Revenons  maintenant  au  cas  général,  envisagé  au  n°  précédent, 
dans  lequel  il  y  a  un  nombre  pair  2n  de  subdivisions.  Considérons  le 
segment  ao^-i  +  a.,^-  de  la  courbe  (n**  31 3j  compris  entre  les  ordonnées 
y-îi-iel  y2i  +  i-  On  peut  le  calculer  par  la  formule  que  nous  venons 
d'établir.  Il  vient  ainsi 

^2i-i  +  ^2i  =  3  [yzi-i +yzifi  +  4j/2i]  —  ^  p(^)  ±. 

où  ^  est  intermédiaire  entre  x^i-i  et  Xo^+i . 

Faisons  la  somme  des  résultats  précédents  pour  tous  les  indices 
i  =  4,  2,...  ?i  ;  il  viendra,  i  étant  maintenant  compris  entre  a  et  b, 

S  =  |[2I  +  4P-E,]-w|r(i)|^ 
ou,  comme  ^nh  =^  b  —  a, 

(9)  S  =  |[2I  +  4P-E,]-^(/;-a)p(i) 

(a<i<&). 

Cette  formule  coïncide  avec  la  formule  (8),  à  part  le  dernier  terme. 
C'est  la  formule  de  Simpson  complétée  par  l'expression  du  reste.  Cette 
expression  permet  donc  d'évaluer  une  limite  de  l'erreur  commise  par 
la  formule  primitive.  Si  la  dérivée  quatrième  ne  change  pas  de  signe, 
le  sens  de  l'erreur  sera  connu,  puisqu'on  connaîtra  le  signe  du  reste. 
Celui-ci  pourra  même  servir  à  rectifier  dans  une  certaine  mesure  le 
résultat  obtenu. 

Si  h  est  très  petit,  l'erreur  commise  par  la  formule  de  Simpson  sera 
très  petite,  car  elle  est  seulement  du  quatrième  ordre  par  rapport  à  //. 
C'est  de  là  que  vient  la  supériorité  de  cette  formule  sur  les  autres 
où  l'erreur  est  d'un  ordre  de  grandeur  plus  élevé. 


CHAPITRE  X. 

Des  séries. 


§  1.  Généralités  sur  les  séries  à  termes  constants. 
Séries  absolument  convergentes. 

316.  Définitions.  —  On  appelle  série  une  suite  indéfinie  de  quan- 
tités, réelles  ou  complexes,  Uj,  Mj,...  Un,...  formées  suivant  une  loi 
déterminée  et  que  l'on  ajoute  successivement  les  unes  aux  autres.  Le 
terme  «nse  nomme  le  terme  général  de  la  série.  Son  exj)ression  donnée 
en  fonction  de  n  fait  connaître  toute  la  série.  Soit 

Sn  =  1h  +«2  +•••  +«n 

la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série.  Si,  pour  une  valeur 
indéfiniment  croissante  de  jj,  la  somme  Sn  tend  vers  une  limite  finie 
et  déterminée  s,  la  série  est  convergente  et  s  est  la  somme  ou  la  valeur 
de  la  série.  Si  s„  ne  tend  vers  aucune  limite  ou  augmente  indéfini- 
ment, la  série  est  divergente. 
Lorsqu'une  série  est  convergente,  la  différence 

s  —  S)i  =  i\n 

entre  la  somme  de  la  série  et  celle  des  n  premiers  termes  s'appelle  le 
reste  de  la  série  à  partir  du  n'^""'  terme.  Ce  reste  est  la  somme  de  la 
série  suivante  : 

qui  est  donc  convergente  (ou  divei-gente)  en  même  tcn)i)s  que  la  pre- 
mière. Ainsi,  on  peut  toujours  dans  l'étude  de  la  convergence  d'une 
série  faire  abstraction  d'un  nombre  limité  de  termes  au  début.  Si  la 
série  est  mise  sous  la  forme  ilu,;,  on  j)eut  donc  aussi,  à  ce  j)oinl  de 
vue,  remplacer  n  par  n  -\-  k  ou  n  —  k  dans  le  terme  général,  A-  étant 
fixe,  puisque  cela  revient  à  ajouter  ou  à  retrancber  k  termes  au  début. 

•  317.  Caractère  général  de  convergence.  —  Pour  (pi'une  série  con- 
verge, il  faut  (jue  les  sommes  successives  a*,,  s.,,...  Sn,...  tendent 
vers  une  limite  déterminée.  De  là  la  proposition  fondamentale  : 
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La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  série  converge  est 
que  l'on  ait, 

\im{Sn^p  —  Sn)^0, 
n=co 

le  nombre  p  reste  arbitraire  et  pouvant  croître  d'une  manière  quelconque 
avec  n. 

Quand  les  quantités  ^j,  s^,...  sont  réelles,  ce  théorème  est  la  repro- 
duction de  celui  du  n°  13.  D'ailleurs  ce  théorème  subsiste  si  les 
quantités  «i,  s^,...  Sn,...  sont  complexes.  En  etfet,  si  l'on  a 

Sn  ^^^  S  n  -f-  ÎS   11 , 

s'n  et  s"n  étant  réels,  il  faut,  par  définition,  que  s'n  et  s"n  aient  une 
limite  pour  que  s„  en  ait  une.  Il  faut  donc  que  l'on  ait 

lim  {s'n^p  —  s'n)  =  0,  lim  {s"ns.p  —  s"n)  =-  0, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

lim[(i-'nx^— i-'n)  +i  {s"n^rp  —  ^"n)]  =  lîm  [Sj^^-^  —  Sn)  -=  0. 

Corollaire  Le  théorème  précédent,  nous  donne  immédiatement  la 
condition  suivante,  toujours  nécessaire,  mais  non  suffisante,  pour  la 
convergence  d'une  série  : 

Dans  toute  série  convergente,  le  terme  général  Un  a  pour  limite  0 
pour  n  infini. 

En  effet,  en  faisant  p  ^  \  dans  la  condition  précédente,  on  trouve 
lim  [Sn  -f  1  —  Sn)  =  lim  m„  j. i  =  0. 

318.  Cas  de  convergence  d'une  progression  géométrique.  —  Une  des 

séries  les  j)lus  utiles  à  considérer  est  la  progression  géométrique 
a  +  ak  +  aA-2  +...  +  «A"  +... 
On  a  ici 

a{\  —  k^) 
*'^~      \-k 

Si  I  A;  I  est  <  4,  A"  tend  vers  zéro  et  Sn  vers  a:  (l  —  k);  la  série 
converge. 

Si  I  A;  I  est  =  ou  >  4,  le  terme  général  al"  n'a  pas  pour  limite 
zéro  et  la  série  ne  peut  pas  être  convergente.  (Sauf  si  a  =  0,  auquel 
cas  tous  les  termes  sont  nuls.) 

319.  Addition  des  séries.  —  Etant  données  deux  séries  convergentes 
s  -=  i^Un^/  s'  =^  '^Vny  kl  série  s"  =  ^  (Un  ±  Vu)  sera  convergente  et  aura 
pour  somme  s  ±  s'.  On  peut  d'ailleurs  considérer  Un  ±  v«  comme  un 
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seul  terme  ou  comme  deux  termes  consécutifs  de  s",  car,  ces  teimes 
tejidant  vers  zéro,  la  valeur  de  s''  est  la  même  dans  les  deux  cas. 

Soient  Sn ,  s'n,  s'ù  les  sommes  des  n  premiers  termes  pour  chaque 
série,  (m„  ±  Vn)  étant  considéré  comme  un  terme.  On  a,  quel  que 
soit  n, 

Sfi   —  Sn  ±  S)j 

Donc,  à  la  limite,  s"  --^  s  ±  s'. 

320.  Séries  absolument  convergentes.  —  On  dit  qu'une  série  est 
absolument  convergente,  quand  elle  converge  après  qu'on  a  remplacé 
chaque  terme  par  son  module.  Une  série  absolument  convergente  est 
convergente.  C'est  un  cas  particulier  de  la  proposition  suivante,  qui 
est  d'une  application  fréquente  : 

T.  Toute  série  ^Un  dont  les  termes  ont  leurs  modules  respectivement 
égaux  ou  inférieurs  aux  termes  de  même  rang  d'une  série  convergente 
à  termes  positifs  il?',,  fou  aux  modules  des  termes  d'une  série  absolument 
convergente)  est  convergente  et  absolument  convergente. 

On  aura,  en  effet, 

I  Un  -'-i  -f  Un  -:-2  4--..+  Un+p  \    <  »'n  +  i  +  ''«+2  +---'nliJ- 

Le  second  membre  tend  vers  zéro  pour  n  infini,  parce  que  le  carac- 
tère de  convergence  doit  se  vérifier  pour  la  série  i^r„  qui  converge  par 
liypothèse.  Donc  le  premier  membre  a  aussi  pour  limite  zéro  et  le 
caractère  de  convergence  est  vérifié  pour  Hun.  D'ailleurs,  la  conver- 
gence est  absolue,  car  le  raisonnement  précédent  subsiste  après 
qu'on  a  remplacé  chaque  terme  w„  par  son  module. 

II.  Si  deux  séries  'ïliin  et  Xv,,  sont  absolument  convergentes,  leur 
somme  ou  leur  différence  '^{un  ±  y»)  est  encore  absolument  convergente. 

Soient  r»  et  r'n  les  modules  de  r„  et  de  r„.  La  série  à  termes 
positifs  i^(r,H- 7-,',)  sera  convergente  {n°  319).  Comme  le  module  de 
{Un^v,,)  ne  peut  surpasser  (>'/,+?';(),  la  série  iI(M„±î',,)  sera 
absolument  convergente  en  vertu  du  théorème  précédent,  soit  qu'on 
considère  m„  ±  î»,,  comme  un  seul  terme  ou  comme  deux  termes 
consécutifs. 

III.  On  peut  changer  l'ordre  des  termes  d'une  série  ^Un  absolument 
convergente  et  les  grouper  comme  on  le  veut  sans  altérer  la  valeur  de  la 
série. 
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Soit  e  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on  veut.  Désignons  par  i^n  le 
module  de  m„.  On  peut,  par  liypotlièse,  supposer  n  assez  grand  pour 
qu'on  ait,  p  restant  arbitraire, 

^'n-l-i  +  1'n+2  +•••  *'n+j)  <  £• 

Soit  Su  la  somme  des  71  premiers  termes  de  la  série  rangés  dans 
l'ordre  primitif  et  s  sa  limite.  D'autre  part,  sommons  successivement 
les  termes  d'une  autre  manière  quelconque.  Il  arrivera  un  moment 
où  la  somme  s'm  ainsi  obtenue  comprendra  tous  les  Un  d'indice  <  «, 
mais  avec  d'autres  termes  d'indices  (m  +  a),  {n  4-  ,3)...  {n  -{-p).  On  aura 

Donc  sln  finit  par  différer  aussi  peu  qu'on  veut  de  s„ ,  qui  diffère 
lui-même  aussi  peu  qu'on  veut  de  s,  et  s,n  a  pour  limite  s. 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente  suppose  que,  pour 
cliaque  valeur  de  n,  la  somme  s'„i  se  compose  d'un  nombre  limité  de 
termes.  On  ne  peut  plus  raisonner  ainsi,  si  la  sommation  se  fait  en 
groupant  les  terme:'  dans  un  nombre  plus  ou  moins  grand  ou  même 
illimité  de  séries  partielles,  que  l'on  ajoute  successivement  les  unes 
aux  autres.  Cependant  le  théorème  ïll  subsiste  encore. 

Soient,  en  effet,  S,,  S,,...  S/{,...  les  sommes  des  diverses  séries 
partielles.  Celles-ci  sont  absolument  convergentes.  Pour  le  montrer, 
remplaçons  par  des  zéros  les  termes  de  la  série  totale  s  qui  n'entrent 
pas  dans  S/j .  La  série  modifiée  demeure  absolument  convergente  en 
vertu  du  théorème  l.  Comme  on  peut  supprimer  les  termes  nuls,  elle 
se  compose  des  mêmes  termes  que  Sa  et,  comme  l'ordre  des  termes 
est  indifférent,  les  deux  séries  sont  équivalentes. 

Ceci  posé,  l'expression  s  —  Sj  —  S^  — Sa  peut  par  la  règle 

du  n°  319  se  réduire  à  une  seule  série  en  Un  absolument  conver- 
gente (II).  L'ordre  des  termes  étant  arbitraire,  on  peut  supprimer 
ceux  qui  se  détruisent.  On  peut  donc  supposer  k  assez  grand  pour 
que  cette  expression  ne  contienne  plus  que  des  termes  u  d'indices  >n. 
Donc,  si  n  est  choisi  comme  dans  la  démonstration  précédente,  le 
module  de  l'expression  sera  <£.  Faisons  tendre  e  vers  zéro,  on  aura 

s  =  Si  +  S2  +  •••  +  Sa  +  -', 
comme  il  fallait  l'établir. 

IV.  Si  deux  séries  s  =  ^iin  et  s'  =  Sm^  sont  absolument  conver- 
gentes^ la  série  Sm^  Uq  qui  contient  tous  les  produits  d'un  terme  de  la 
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première  par  un  ternie  de  la  seconde  rangés  dans  un  ordre  quelconque, 
est  absolument  convergevte  et  a  pour  somme  ss'. 

Je  dis  d'abord  que  cette  série  est  absolument  convergente.  En  effet, 
soit  Hrp  rq  la  série  obtenue  en  remplaçant  les  u  par  leurs  modules  r. 
Sommons  les  N  premiers  termes  de  cette  nouvelle  série  et  soit  [i  le 
l)lus  grand  indice  p  ou  q  qui  figure  dans  ces  N  termes.  On  aura 

^rp  r'  <  ^rp  Sr^  . 

N  ^         1         1 

Mais  les  facteurs  du  second  membre  restent  finis,  par  hypothèse, 
quel  que  soit  p.  Donc  la  somme  du  premier  membre  reste  finie,  et, 
comme  elle  augmente  avec  N,  elle  converge.  Donc  la  série  '^Upu'^  est 
absolument  convergente. 

Il  en  résulte  facilement  qu'elle  a  pour  somme  ss'.  En  effet,  on  peut 
en  vertu  du  théorème  précédent  additionner  ses  termes  comme  on 
veut.  On  peut  donc  faire  figurer  successivement  dans  la  sonnne  tous 
les  termes  des  produits  s„5„,  puis  Sn  iri s' ,,-^,-i,  etc..  et  on  obtient  ainsi 
comme  limite  ss'. 

321.  Séries  serai -converg-entes.  —  Une  série  peut  converger  sans 
être  absolument  convergente.  On  dit  dans  ce  cas  qu'elle  est  semi-con- 
vergente. Tandis  que  les  séries  absolument  convergentes  jouissent, 
comme  on  vient  de  le  montrer,  de  propriétés  qui  les  rapprociie  des 
polynômes,  il  n'en  est  plus  ainsi  des  séries  semi-convergentes.  Aussi 
leur  emploi  est  beaucoup  moins  commode  dans  l'analyse. 

L'étude  de  la  convergence  absolue  se  conlund  avec  celle  de  la 
convergence  des  séries  à  termes  positifs.  Ce  sont  donc  celles-ci  que 
nous  examinerons  pour  commencer, 

§  2.  Séries  à  termes  positifs. 

322.  Règles  de  converg-ence  ou  de  diverg-ence  tirées  de  la  compa- 
raison des  séries  entre  elles.  —  Lorsque  tous  les  termes  d'une  série 
-«,(  sont  positifs  (ou  nuls),  la  somme  s,t  est  croissante  (ou  slation- 
naire)  quand  n  augmente.  Il  su  Hit  donc,  j)Our  que  la  série  soit  con- 
vergente, que  s,i  conserve  une  valeur  finie.  Cette  circonstance  permet 
d'obtenir  des  règles  très  importantes  de  convergence  et  de  divergence 
par  la  comparaison  des  séries  entre  elles. 

\.  Si  la  série '^u,,  est  convergente  (divergente)  et  si  tous  les  termes 
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de  la  série  I.Vn!>ont,  à  parli)-  irun  certain  rany,  plus  petits  (plus  grands) 
que  les  termes  de  même  rang  de  la  série  ^Un,  la  série  I^Vusera  également 
convergente  (divergente). 

En  effet,  soient  s„  et  s'n  les  sommes  des  n  premiers  termes  de  la 
série  (m)  et  de  la  série  [v).  Comme  on  peut  faire  abstraction  des 
termes  ai:  début  des  deux  séries  qui  ne  satisferaient  pas  à  l'inégalité 
du  théorème,  on  peut  supposer  qu'elle  a  lieu  dès  le  début.  Alors  la 
somme  s'n  sera  constamment  inférieure  (supérieure)  à  la  somme  s„, 
donc,  si  celle-ci  reste  finie  (croît  indéfiniment^  il  en  sera  a  fortiori  de 
même  pour  s'n,  ce  qui  prouve  le  théorème. 

II.  Si  la  série  ^Un  est  convergente  (divergente),  la  série  I.Vn  obtenue 
en  multipliant  respectivement  chaque  terme  de  la  précédente  par  des 
facteurs  positifs  inférieurs  (supérieurs)  à  un  nombre  positif  A  sera  éga- 
lement convergente  (divergente) . 

Multiplier  tous  les  termes  de  la  série  Ii«„  par  un  facteur  fixe  A, 
revient  à  multiplier  chaque  somme  Sn  par  A  ;  donc  cette  multiplica- 
tion laisse  la  série  convergente  (divergente).  La  série  Ii'h  ayant  ses 
termes  moindres  (plus  grands)  que  les  termes  correspondants  de  la 
série  I.Xun  sera  donc  aussi  convergente  (divergente). 

III.  Soient  I.Un  et  I.Vn  deux  séries  ;  formons  la  différence 

Un  Vn 

U/i-ri  Vn±i 

et  supposons  que  cette  différence  finisse  par  devenir  et  rester  définitive- 
ment nulle  ou  positive,  à  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande  de  n  : 
1°  Si  la  série  ^.Vn  converge,  la  série  I.Un  converge  aussi  ;  2°  si  la  série 
"Lun  diverge,  la  série  Hv^  diverge  aussi. 

On  a,  en  effet,  par  hypothèse,  à  partir  d'une  valeur  suffisamment 
grande  de  n. 

Un   =    Un-\-i   =    Un-\-2    = 
'V^>    Vn-Li    ^    Vn-^2    ^"' 

Soit  p  la  valeur  du  premier  quotient  ;  à  partir  de  cette  valeur  de 
n,  on  aura  ««  <  ?Vn  et  v„  >  (1  :  p)  Un .  Le  théorème  actuel  est  donc 
une  conséquence  des  deux  précédents. 

323.  Formation  de  séries  convergentes  et  divergentes.  —  Toute  fonc- 
tion (f{x)  qui  augiïiente  jusqu'à  l'infini  sans  jamais  décroître,  peut  ser- 
vir à  former  deux  séries  à  termes  j)Ositifs,  l'une  divergente,  l'autre 
convergente. 
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En  effet,  la  série 

(1)  Smh=:S[cp(m4-1)-<p(«)] 
sera  divergente,  car  la  somme  des  n  premiers  termes  est  ^{n  +  1) 
o{\)  et  augmente  indéfiniment  avec  n. 

Au  contraire,  la  série 

(2)  ^'«H-sT-— "— ---î-. 

Lcp(n  — 1)      (f{n). 

sera  convergente  et  aura  pour  somme  4  :  cp(0). 

Réciproquement,  toute  série  peut  aussi  se  mettre  sous  l'une  des 
deux  formes  précédentes.  En  effet,  si  elle  diverge,  la  somme  Sn  aug- 
mente à  l'infini  ;  on  a  tin  =  «n  —  ^n  i  ;  donc  la  série  se  mettra  sous 
la  forme  (1)  en  posant  fin  =  ^('0-  Si  la  série  converge,  le  reste  Rn  tend 
vers  zéro  ;  on  a  Un  =  Rn-i  —  Rn  ;  on  mettra  donc  la  série  sous  la 
forme  (2)  en  posant  R^  =  1  :  ©(«). 

Voici  une  remarque  qui  se  rattaclie  immédiatement  aux  considé- 
rations précédentes  : 

Considérons  une  série  divergente  X;(.s'„  —  s«-i).  Multiplions  son 
terme  général  parla  quantité  constamment  et  indéfiniment  décroissante 
4  :  (V^n  +V^«-i)'  "ous  obtenons  la  série  encore  divergente 

Considérons  une  série  convergente  }C(R„  —  R,i-i).  Multiplions  son 
terme  général  par  la  quantité  constamment  et  infiniment  croissante 
i  :  (VRn  -1  +V'R„),  nous  obtenons  la  série  encore  convergente 

s(vr;;i,-Vr;). 

De  là  la  conclusion  importante  que  voici  : 

On  peut  toujours  multiplier  les  termes  successifs  d'une  série  divergente 
(convergente)  par  des  quantités  qui  tendent  vers  zéro  (vers  l'infinij  sans 
altérer  la  divergence  (la  convergence). 

Un  procédé  très  général  pour  étudier  la  convergence  ou  la  diver- 
gence d'une  série,  consiste  à  la  comparer  aux  séries  (1)  et  (2), 
construites  avec  des  fonctions  appropriées,  et  à  appliquer  les  tbé  jrèmes 
du  no  précédent. 

Comme  exemple,  nous  allons  démontrer  un  tbéorème  dont  on  trou- 
vera la  généralisation  pins  loin  (n"  327).  Mais,  pour  éviter  toute 
complication,  nous  conviendrons  de  remplacer  par  l'unité  le  loga- 
rithme de  tout  nombre  plus  petit  que  la  base  du  sjstème.  Voici  ce 
théorème  : 
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324.  Théorème.  —  Les  deux  séries 


sont  divergentes.  Au  contraire,  si  a  est  positif,  les  deux  séries 

1  1 

^"nH^'         ^   nLogi+^/t 

sont  convergentes,  quelque  petit  que  soit  a. 

Formons  d'abord  les  deux  séries  divergentes  (1)  du  n»  précédent  qui 
correspondent  aux  deux  fonctions  (^{x)  =^  Log  x  et  (^(x)  =  liOg.  Log  x. 
Leurs  termes  généraux  Un  sont 

Log(7t  +  1)  —  Log  n,        Log.  Log(n  -\-  \)  —  Log.  Logn 
et  ils  se  mettent  par  le  théorème  des  accroissements  finis  sous  la 
forme  (0  <  8  <  1) 

1  1 

n  +  6'         (n  +  0)  hog{n  -f  6)  ' 

Donc  les  deux  premières  séries  du  tliéorème,  ayant  leurs  termes 
respectivement  plus  grands,  sont  divergentes. 

D'autre  part,  formons  les  deux  séries  convergentes  (2)  qui  corres- 
pondent aux  fonctions  cp(x')  -=  x^-'^  et  cp(a;)  =  Log+^x.  Leurs  termes 
généraux  Un-i  sont 

[n  —  \)-^  —  n-^,        Log-'='(n  — 1)  —  Log-»n 
et  ils  se  ramènent  i)ar  la  formule  des  accroissements  finis  à  la  forme 


(„_e)i-î-a'  (7l_6)L0gi-î-=*(7l  — 9)" 

Les  termes  généraux  des  deux  dernières  séries  du  théorème  se 
déduisent  donc  respectivement  de  ceux-ci  en  les  multipliant  respecti- 
vement par  des  facteurs  <  4  :  a.  Donc  ces  séries  sont  aussi  conver- 
gentes. 

325.  Critères  de  convergence.  —  Nous  appellerons  critère  de 
convergence  ou  de  divergence  toute  règle  qui  permet  de  décider  de  la 
convergence  ou  de  la  divergence  d'une  série  par  une  propriété  de  son 
terme  général,  ou  par  une  relation  entre  le  terme  général  et  un 
nombre  limité  de  termes  suivants. 

l.  Critère  de  Cauchy.  —  La  série  ^lun  converge  si  l'expression 

n 
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a  une  limite  <1  pour  n  infini,  ou,  plus  généralement,  finit  par  rester 
inférieure  à  un  nombre  k  <  \  à  partir  d'une  valeur  suffisamment 
grande  de  n.  Elle  diverge  si  cette  expression  ne  finit  pas  par  devenir 
définitivement  plus  petite  que  Vunité. 

En  effet,  dans  la  première  hypothèse,  les  termes  de  la  série 
deviennent  inférieurs  à  ceux  de  même  rang  de  la  progression  géomé- 
trique convergente  HA"  ;  donc  la  série  converge.  Dans  la  seconde 
hypothèse,  Un  finit  par  être  égal  ou  supérieur  à  l'unité.  Le  terme 
général  n'ayant  pas  pour  limite  zéro,  la  série  diverge. 

Souvent  le  quotient  Un  :  «»-;-i  a  une  forme  plus  simple  que  n„ ,  alors, 
le  critère  précédent  étant  cependant  applicable,  il  est  souvent  plus 
commode  de  se  servir  du  suivant  : 

II.  Critère  de  d'Alembert.  —  La  série  '^u^  converge  si  le  quotient 

Un 

finit  par  rester  inférieur  à  un  nombre  k  <  \  à  partir  d'une  valeur  suf- 
fisamment  grande  de  n .  Elle  diverge,  si  ce  quotient  devient  définitive- 
ment =  ou  >  1. 

En  effet,  dans  la  première  liypotlièse,  on  a,  à  partir  d'un  terme 
convenable  Un , 

M„+i  <  kUn,  Un^2  <   k-Un,...  Un+ p  <  k^Un. 

Donc  les  termes  de  la  série,  commencée  à  ce  terme,  sont  inférieurs 
à  ceux  de  même  rang  de  la  progression  géométrique  convergente. 

Un  -f  kUn-\ h  kPUn  H— 

et  la  série  converge. 

Dans  la  seconde  hypothèse,  «„  cesse  de  décroître  à  partir  d'un  cer- 
tain indice  et,  par  conséquent,  ne  peut  pas  avoir  pour  limite  zéro. 

Il  arrive  souvent  que  le  rapport  Ji„j-i  '•  "h  lend  vers  une  limite 
déterminée  k  quand  n  tend  vers  l'inlini.  La  série  sera  convergente  si 
k  est  <  1  et  divergente  si  fr  est  >  1.  Si  A-  =  1,  on  ne  peut  rien  con- 
clure et  il  faut  recourir  au  critère  suivant  : 

IIL  La  série  ^lun  sera  convergente,  si  l'on  peut  poser,  k  désignant  une 
constante  >  i, 


Un+ 1  n 
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elle  sera  divergente,  si  l'on  a,  h  désignant  une  constante  quelconque, 

Un    =  .    ,    1    ,     h 


Un^i  ^         n       n' 
Considérons  la  série  convergente  (a  positif) 

V^,     _  V  [ 

"  '^  uLog'-^'-^n 

Dans  celle-ci,  on  a 

Vn 


f       \\fLog(n  +  l)y^' 
V'^nJV      Lo-»     y 


]\lais  on  a  par  la  formule  des  accroissements  finis 
Log(7H-  1)  =  Log«  +  ^^-p-^. 

\      Log/i     y  V       (7i  +  8)Log7iy  "^  TîLogn' 

s  gardant  une  valeur  finie  quand  ii  tend  vers  l'infini.  On  a  donc  aussi, 
la  signification  générale  de  e  restant  la  même. 


l'nJ-i  n       nhogn 

Si  l'on  a  iin  :  Un^i  >  I  4-  ^"  :  n  et  k  >  \,  il  viendra  donc 

Un  Vn  k—i  £ 


«n-M  Vn-î-i  «  ?iL0gn 

Comme  e  reste  fini  et  que  k—  1  est  positif,  cette  expression  finit 
par  devenir  positive  quand  n  tend  vers  l'infini.  Donc  la  série  ^Un  est 
convergente  comme  St'n  (n°  322). 

D'autre  part,  considérons  la  série  divergente 

1 

Vy      ^  V  1 . 

^    "  71  Log  71 

Dans  celle-ci,  on  a 

1^    -fi    I    nLog(n  +  l)  _/-      ,    IV-l    I  ^ 

Vn+i       V     "^  7iy      Log  u  A     ^  nJ  V     "^  (71+  0)  Log  w 


Par  conséquent, 


^>l+^+  ^ 


i;„+i  ^  n  ^  (n-\rh)Logn 

Si  l'on  a 

M„xi   <    '    ^  71    ^    7l2 

il  viendra 

Vn      _    Un_    ^  1 ^, 

l'„a.l  J<„^i  (71 +9)  Log  71  H^-  22 
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Cette  expression  tiiiit  par  devenir  positive  quand  )i  tend  vers  l'infini. 
Donc,  la  série  Hvn  étant  divergente,  Sw,i  l'est  aussi  {n°  322). 

Remarque.  Les  règles  précédentes  permettent  de  décider  de  la  con- 
vergence ou  de  la  divergence  dans  presque  tous  les  cas  qui  se  ren- 
contrent en  pratique.  En  effet,  le  quotient  «„  •  w»-;-i  peut  généralement 
se  développer  suivant  les  puissances  de  1  .-  ».  On  obtient  alors  un 
développement  de  la  forme 


îln+i  n 

où  G  conserve  une  valeur  finie. 

La  série  sera  convergente  si  a  >  1  ou  si  a  =  1,  ,3  >  1  ;  divergente, 
si  a<  1  ou  sia--=  1,  j3^  1. 

326.  Théorème  de  Cauchy.  — Soient  f[x)  une  fonction  positive  et 
constamment  décroissante  et  F{oc)  une  intégrale  de  f{x),  la  série 

/■(!)+ /"(2)+...+  /'(>0+-- 

converge  ou  diverge  suivant  que  F  (a?)  reste  fini  ou  augmente  indéfini- 
ment quand  x  tend  vers  Vinfini. 

Considérons  en  effet,  la  série  suivante  à  termes  positifs 
2:  [F  (n  +  l)— F(w)] 

qui  est  convergente  ou  divergente  suivant  l'hypothèse  du  théorème.  Par 
le  théorème  des  accroissements  finis,  son  terme  général  se  met  sous  la 
forme 

/■(«  +  0),  (0<6<1). 

Ce  terme  est  >  f{n  -[-  1)  et  <  f[n)  ;  donc,  selon  l'hypothèse  du  théo- 
rème, la  série  S  f[n  -\-  1)  sera  a  fortiori  convergente,  ou  la  série  -  /"(n) 
a  fortiori  divergente.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

327.  Séries  de  Bertrand.  —  Bertrand  a  formé  deux  suites  compre- 
nant une  infinité  de  séries,  les  unes  convergentes,  les  autres  divergentes, 
mais  do  plus  en  plus  lentement. 

Posons,  en  abrégé, 

Lia;  =  Loga;,         h„x  =  Log.  L,ir,  ...        Li^^a-^^Log.  L|x-ia:,  ... 

Les  logarithmes  successifs  de  x  ainsi  définis  sont  de  plus  en  plus  petits. 
Si  X  est  donné,  il  y  en  a  un  premier  hnX  qui  est  négatif  et  les  loga- 
rithmes suivants  n'ont  plus  de  sens.  Mais,  afin  d'éviter  toute  difficulté 
dans  ce  qui  suit,  nous  conviendrons  d'attiilnior  au  symbole  L^^x  l'unité 
pour  valeur,  quand  la  définition  précédente  conduit  à  une  valeur  négative 
ou  devient  elle-même  illusoire. 

Tous  ces  logarithmes  croissent  constamment  jusqu'à  l'infini  quand  x 
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augmente  indéfiniment,  mais  leur  croissance  est  de  plus  en  plus  lente. 
Leurs  dérivées  s'obtiennent  facilement.  On  a,  de  proche  en  proche, 

,_iVzi^_ 1 

'"■  "        L[x— 1^  xLiXh„oo...Li^_iX 

Ces  dérivées  5 ont  donc  des  fonctions  décroissantes. 
Ceci  posé,  voici  le  théorème  de  Bertrand  : 

Toutes  les  séries  comprises  dans  la  p7'e>nière  suite  : 
1  1  1 


sont  divergentes;  au  contraire,   toutes  les  séries   comprises  dans   la 
seconde  suite  : 

V.  1  ^  1  ^  1 


w(L,w)*  +  ^  n\j^n{h„n)^  +  ^  nL^nh^n[h^n)^  +  ^ 

sont  convergentes,  si  a  est  positif,  quelque  petit  qu^  sùi^. 

Toute  série  de  la  première  suite  est  de  k  ibrme  SL'^^  (w).  Sou  terme 
général  étant  la  dérivée  d'une  fonction  qui  croit  à  l'infini  aveu  n,  cette 
série  sera  divergente,  en  vertu  du  tLéorème  précédent. 

Toute  série  de  la  seconde  suite  j  eut  se  mettre  sous  la  forme 


Son  terme  général  est  donc  la  dérivée  de  la  fonction 

-t[La(^)r', 

qui  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  l'infini.  Donc,  en  vertu  du  théorème 
de  Cauchy,  cette  série  est  convergente. 

328.  Critères  logarithmiques  de  Bertrand.  —  On  peut  déduire  des 
séries  de  Bertrand  dos  critères  de  convergence,  dont  ceux  du  n°  325  ne 
sont  que  les  cas  particuliers  les  plus  simples.  Posons 

L  \xX 
En  prenant  les  logaritlimes  et  en  dérivant,  on  trouve 

^\IJL^-  _    l  1  1  1 

X.jo;       X      \^x      A^x      '"      l,j_x 

Il  résulte  de  là  que  les  deux  fonctions  À  et  À'  d'indice  quelconque  sont 
croissantes,  tandis  que  la  fonction  /.'  :  X  est  décroissante.  On  en  conclut, 
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par  le  théorème  des  accroissements  finis  et  pour  une  fonction  X  d'indice 
quelconque, 

^  '  Aw  In  m 

ht  ^^'{n  +  n^,        )/(n  +  e)  X'n 

W       x^,,_|_i)--^      X(n+1)-^  X(n  +  6)   -^  '       In 

De  même,  L  étant  une  fonction  croissante  et  L'  :  L  une  fonction 
décroissante, 

L**  ,       L'n       ,        1 

Ceci  posé,  une  série  divergente  quelconque  de  Bertrand  est  de  la 
forme  e<,i  =  H  (Xn)-* .  Donc,  pour  une  série  divergente,  on  a  par  la 
relation  (1) 

Une  série  convergente  quelconque  est  de  la  forme  (a>0) 

On  a  donc  pour  une  série  convergente,  par  les  relations  (2)  et  (3), 

«...  <ri-^;^rïi-^^-" 


2<,2j.i       V         hij      V  hi 

et,  en  développant  ces  puissances  par  la  formule  du  binôme,  il  vient, 
6  désignant  une  quantité  positive  qui  reste  finie  quand  n  tend  vers  l'infini, 

De  ces  inégalités  résulte  la  règle  suivante  : 

U7ie  séiie  Si?„  sera  divergente  si  Von  a,  à  partir  d'une  valeur  suffi- 
samment grande  de  n, 

»-,      _         X'|,n  1         1  1 


"kitn  n      X,n      '"      X^-n 


Vn-\.i  ^[jiW  n      A,n  Ajj^ 

Au  contraire  y  elle  sera  convergente^  si  Von  a,  p  désignant  une  constante 
positive, 

v„      -  ^'V**+P  1  1  14-3 

>i+-^-r-^=i+è-i-TV+...+A;t/ 


Supposons  d'abord  que  la  première  hypothèse  se  vérifie  ;  donnons 
l'indice  |jl  à  X  dans  l'inégalité  (4)  ;  il  vient 

>  0. 


Donc,  comme  "Liin  diverge,  5^r„  diverge  aussi  (n**  322. 
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Si  c'est  la  seconde  hypothèse  qui  a  lieu,  donnons  à  a  une  valeur  <  p  et 
à  À  l'indice  \x  dans  l'inégalité  (5)  ;  il  vient 

Vn if^L-  >  ?~^  _  6  f—^ 

Comme  Ça'u  :  In)^  est  de  l'ordre  de  1  :  n''^,  c'est  le  terme  (p  —  a)  :  Xn 
qui  est  le  terme  principal  du  second  membre  de  cette  inégalité.  Il 
finit  donc  par  lui  donner  son  signe  qui  est  positif  puisque  p  est  >  a.  Donc, 
^U)i  étant  convergente,  Ir,i  l'est  aussi  (n°  322). 

Remarque,  —  Il  peut  se  faire  que  l'on  trouve  une  infinité  de  valeurs 
de  n  pour  laquelle  Vy^  ;  v^^j^i  vérifie  la  première  inégalité  et  une  infinité 
d'autres  pour  lesquelles  ce  rapport  satisfait  à  la  seconde.  Dans  ce  cas,  on 
ne  peut  rien  conclure  des  critères  de  Bertrand,  ils  sont  inapplicables. 
Il  peut  aussi  arriver  que,  [j.  étant  donné,  aucune  des  deux  inégalités  n'a 
lieu  pour  n  assez  grand.  Dans  ce  cas  le  critère  d'ordre  (x  est  mis  en 
défaut  par  manque  de  précision  seulement  et  l'on  peut  espérer  qu'il  s'ap- 
pliquera en  donnant  à  u  une  valeur  plus  grande.  Les  critères  de  Ber- 
trand ne  sont  évidemment  applicables  qu'aux  séries  dont  les  termes  sont 
constamment  décroissants.  Il  suffit  donc  de  changer  l'ordre  des  termes  d'une 
série  à  laquelle  les  critères  sont  applicables  pour  les  rendre  inapplicables. 
Mais  il  est  moins  simple  de  former  des  séries  pour  lesquelles  les  critères 
seraient  tous  mis  en  défaut  par  manque  de  précision.  Nous  allons  voir 
cependant  tout  à  l'heure  que  la  chose  est  possible  (n°  331). 

329.  Degrés  de  convergence  ou  de  divergence.  —  Pour  apprécier  la 
rapidité  ou  le  degré  de  convergence  ou  de  divergence  d'une  série,  on 
établit  la  comparaison  avec  le  mode  de  croissance  d'une  fonction.  Si  une 
série  est  divergente,  la  somme  s^  est  une  fonction  cp(n) infiniment  grande; 
la  rapidité  de  la  divergence  se  caractérise  par  Vordre  de  grandeur  de 
!p(w)  pour  H  infini. 

De  même,  si  une  série  converge,  le  reste  R^jCst  une  quantité  infiniment 
petite.  On  posera  R,^  =  1  :  -^ (n),  de  sorte  que  'f(n)  sera  infiniment  grand. 
La  rapidité  de  la  convergence  s'apprécie  par  l'ordre  de  grandeur  de  -f . 

Réciproquement,  comme  on  l'a  montré  au  n"  323,  toute  fonction  -i  con- 
stamment et  indéfiniment  croissante  peut  servir  à  construire  deux  séries 
l'une  divergente  l'autre  convergente,  et  dont  la  rapidité  de  divergence  ou 
de  convergence  se  caractérise  par  l'ordre  de  grandeur  de  cette  fonction. 

La  notion  d'ordre  de  grandeur  est  essentiellement  relative,  et  le  sens 
qu'il  faut  attacher  aux  définitions  précédentes  se  réduit  exactement  à  ce 
qui  suit  : 

La  rapidité  de  divergence  (de  convergence)  de  deux  séries  caractéri- 
sées par  deux  fonctions  'f  j  et  -f,  sera  la  même,  si  le  rapport  'f ,  :  «po  reste 
compris  entre  deux  limites  finies  et  différentes  de  zéro.  Cette  rapidité  sera 
plus  grande  pour  la  série  (©g)  que  pour  la  série  («i),  si  le  quotient  o^  :  fg 
tend  vers  zéro. 
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II  peut  aussi  arriver  que  le  quotient  csj  :  o^,  sans  être  cependant 
borné,  ne  tende  ni  vers  zéro  ni  vers  l'infini  ;  dans  ce  cas,  les  ordres  de 
grandeur  de  tfi  et  de  cp.,  ne  sont  pas  comparables  et  les  degrés  de  con- 
vergence ou  de  divergence  ne  le  sont  pas  non  plus. 

Ces  définitions  permettent  d'énoncer  le  théorème  suivant,  dont  la 
démonstration  est  si  simple  que  nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  la 
faire  lui-même  : 

Etant  données  deux  séries  divergentes  (convergentes)  Sw,j  et  Xw»  ,  si 
le  quotient  u,i  :  Vn  tend  vers  une  limite  finie  et  positive  pour  n  infini, 
ou,  plus  généralement,  reste  compris  entre  deux  nombres  fixes  différe7its 
de  zéro,  les  deux  séries  divergent  [convergent)  avec  la  même  rapidité. 
Si,  au  contraire,  u,i  :  v^  tend  vers  Vinfini  (vers  zéro),  la  divergence 
(convergence)  de  la  série  "ïlunest plus  rapide  que  celle  de  la  seconde  série. 

330.  Théorème  de  P.  du  Bois-Reymond.  Impossibilité  de  construire 
une  échelle  complète  de  convergence  ou  de  divergence.  —  Etant  donnée 

ti/''^^  suilt  i^''>uii'-^  Lit    ^  !i'::li<.:i6  ii'c  ■■   : 

foutes  conf'^mmeni  ei  indéfiniment  croissantes  avec  x,  mais  dont  les 
ordres  de  grand'/  ent  en  dim.inuant,  on  peut  définir 

une  fonctiuii  •■    ■■  is  d'un  ordre  de  grandeur  encore 

moindre  :e6  ae  ta  suite  précédente. 

Faisons  croître  x  à  partir  de  Xq  ;  on  peut  supposer  toutes  les  fonctions 
positives,  car  on  ne  cliange  pas  leur  ordre  de  grandeur  par  l'addition 
d'une  constante.  Posons,  dans  cette  hypothèse,  '^/j,  =^  p  -\-  f^et  considé- 
rons la  suite  de  fonctions  : 

(2)  'h^^z.--  h,--^ 

qui  sont  encore  du  même  ordre  de  grandeur  que  les  fonctions  de  même 
indice  de  la  suite  (1).  Pour  chaque  valeur  particulière  de  x,  les  termes 
de  la  suite  (2)  vont  en  croissant  à  l'infini  avec  ]).  Il  j  a  donc  un  terme 
minimum.  Soit  'f  la  fonction  égale  à  ce  minimum  pour  chaque  valeur  de  x. 
Cette  fonction  sera  constamment  croissante  et  de  plus  elle  croîtra  à  l'in- 
fini, car  elle  surpassera  ;>  quand  'J^,,  'l>2-..  et  '!^p-i  surpasseront  'Ip .  Enfin 
cette  fonction  sera  d'ordre  moins  élevé  qu'une  fonction  quelconque  <{/;; . 
En  effet,  »  est  au  plus  égal  à  ^^^p-i-i  par  définition  ;  on  a  donc 

lim  4-5  lim^^^O. 

Corollaire.  —  En  vertu  du  parallélisme  que  nous  avons  établi  au 
n°  précédent  entre  les  séries  et  les  fonctions,  il  est  donc  impossible  de  con- 
struire une  suite  illimitée  de  séries  à  coyivcrgences  [ou  à  divergences)  de 
plus  en  pins  lentes,  et  telle  qiœ  toute  série  convergente  (ot(  divergente) 
dominée,  dont  le  degré  de  convergence  (ou  de  divergence)  soit  coynparable 
à  ceux  des  tei^mes  de  la  suite,  converge  [ou  diverge)  plus  rapidement 
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qiCun  terme  de  cette  suite.  C'est  ce  qu'on  veut  exprimer  en  disant  qu'?7 
est  impossible  de  construire  une  échelle  complète  de  convergence  ou  de 
divergence  des  séries. 

Le  théorème  précédent  sur  les  suites  de  fonctions  appelle  un  complé  - 
ment,  dont  nous  n'avons  pas  besoin  pour  le  moment,  mais  qu'il  importe 
de  signaler  : 

Si,  au  lieu  de  décroître,  les  ordres  de  grandeur  des  fonctions  de  la 
suite  (1)  augmentent,  on  peut  aussi  construire  une  fonction  cp  d'un  ordre 
plus  élevé  que  toutes  celles  de  cette  suite. 

Posons  en  général  '\'p{x)  =  <fp{x)  —  cp^  [p).  Remplaçons  la  suite  (1) 
par  la  suite 

(2')  '^i,h,-h,-- 

Les  termes  de  même  indice  dans  (1)  et  (2')  sont  encore  du  même  or- 
dre de  grandeur,  mais,  pour  chaque  valeur  particulière  de  x,  la  suite  (2') 
ne  contient  qu'un  nombre  limité  de  termes  positifs.  Donc  il  j  a  un  terme 
maximum.  Nous  obtiendrons  la  fonction  o  demandée,  en  prenant  tp  égal  à 
ce  maximum  pour  chaque  valeur  de  x. 

331.  Application  aux  séries  de  Bertrand.  Mise  en  défaut  des  critères 
logarithmiques.  —  Les  deux  suites  de  Bertrand  nous  donnent  l'exemple 
le  plus  classique  d'une  échelle  de  convergence  ou  de  divergence.  Les 
séries  convergentes  contiennent  un  paramètre  a,  mais,  au  point  de  vue 
qui  nous  occupe,  il  n'y  a  pas  d'avantage  à  maintenir  ce  paramètre  arbi- 
traire et  nous  pouvons  le  faire  égal  à  un.  La  généralité  do  l'échelle  n'en 
est  pas  réduite,  car  chaque  série  convergente  où  a  ==  1  converge  plus 
rapidement  que  toutes  celles  qui  précèdent,  a  restant  quelconque.  11  est 
donc  possible,  en  vertu  du  théorème  précédent,  de  construire  des  séries 
à  convergence  ou  à  divergence  plus  lentes  que  toutes  celles  de  Bertrand. 

On  peut  aussi  construire  des  séries  qui  mettent  en  défaut  tous  les 
critères  logarithmiques  à  la  fois.  Nous  considérerons  seulement  le  cas  de 
la  divergence,  car  celui  de  la  convergence  se  traite  de  même. 

Mettons  la  p'^^^  série  de  Bertrand  sous  la  forme 

^{un)p  =  S['fp  W  —  fpin—  1)J 
et  au  moyen  de  la  suite  (pi,  (fit'"  ??,-••  construisons,  comme  au  n"  précé- 
dent, la  suite  '\i^,  'l'2,".  '\'p,---  et  la  fonction  «p.  Je  dis  que  la  série  diver- 
gente, qui  a  pour  terme  général 

Vn  =  cp{w)  —  cp(n—  1), 

mettra  en  défaut  tous  les  critères  logarithmiques.  On  a,  en  effet,  les 
indices  p,  q,  r  dépendant  de  n,  et  puisque  «p  est  le  minimum  des  <\>, 

?K)  —  'f ('^  —  1)  ==  l'p  (»^)  —  'K  (^  —  1)  >  hi'^)  —  ^p  (^  —  1). 

cp(w  +  1)  —  ? («)  -=  ir  (n  +  1)  —  '^p  {n)  <  <{/p(w  -f  1)  —  4/p  [n). 
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Par  conséquent, 
Vn    =  '\'p  jn)  — '\>p  [n  —  1)  ^  ^jjjn)  —  ^p(n  —  1)  ^  ^    m,.     , 
^n+l  '^  'l'jJ  (»i  -I-  1)  —  Ijp  (*^)         ?p  (>i  +   1)  —  ?p  (»0         ^  ^^n-^i  ^P 

Or  p  augmente  indéfiniment  avec  n.  Donc  v,j  :  Ui,4_i  finit  par  surpasser 
constamment  tCn  :  Un-\-i.  pour  toutes  les  séries  de  Bertrand.  Donc  tous  les 

critères  logarithmiques,  qui  reviennent  à  la  condition        '^     > . 

sont  mis  en  défaut. 

Cette  conclusion  a  un  intérêt  considérable  au  point  de  vue  philoso- 
pliique.  Mais  il  ne  faudrait  pas  en  exagérer  l'importance  pratique.  Les 
critères  de  Bertrand  s'appliquent  à  toutes  les  séries  qui  se  sont  présen- 
tées naturellement  dans  l'analjse,  soit  immédiatement,  soit  après  le 
partage  de  la  série  en  plusieurs  parties.  Les  autres  séries  ont  été 
fabriquées  artificiellement  en  vue  du  but  à  atteindre. 

Exercices. 

1.  On  considère  une  série  divergente  u^  +  w^  ~\ —  ^^  ^^^  fonction  f{x) 
non  croissante  et  tendant  vers  zéro  pour  œ  infini.  Soient  s,i  la  somme 
des  71  premiers  termes  de  la  série  et  F{x)  une  intégrale  de  la  fonction. 
On  forme  les  deux  séries 

Montrer  :  que  la  première  converge  si  F(.v)  est  bornée  pour  x 
infini  ;  que  la  seconde  diverge  si  F{x)  croît  indéfiniment  ;  qu'elles  con- 
vergent ou  divergent  en  même  temps  si  Un  est  borné. 

R.  Démonstration  analogue  à  celle  du  théorème  de  Caucliy  (n°  326). 

2.  Cas  particuliers  du  théorème  précédent  :  Si  a  est  positif  et  h,i  borné, 

S—  diverge,         L  — j^  converge. 

3.  On  considère  une  série  convergente  iCi  H-  u„  -| —  et  une  fonction 
f(x)  qui  augmente  à  l'infini  sans  décroître  quand  .'■  tend  vers  0.  Soient 
R/i  =  Uni- 1  -}-•••  le  reste  de  la  série  et  F(.r)  une  intégrale  de  f{x) .  On  forme 
les  deux  séries 

i:/-(R„)u„,         ^r{Rn-i)i(n. 

La  première  diverge  si  F{x)  est  infinie  pour  x  =  0  ;  la  seconde  con- 
verge si  F{x)  est  bornée  pour  x  =  0. 

4.  Cas  particuliers  du  théorème  précédent  :  Si  a  est  {tositif, 

S  -^  diverge,         ï '^j—r  converge. 

Kn  Rn-1 

5.  Soit  'i{x)  une  fonction  qui  croît  constamment  jusqu'à  l'infini  avec  a;. 
Quelque  petit  que  soit  l'ordre  de  grandeur  de  <i{x),  on  peut  construire 
deux  séries  ïu,,  et  ïr„ ,  la  première  convergente,  la  seconde  divergente, 
et  telles  que  l'on  ait  r„  :  u^  <.  'fC'O* 
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R.  On  forme  les  deux  séries  ayant  pour  termes  généraux 

Ces  deux  séries  répondent  à  la  question. 

6.  Si  Un  est  constamment  décroissant,   la  condition  lim  yiUa  =  0  est 
nécessaire  pour  que  la  série  '^Un  soit  couver§:ente. 
R.  On  considère  l'inégalité 

et  on  applique  le  caractère  général  de  convergence. 

§  3.  Séries  semi-convergentes. 

332.  Théorème.  —  LorsqiCune  série  réelle  est  semi-convergente, 
les  termes  positifs  iVune  part  et  les  termes  négatifs  changés  de  signe 
d'antre  part,  forment  séparément  deux  séries  divergentes  à  termes 
positifs. 

Soient  s„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série,  s'n  et  —  Sn 
respectivement  les  sommes  des  termes  positifs  et  des  termes  négatifs 

qui  entrent  dans  Sn .  On  aura 

I        II 

Sn  =  S)i        S)i  . 

Soit  '^n  Ifi  somme  des  valeurs  absolues  des  termes  de  Sn ,  on  aura 
aussi 

^»  =  Sn  4-  Sn  . 

Quand  n  tend  vers  l'infini,  s„  conserve  une  valeur  finie,  car  la  série 
proposée  est  convergente  par  hypothèse,  et  a„  tend  vers  l'infini  car  la 
convergence  n'est  pas  absolue.  Donc  les  deux  sommes  s'n  et  s'ù 
tendent  vers  l'infini  et  c'est  ce  qu'énonce  le  théorème. 

333.  Théorème.  —  Lorsqu'une  série  à  termes  complexes  est  semi- 
convergente,  la  série  des  parties  réelles  est  convergente  ainsi  que  la 
série  des  parties  imaginaires,  jnais  l'une  d'elles  au  moins  est  semi- 
convergente. 

Considérons  la  série  de  quantités  complexes 

La  série  Su»  tendant  vers  une  limite  A  -f  Bi,  les  séries  Sa«  et  I,bn 
tendent  vers  A  et  vers  B  et  sont  convergentes.  On  a  donc 
Su»  =  Sa„  +  il.bn . 
Si  les  deux  séries  S  |  a»  j  et  i'^  \  bn  \  étaient  absolument  conver- 
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gentes,  leur  somme  le  serait  aussi  (n»  319,  II).  Donc  l'une  de  ces 
deux  séries  doit  être  semi-convergente. 

334.  Théorème.  —  Une  série  s  =  aj  —  ^2  -h  ay  — ...  dont  les  termes 
sont  réels  et  alternativement  positifs  et  négatifs,  converge  si  ces  termes 
vont  co7istamment  en  décroissant  en  valeur  absolue  et  ont  pour  limite 
zéro.  Le  reste  de  la  série  est  de  même  signe  et  moindre  en  valeur  absolue 
que  le  premier  terme  négligé. 

On  a,  en  effet, 

Sin  =  («1  —  ^2)  +  («3  —  «4)  H h  («2»-!  —  ^-zn) 

S-in+i.  =  «1  —  («2  —  ^3) [y-2n  —  aanhi) 

Toutes  les  différences  entre  parenthèses  sont  positives.  Donc  s^n 
est  une  somme  croissante  et  .s'2?!fi  une  somme  décroissante.  Leur 
différence  tend  vers  zéro.  Donc  elles  tendent  toutes  deux  vers  la  même 
limite  et  celte  limite  est  intermédiaire  entre  les  sommes  paires  et  les 
sommes  impaires.  Appliquons  cette  conclusion  à  la  série 

R,j  =  ±  [a„j.i  —  a„4.2  -f-  a,iX3  -\ ]  ; 

on  voit  que  R»  a  le  signe  de  son  premier  terme  et  est  moindre  que 
lui  en  valeur  absolue. 

335.  Théorème.  —  Soient  s  =  u^  -\-  u^  +...  +  Un  +•••  w^îe  série 
convergente  à  termes  réels  ou  conpleœes,  Sn  la  somme  de  ses  n  premiers 
termes  et  S  une  limite  supérieure  île  |  s,;  |  .  Soient  ensuite  aj,  a;,... 
«n,...  une  suite  de  qicantités  positives  décroissantes,  ayant  par  consé- 
quent une  liynite  a,  la  série 

a  =  aj  ?<j  +  22  u^  +...+  a„w,i  +... 

converge  et  a  une  somme  j  de  modvXe  moindre  que  Sa,, 

Soit  ff„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  dernière  série.  On  a, 
paisque  Un  =  5^ —  s^-i, 

'^n  =«1  ^'i  +  («2  — Sj)  «1  +•••+  {^n  —  Sn-i)  ^n 

et  on  en  tire 

^n  —  Sn^n  =  «i  («i  —«2)  -\-  Sii^Z  —  ^)  +-..4- 5„  (a»  _,  —  a,,  ) 

Quand  n  tend  vers  l'infini,  le  second  membre  de  cette  équation  a  une 
limite  déterminée,  car  la  série  qui  a  pour  terme  général  5,,  {a„_,  —  a„) 
est  absolument  convergente.  Celle-ci  a,  en  effet,  des  termes  de  modules 
moindres  que  les  termes  correspondants  de  la  série  positive  convergente 

S  (a,  -  ^2)  +  S  («2  —  «s)  -f  .-.=  S  {^x  -a2  +  «2-«3-t-.-)  =S(a,  -a). 
Donc  ff„  —  s„  a„  a  une  limite  déterminée  et  le  module  de  cette  limite 
sera  <  S  (a,  —  a). 
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Comme,  d'autre  part,  5„  a,,  tend  vers  sa,  a^j  tend  vers  une  limite 
déterminée  t  et  l'on  a 

J  a  I    <   I  5a  I  +  S  (aj  —  a)  <  Sa  +  S  (a,  —  a)  =  Sa,. 

Reynarque.  —  La  convergence  de  la  série  (7)  subsiste  même  quand 
'Lun  diverge,  pourvu  :  1°  quf^  |  s,i  \  ait  toujours  une  limite  supérieure  S, 
2^  que  a,j  ait  pour  limite  0. 

En  effet,  la  différence  ■^n  —  5„  a„  a  une  limite  déterminée  comme  dans 
le  cas  précédent.  Ensuite  |  s^  oi,i  \  qui  est  <  Sa  a  pour  limite  0  (même 
si  5,;  ne  converge  pas) .  Donc  (j,i  a  une  limite  déterminée  7. 

336.  Théorème.  —  La  somme  d'une  série  semi-convergente  à  termes 
réels,  dépend  de  l'ordre  de  ces  termes.  En  modifiant  cet  ordre,  on  peut 
faire  tendre  la  série  vers  le  nombre  que  Von  veut. 

Formons  deux  séries  l'une  avec  termes  positifs  et  l'autre  avec  les 
termes  négatifs  do  la  série  proposée.  Supposons  que  ces  séries  [a]  et  [b] 
soient 

{a)  ai+«2  +  «3+ +«,(+..., 

{b)  -b,-b,-b,-         -6»-... 

Ces  deux  séries  sont  divergentes  (n°  332)  et  a,^  ainsi  que  b„  ont  pour 
limite  zéro  quand  n  tend  vers  l'infini. 

Ceci  posé,  nous  allons  montrer  qu'on  peut  intercaler  les  termes  néga- 
tifs entre  les  termes  positifs,  de  manière  à  former  une  série  ajant  pour 
somme  un  nombre  quelconque,  par  exemple  un  nombre  positif  M. 

A  cet  effet,  prenons  dans  la  série  positive  le  nombre  de  termes  stric- 
tement nécessaires  pour  que  leur  somme  surpasse  M,  ajoutons  ensuite 
des  termes  négatifs  jusqu'à  ce  que  la  somme  soit  ramenée  en-dessous  de 
M,  puis  des  termes  positifs  jusqu'à  ce  que  la  somme  surpasse  de  nouveau 
M,  et  ainsi  de  suite,  sans  jamais  prendre  plus  de  termes  qu'il  ne  faut. 
On  alternera  ainsi  indéfiniment  les  termes  positifs  et  les  termes  néga- 
tifs, car  les  deux  séries  sont  infinies,  et,  par  conséquent,  tous  les  termes 
des  deux  séries  seront  employés.  Je  dis  que  la  nouvelle  série  (c)  ainsi 
formée  a  pour  somme  M, 

En  effet,  considérons  la  différence  s^^  —  M  entre  M  et  la  somme  des 
m  premiers  termes  de  la  série  (c).  Cette  différence  change  un  nombre 
infini  de  fois  de  signe.  Si  elle  est  positive,  elle  est  inférieure  au  dernier 
terme  «„  qui  y  entre,  et  si  elle  est  négative,  au  dernier  terme  b,, .  Donc 
cette  somme  tend  vers  zéro,  car  On  et  i,<  tendent  vers  zéro  quand  le 
nombre  des  termes  pris  dans  chacune  des  séries  (a)  ou  {b)  augmente 
indéfiniment. 

Remarque.  —  Si  la  série  semi- convergente  est  à  termes  complexes, 
sa  partie  réelle  ou  sa  partie  imaginaire  est  semi-convergente  (n"333).Ûn 
pourra  donc  modifier  l'ordre  des  termes  de  manière  à  donner  une  valeur 
arbitraire  soit  à  sa  partie  réelle  soit  à  sa  partie  imaginaire. 
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337.  Multiplication.  —  Soient  s  =  Sm^  et  s'  ^  Su,i  deux  séries 
convergentes  à  termes  réels  ou  complexes,  dont  la  première  au  moins 
soit  absolument  convergente.  Formons  la  série  s"  =  Str^  dont  le  terme 
général 

renferme  toutes  les  combinaisons  de  deux  indices  dont  la  somtne  est 
{n  ■\~  1).  Cette  série  converge  et  a  pour  somme  ss' . 

Désignons  par  r^  le  module  de  u,i ,  la  série  Sr,j  sera  convergente  par 
hypothèse  et  aura  une  somme  finie  a.  Soient  respectivement  s„ ,  5„,  s„  et 
CT»  les  sommes  des  w  premiers  termes  de  chacune  des  séries  [u],  {v),{w) 
et  (r). 

Considérons  la  différence  s^  s^i  —  s^.  On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

U^Vn  +  «3  K-i  -f  Vn)  ■]-...+  Un  K  +  ^^3  +---4-  ^n) 
^  U^  {Sn  —  Sn  -  i)  4-  Wg  {s'n  —  S„  _  «)  + . . .  +  M„  [Sn  —  Si) 

Soit  n  =  p  -{-  q  une  décomposition  de  n  en  deux  parties.  Nous  pou- 
vons partager  la  somme  précédente  en  deux  parties  correspondantes, 
que  nous  écrirons  chacune  sur  une  ligne 

U„  {Sn  —  Sn ~  l)  +  ^h  («H  —S>i-2)   +  .  • .  +  Up\- 1  [Sn  —  Sq ) 
+  Up  +  o  [s'n  —  Sq_i)  -]-...  ...+  ^^«  (Sn  — si). 

On  peut  supposer  q  assez  grand  pour  que  toutes  les  parenthèses  de 
la  première  ligne  aient  leur  module  moindre  qu'un  nombre  donné  e  si 
petit  qu'il  soit.  Alors  la  somme  de  la  première  ligne  a  son  module 
moindre  que 

-  (^'2  +  *'3  +•••+  ^>  +  i)  <  ^<^iJ-'ri<  £» 

Cette  somme  est  donc  aussi  petite  qu'on  veut  avec  e. 

Les  parenthèses  de  la  seconde  ligne  ont  leurs  modules  moindres  qu'un 
nombre  fixe  A,  car  la  série  (?')  est  convergente.  La  somme  de  hi  seconde 
ligne  a  donc  son  module  moindre  que 

A  (rjj+2  -h  rp^3  +...+  »>f  ç)  <  ^{^p-'rQ  —  '^p) 
Cette  somme  a  donc  pour  limite  zéro  quand  p  tend  vers  l'infini. 
En  résumé,  la  différence  s,i  Sn  —  s»  se  compose  de  deux  parties  qui 

ont  pour  limite  zéro  quand  p  bt  q  tendent  vers  l'infini.  Comme  on  peut 

faire  tendre  p  et  q  vers  l'infini  avec  n,  il  vient  donc 

lim  s,i  =  lim  s,i  S)i  =  SS  . 

Reynarque.  —  Le  théorème  précédent  ne  subsiste  pas  en  général 
quand  les  deux  séries  ^tin  et  )ùv„  sont  semi-convergentes.  Toutefois,  si 
la  série  Hk',,  converge,  elle  a  encore  pour  somme  le  produit  des  deux 
précédentes  comme  on  le  montrera  plus  loin  (n°-^ffi). 
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§  4.  Séries  de  fonctions. 

338.  Convergence  uniforme.  —  Considérons  d'abord  une  série 
réelle 

i'  =  Ml  +«2  H hMn+- 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  d'une  variable  réelle  .r.  Si  la  série 
converge  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dans  l'intervalle  {a,  b),  la 
somme  s  de  la  série  sera  une  fonction  de  x. 

Soit  z  un  nombre  positif  donné  aussi  petit  que  l'on  veut.  Pour 
cliaque  valeur  déterminée  de  a-,  la  condition 

(1)  \S-Sn\<t 

se  vérifiera  pour  tous  les  indices  n  supérieurs  à  un  nombre  fixe  N,  car 
cette  condition  sert  de  définition  à  s.  Mais,  si  on  laisse  x  variable,  il 
peut  se  faire  que  ce  nombre  N  dépende  nécessairement  de  x. 

Si,  quelque  ijetit  que  soit  z,  la  condition  (1)  peut  se  vérifier  pour  tous 
les  indices  n  supérietirs  à  un  nombre  N  indépendant  de  x  et  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  dans  l'intervalle  (a,  b),  on  dit  que  la  série  converge 
uniformément  dans  cet  intervalle. 

Cette  définition  s'étend  d'elle-même  au  cas  où  les  termes  de  la 
série  seraient  des  fonctions  de  plusieurs  variables  x,y,  ...  Si  l'on 
peut  attribuer  à  ces  variables  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs 
différents,  on  dira  que  la  convergence  est  uniforme,  si  la  condition  (1) 
se  vérifie  à  la  fois  pour  tous  les  systèmes  admissibles  de  valeurs, 
quand  l'indice  n  est  supérieur  à  un  nombre  N  indépendant  des 
variables. 

Enfin,  les  termes  de  la  série  peuvent  aussi  être  fonctions  d'une 
variable  complexe  ::•  et  nous  entendons  par  là  que  ces  termes  ont  des 
valeurs  déterminées  pour  chaque  valeur  de  z.  Supposons  que  la  série 
converge  pour  un  système  déterminé  de  valeurs  de  v  en  nombre 
infini,  par  exemple  pour  toutes  les  valeurs  comprises  dans  un  cercle, 
on  dira  que  la  convergence  est  uniforme,  si  la  condition  (1)  a  lieu  à 
partir  d'un  nombre  X  indépendant  de  z. 

339.  Exemples  de  séries  à  convergence  non-uniforme.  —  On  peut 
former  facilement  des  séries  qui  convergent  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  dans  un  certain  intervalle,  mais  non  uniformément.  En  voici 
deux  exemples  remarquables  : 

I.  Considérons  d'abord  la  progression  géométrique  de  raison  (1 — x) 

s  =  x-{-x{\—x)-\-x[\—  xf  H 1-  ^'  (1  —  ^)"  +  - 
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Cette  progression  converge  })oui'  toutes  les  valeurs  de  a;  dans 
l'intervalle  (0,  1).  Si  x  est  >  0,  la  raison  est  plus  petite  que  1  et  la 
progression  a  pour  somme  l'unité.  Si  x  =  0,  tous  les  termes  sont 
nuls  et  la  série  a  pour  somme  zéro.  Donc  s  est  une  fonction  discontinue 
de  X,  car  s  passe  de  0  à  1,  quand  x  passe  de  0  à  une  valeur  positive  si 
petite  qu'elle  soit. 

Cette  série  n'est  pas  uniformément  convergente. 

En  eflet,  pour  les  valeurs  positives  de  x,  on  a 
R,,  =  ^-  (1  -  X)"  [1  +  (1  -  X)  +  (1  -  .r)-^  +  ...]  =  (1  -  ^')« . 

Donc,  si  n  est  constant,  on  a,  quel  que  soit  n, 

lim  R„  -  1. 

.T=0 

Il  est  donc  impossible  de  satisfaire  à  la  condition  R,,  <  s  <  1  pour 
une  valeur  de  n  indépendante  de  x. 

II.  Considérons,  en  second  lieu,  la  série 

co 
n=i 

On  a,  pour  toute  valeur  positive  de  x, 

n^ 
s,j  =  xn^e-^^^,  d'où  s  =  x  lim  -^  -=  0, 

car  une  exponentielle  est  infiniment  grande  par  rapport  à  une 
puissance. 

Pour  X  ==  0,  on  a  s»  =  0  et  s  =  0. 

Donc  la  série  converge  et  l'on  a  s  =  0  pour  toute  valeur  nulle  ou 
positive  de  x.  Mais  cette  série  ne  converge  pas  uniformément.  En  effet, 

±\)i  ^^^^  "  —  S)i  =^         julï  o         • 

Si  l'on  pose  x  =  \  :  n,  x  tend  vers  0  quand  n  tend  vers  l'infini  et 
le  reste  pris  en  valeur  absolue 

I  B„   I  =  ^ 

augmente  indéfiniment  avec  n.  Donc  la  convergence  ne  peut  être 
uniforme  dans  un  intervalle  (0,  b)  comprenant  le  point  0. 

340.  Théorème.  —  La  série  de  fonctions  //,  +  m,  +  •••  h  u„-\-  •■• 
sera  uniformémoit  coiivertioile  si  les  modules  de  ses  ter7nes  ne  peuvent 
jamais  surpasser  les  termes  de  même  rang  d'une  série  convergente  à 
termes  constants  et  positifs. 

U  est  clair  que,  dans  ce  cas,  le  reste  de  la  série  de  fonctions  a  un 
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module  moindre  que  le  reste  de  la  série  à  termes  constants.  Le 
reste  Rn  de  celle-ci  peut  être  supposé  <  s.  Donc,  en  prenant  n 
termes  ou  davantage  dans  la  série  de  fonctions,  le  reste  aura  son 
module  également  <  s.  Donc  la  série  converge  uniformément. 

34 1 .  Propriétés  de^  séries  uniformément  convergentes, — 1 .  Si  les  termes 
d'une  série  uniformément  convergente  sont  des  fonctions  continues,  la 
somme  de  la  série  est  une  fonction  continue. 

Posons  s  =  Sn  -{-  R>i  et  désignons  par  \s,  As,,  et  AR,i  les  accrois- 
sements de  ces  trois  quantités  pour  un  système  déterminé  d'accrois- 
sements de  la  ou  des  variables.  On  aura 

^s  =  ^sn  +  aRh  =  ^sn  -h  (R»  +  ar„  )  —  r,,  . 

Nous  allons  montrer  que  les  trois  termes  dans  lesquels  on  a 
décomposé  ^s  peuvent  être  supposés  aussi  petits  qu'on  veut  avec  les 
accroissements  des  variables.  En  effet,  la  convergence  étant  uniforme, 
on  peut  prendre  u  assez  grand  pour  que  les  deux  restes  |  R„  |  et 
I  Rn+  AR„  I  soient  plus  petits  qu'unnombrepositif  s  donné  d'avance 
si  petit  qu'il  soit.  Cela  fait,  s„ ,  qui  est  la  somme  d'un  nombre  limité 
de  fonctions  continues,  est  une  fonction  continue.  Donc  on  peut 
rendre  sa  variation  absolue  <  e,  en  rendant  celles  des  variables 
suffisamment  petites.  Donc,  la  variation  |  As  |  sera  <  3  e,  quantité 
arbitrairement  petite.  Donc  s  est  une  fonction  continue. 

Quand  la  convergence  n'est  pas  uniforme,  la  continuité  de  la 
somme  n'est  pas  une  conséquence  de  celle  des  termes  de  la  série. 
Nous  en  avons  vu  la  preuve  au  n°  339  par  un  exemple  très  simple  : 

II.  .Si  les  termes  d'une  série  réelle,  uniformémeut  convergente,  sont 
des  fonctions  intégrables  d'une  variable  réelle  x  dans  l'intervalle  (a,  bj, 
la  somme  de  la  série  est  elle-même  intégrable  et  son  intégrale  peut 
s'obtenir  par  décomposition,  en  intégrant  chaque  ternie  de  la  série. 

Considérons,  en  effet,  la  série 

s  -=  M,  +  Ma  H h  If'H  -h  •••  ==  Sn  +  R„  , 

on  aura 

s  dx  ^      s,idx  -\-      R,idx. 

J((  Je  Jn 

Faisons  tendre  n  vers  l'infini  ;  la  convergence  étant  uniforme, 
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I  Rn  I  devient  inférieur  à  tout  nombre  positif  e  si  petit  qu'il  soit, 
quand  n  tend  vers  l'infini.  Or,  on  a,  dans  ce  cas, 


'b 


Rndx 


<t{b  —  a) 


Cette  intégrale  tend  donc  vers  zéro  quand  71  tend  vers  l'infini.  Il 
vient  ainsi 


s  dx  =-  lini        Sndx  =^     u^  dx  -h      u^  dx 

Ja  n=cc     Jn  Ja  Ja 


':-\- 


Quand  la  convergence  n'est  pas  uniforme,  l'intégration  terme  à 
terme  n'est  plus  légitime.  Nous  allons  le  montrer  par  un  exemple. 
Reprenons  la  série,  considérée  précédemment  (n°  339), 

dans  laquelle  x  est  nul  ou  positif.  On  a  évidemment 

ps  dx  =  0. 

,'0 

Mais  l'intégration  terme  à  terme  conduit  à  un  résultat  diff'érent  du 
précédent.  On  a,  en  effet, 

Sn  =  X  «2^»^ 
Si  l'on  intègre  terme  à  terme,  la  série  obtenue  aura  pour  somme 

lim      Sndx=\m     nx  e-^'^  ndx  =      te~'dt=\, 

n=oo  Jo  Jo  Jo 

tandis  que  l'intégrale  de  s  est  nulle. 

III.  Si  les  termes  cVune  série  convergente  sont  des  fonctions  d'une 
variable  réelle  x  ayant  des  dérivées  continues,  et  si  la  série  de  ces  déri- 
vées converge  uniformément  dans  un  intervalle  fa,  b),  la  somme  de  la 
série  des  dérivées  est  la  dérivée  de  la  somme  de  la  série  primitive. 

Soient  en  eflét  s  =  Swn  la  série  primitive  et  <i  =  Sul,  la  série 
dérivée.  Faisons  varier  x  de  a  à  b,  on  aura,  en  vertu  du  théorème 
précédent, 

ï  (/a-  =  i:      u„  dx  =  'L  [u„  —  [Un  )«], 

l'indice  a  signifiant  qu'il  faut  faire  x  =^  a  dans  la  fonction  entre 
parenthèses.  Comme  la  série  primitive  converge  par  hypothèse,  le 
résultat  précédent  peut  se  mettre  sous  la  forme 

\    'zdx  =  ^Un  —  -  [Un  )«  =  S  —  («)a, 
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et,  en  égalant  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  x,  on 
trouve  7  =  s'  comme  le  veut  le  théorème. 

342.  Fonction  continue  de  Weierstrass  :  1°  sans  dérivée  ;  2°  ayant 
une  infinité  de  maxima  et  de  minima  dans  tout  intervalle  ;  3°  n'étant  à 
variation  bornée  dans  aucun  intervalle  —  Les  séries  uniformément  con- 
vergentes conservent  quelques-unes  des  propriétés  des  sommes  d'un 
nombre  limité  de  termes.  Mais  il  ne  faut  pas  généraliser  cette  conclusion. 
Considérons,  en  effet,  la  fonction  de  \Yeierstrass 

o 
OÙ  a  est  un  nombre  positif  <  l  et  b  un  entier  impair  >  1.  Cette  série 
converge  uniformément,  car  ses  termes  no  surpassent  pas  ceux  de  même 
rang  dans  la  progression  convergente  Hft'' .  Si  ab  est  <  1,  F[œ)  a  pour 
dérivée  la  série 

F'(a;)  =  —  -  2  [abyssin  b'^r.x, 

o 

car  cette  nouvelle  série  converge  uniformément. 

1°  Si  ab  surpasse  une  certaine  limiie  que  nous  allons  incliquer,  ¥{x)  na 
plus  de  dérivée  (Weierstrass). 

Soit  a^  l'entier  le  plus  voisin  de  b'^  x  et  ç;j  une  fraction  comprise  entre 
—  4"  6^-  +  4  I  on  peut  écrire 

b^x=^  ^h+'^h. 

Posons,  e^  désignant  -f  1  ou  —  là  volonté, 

b^  {x  -\-  h)  =  'J-h  -\-  Ch  ,         d'où         h 

h  aura  le  signe  de  ej^  et  son  module  sera  compris  entre  1  :  2b^  et  3  :  2b'^ 
Donc  h  tend  vers  zéro  si  k  tend  vers  l'infini. 
Considérons  maintenant  la  différence 

Y[x  -\-h)  —  'F\x)^:L  a»  [cos  b'^  r.  [x  +  /<)  —  cos  è"  -  x] 
o 


=  —  -  S  a'*  b'^         sin  [b^-t)  dt  ; 


nous  allons  la  décomposer  en  deux  parties  S^  et  R^  en  sommant  séparé- 
ment les  k  premiers  termes  puis  les  termes  suivants. 

Cliaque  intégrale  de  x  k  x  \-  h  ayant  son  module  moindre  que  celui 
de  h,  on  aura 

I  Sa  I  <  -  I  A  1  ,l_fl^*-l-«26-2+...+  a^-n^'^)<  I  h  I  -^-  («*)*. 
On  a,  d'autre  part, 

R/i  =  X  rt'*  [cos  b^~[x-\-  h)  —  cos  i"  -x]. 

k 

23 
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On  a,  dans  cette  somme,  b  et  C/^  étant  impairs, 

COS  Ô«  (a;  +  ;?)  71  =--  COS  J"-^  (  a/i  +  e/f  )  t:  =  (—  1)'''*  "''  ' 

oos  b"  X-  =  COS  &"-'*  (c//,  +  ^ft  )  TT  =  (—  1)^''  COS  b^^-f^kfiT.. 
Il  vient  donc 

■        R;^  =  (_  lyH  -I-  '  V  ^'/*  (1  _^  COS  è"-'*^;,  tt). 

Toutes  les  parenthèses  étant  positives,  le  second  membre  aie  signe  de 
( —  1)^^  •  ^  et  une  valeur  absolue  plus  grande  que  son  premier  terme. 
Donc,  |j.  désignant  un  nombre  >  1,  on  peut  écrire 

Ih  =  (-  1)'''  '^'  '  P-  a'^  =  (-  1)"^  ■"  '  [J-  h  ^  ' 

Enfin  7/  a  le  signe  de  €>,  et  un  module  moindre  que  3  :  26'* ,  on  peut 
encore  écrire,  \).  étant  un  nouveau  nombre  >  1, 


^.^,^{-1)"'^-''  enh'^l.{ab)K 


Si  l'on  a  donc 


2  TT  „  ,  ,        ,    ,   37: 

^>-ab^V  ^""  «^'>1  +  ^. 

le  module  de  R^^  surpasse  celui  de  S/(,  et  c'est  R;^  qui  donne  son  signe  à  la 
somme  S/t  +  Ra  •  O^^  peut  donc  encore  écrire,  jjl  désignant  seulement  un 
nombre  >  1, 


On  tire  de  là 


V{x  +  h]  —  Y[x) 


h 


>(|-«-£:î  )<«*>" 


Ce  quotient  croît  donc  infiniment  quand  k  tend  vers  l'infini  et,  par 
suite,  h  vers  zéro.  D'ailleurs  ce  quotient  a  le  signe  de  e^  ( —  1)^''  ''  '  et  on 
peut  lui  donnej-  le  signe  que  l'on  veut  en  disposant  de  celui  de  e^  ,  on 
peut  donc  le  faire  tendre  à  volonté  vers  l'infini  positif  ou  négatif,  h  ten- 
dant toujours  vei's  zéro. 

Cet  exemple  prouve  qu'//  existe  des  fondions  continues  n  ayant  de 
dérivée  pou 7'  aucune  valeur  de  la  variable. 

2°  Dans  le  cas  qui  j^réctHle,  la  fonction  ¥{x)  a  une  inanité  de  tnaxima 
et  de  miniyna  dans  tout  intervalle. 

En  effet,  il  existe  dans  tout  intervalle  une  infinité  de  valeurs  de  ./•  de  la 
forme 

P 

où  p  et  q  sont  entiers.  Je  dis  que,  quel  que  soit  le  nombre  j)Ositif  ç-,  toute 
valeur  paire  de  j)  donne  un  inao:irnum  et  toute  valeur  impaire  un  mini- 
mum. 
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En  effet,  reprenons  la  démonstration  précédente  en  donnant  à  a-  une 
valeur  semblable.  Dès  que  h  sera  =^  ou  >  q^  on  aura  b'^x  -=  b^-^tp. 
Donc  b)iX  est  un  entier  de  même  parité  que  p  et  ( —  l)^^~'''peut  être 
remplacé  par  ( —  1)^^"^^  Par  suite,  le  quotient 

F(a:  +  h)  —  ¥{x) 
h 
a  le  signe  de  e^  (donc  celui  de  h)  si  p  est  impair,  et  le  signe  contraire  si 
p  est  pair. 

Donc,  si  p  est  impair,  ce  quotient  tend  vers  +  '^  pour  h  positif  et  vers 
—  ce  pour  7^  négatif,  :c  est  un  minimum  de  F(r/').  Si  j)  est  pair,  l'inverse 
a  lieu,  o:  est  un  maximum  de  ¥{x). 

Cet  exemple  prouve  qu'?7  existe  des  fonctions  continues  qui  7ie  sont  ni 
constamment  ci'oissantes  ni  constamment  décroissantes  dans  aucun  in- 
tervalle, si  petit  quil  soit. 

3°  La  fonction  F  (a),  sous  les  mêmes  conditions  que  ci-dessus,  nest  à 
variation  bornée  dans  aucun  intervalle.  (C.  Jordan.). 

Considérons  un  intervalle  \x^,  X).  Donnons-nous  un  entier  ^' et  déter- 
minons une  suite  de  valeurs  : 

x^=^  x^  -\-  li^,  x^  =  x.^  -\-  fi^,,..  Xi-ij-i  =  Xi  ~\-  hi,..,, 
en  calculant  de  proche  en  proche  hi  au  moyen  de  xi  comme  nous  avons 
calculé  h  au  moyen  de  x  précédemment.  Nous  ferons  seulement  toujours 
e/i  =-^  1  pour  que  h  soit  positif.  Comme  h  est  compris  entre  1  :  2b'^  et 
3  :  2i^^ ,  et  par  conséquent,  ne  peut  tendre  vers  zéro,  il  y  aura  une 
dernière  ordonnée  x^i  <  X,  à  laquelle  nous  nous  arrêterons. 

La  variation  absolue  de  F{x)  entre  xi  et  xtj.i  surpasse,  comme  on  l'a  vu 
tout  à  l'heure^ 

Donc  la  somme  de  toutes  ces  variations  de  Xi  à  x^  surpasse 

Si  l'on  fait  tendre  k  vers  l'infini,  toutes  les  quantités  hi  tendent  vers 
zéro,  et  la  quantité  précédente  augmînte  à  l'infini,  car  ab  est  >  1.  Donc 
F{x)  a  une  variation  illimitée  entre  x^^  et  X. 

Cet  exemple  prouve  qu'il  existe  des  courbes  continues  y  =^  F(x)  qui  ne 
sont  pas  recti fiables  (ou  dont  Varc  est  infini)  entre  deux  quelconques  de 
leurs  points,  quelque  rapprochés  qxCon  les  suppose.  \/ 

.^  5.  Séries  potentielles. 

343.  Définition.  —  Les  séries  potentielles  sont  celles  qui  sont 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  positives  d'une  variable 
réelle  ou  complexe  {z  —  a).  Elles  sont  de  la  forme 

«0  +  (h[Z  —  a)  ■\-  a.Jz  —  rt)2  -I h  a„  [z  —  «)"  +.•• 
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En  posant  v  —  a  =  x,  elles  prennent  la  forme 

C'est  sous  cette  forme  que  nous  allons  les  étudier.  Ces  séries 
jouissent  de  propriétés  qui  leur  sont  propres  et  elles  ont  une  impor- 
tance exceptionnelle. 

Dans  les  démonstrations  suivantes,  nous  désignerons  en  général  par 
r  le  module  de  x  et  par  ap,  aj,...  y.,i  ceux  de  a^,  a^,...  an. 

344.  Cercle  de  convergence.  —  Considérons  la  suite  des  quantités 

pi  =  Xj,  pa  =  V^-2>'-'  pM=Va„,... 

Trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

1"  p»  a  pour  limite  0  quand  n  tend  vers  l'infini.  Dans  ce  cas,  la  série 
i]a„r"  converge  pour  toute  valeur  de  r  en  vertu  du  critère  de  Cauchy 
(n<^  325)  car  on  a,  quel  que  soit  r, 

n  

lim  \J%ni'^^  =  lim  rpn  =  0. 

Donc  la  série  I.a>'x"  est  absolument  convergente  pour  toute  valeur 
réelle  ou  complexe  de  x.  On  dit,  dans  ce  cas,  que  la  série  (1)  est  une 
f'onctio7i  entière  ùe  x. 

2°  p,t  peut  surpasser  tout  nombre  assignable.  Dans  ce  cas,  la  série 
I.a"x''  diverge  pour  toute  valeur  de  x  autre  que  zéro,  car  le  module 
de  son  terme  général  [cinry^  n'a  pas  pour  limite  zéro  pour  n  infini. 

3°  Si  aucune  de  ces  deux  hypothèses  ne  se  présente,  il  existe  des 
nombres  positifs  que  p,?  peut  surpasser  pour  une  infiuilé  de  valeurs 
den,  mais  ceux-ci  ont  une  limite  sujiérieure  que  l'on  peut  désigner  par 
1:R. 

La  série  ïa„r"  converge,  si  .'-  <  R. 

En  effet,  soit  R  —  z  un  nombre  compris  entre  r  et  R  :  p„  ne  peut 

surpasser  1  :  (R  —  e)  (qui  est  >  1  :  R)  que  pour  un  nombre  limité  de 

valeurs  de  n.  On  aura  donc  à  partir  d'une  valeur  suflisamment  grande 

de  n 

1  "  r 

p„  <  D^^'        f''oî'        S'y-nV"  =  p„r  <  ^— --^  <  1 

et  la  série  converge  en  vertu  du  critère  de  Cauchy. 

Donc,  pour  toute  valeur  de  x  dont  le  module  est  <  R,  c'est-à-dire 
pour  toute  valeur  réelle  ou  complexe  de  x  située  dans  un  cercle  de 
rayon  R  autour  de  l'origine,  la  série  '^(inX"  est  absolument  converyente. 
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Au  contraire,  si  x  tombe  en  deliors  de  ce  cercle,  c'est-à  dire  à  son 
module  >  R,  la  série  sera  divergente. 

En  effet,  soit  R  +  e  un  nombre  compris  entre  R  et  r,  pu  surpasse 

un  nombre  infini  de  fois  1  :  (R  +  s).  On  a  donc,  pour  une  infinité  de 

valeurs  de  n 

» r 

Va,,r"    =  OaV  >  j^-TT,  >  1 

et  le  terme  général  anX'^  ne  peut  avoir  pour  limite  zéro. 

Le  cercle  de  rayon  R  que  nous  venons  de  définir  s'appelle  le  cercle 
de  convergence,  parce  que  la  série  Sa,i.r"  converge  à  l'intérieur  et 
diverge  à  l'extérieur.  Sur  la  circonférence  elle  même,  il  y  a  doute,  la 
série  converge  ou  diverge  suivant  le  cas. 

345.  Théorème.  —  Une  série  potentielle  converge  uniformément  dans 
tout  cercle  de  rayon  p  <  R  décrit  autour  de  T origine,  et  elle  a,  par  con- 
séquent, pour  somme  une  fonction  continue  de  x  dans  ce  cercle. 

En  effet,  la  série  à  termes  constants  et  positifs  -a„p"  est  conver- 
gente par  hypothèse,  puisque  p  <  R.  Les  modules  des  termes  de  la 
série  Urt^a-"  ne  peuvent  surpasser  les  termes  correspondants  de  la 
série  précédente  dans  le  cercle  de  rayon  p.  Donc  cette  série  converge 
uniformément  (n"  340). 

346.  Fonctions  analytiques.  —  A  l'intérieur  du  cercle  de  conver- 
gence, une  série  polenlielle  définit  donc  une  fonction  de  la  variable 
complexe  x.  Les  fonctions  qui  peuvent  être  ainsi  définies  par  des 
séries  potentielles,  portent  le  nom  de  fonctions  analytiques.  Ce  sont 
les  plus  importantes,  mais  leur  étude  ne  sera  approfondie  que  dans 
la  seconde  partie  du  cours. 

La  dérivée  f'(x)  d'une  fonction  analytique  f{x)  est  par  définition,  la 
limite  du  quotient 

fix  +  h)-  fjx) 
h 

quand  //  tend  vers  zéro  par  une  suite  de  valeurs  réelles  ou  complexes 
quelconques.  Le  théorème  suivant  prouve  l'existence  de  la  dérivée 
pour  toute  fonction  analytique  : 

347.  Théorème.  —  Soit  f{x)  =  Xa^-r"  une  série  convergente  dans 
un  cercle  de  rayon  R  ;  la  série  dérivée  Sjifl»^"-*  sera  convergente  dans 
le  même  cercle  que  la  première  et  aura  pour  somme  f\x). 
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Soit  X  un  point  quelconque  situé  dans  le  cercle  de  convergence. 
Considérons  la  série  convergente  à  termes  positifs 

Donnons  à  r  un  accroissement  positif  S,  assez  petit  pour  que  r  ■\-l 
soit  encore  <  R.  La  série  F(r  +  ô)  sera  encore  convergente  et  l'on 
aura 

F(r  +  S)  —  F(?-)  _  ^,      (r-l-o)»  — r>^ 

S  -  -^'^         s 

Donnons  à  a;  un  accroissement  variable,  réel  ou  complexe,  h  et  for- 
mons l'expression  analogue  à  la  précédente 

f{x-]-h)  —  f{x)       ^.       {x-\-hy'  —  x^ 


h  """  h 

(2)  =  Sf/ 


„   ,    ,  n{n  —  1)  ,    „   „  , 
nx'^~^  +      .a      hx'^-~  +. 


La  comparaison  des  séries  (1)  et  (2)  montre  immédiatement  que, 
si  I  //  I  est  <  0,  tous  les  termes  de  la  série  (2)  ont  leurs  modules  moin- 
dres que  les  termes  de  la  série  (1)  qui  sont  constants  et  positifs. 
Donc,  si  //  tend  vers  zéro,  la  série  (2)  converge  uniformément  (n"  340) 
et  est  fonction  continue  de  h  (n°  344).  Sa  limite  pour  /<  -=  0  se  confond 
avec  sa  valeur  pour  h  =  0.  En  faisant  tendre  h  vers  zéro,  l'équation  (2) 
donne  donc,  à  la  limite, 

f'{x)  =  ^nanX»-'. 

348.  Théorème  d'AbeL  —  Si  la  série  Sa„a^"  converge  pour  une 
valeur  réelle  x^  de  x,  elle  converge  uniformément  dans  l'intervalle  (0,  .'^i) 
et  elle  a  pour  somme  une  fonction  continue  de  x  dans  cet  intei^alle. 

Le  reste  R„  n'est  autre  chose  que  la  série. 

La  série  proposée  étant  convergente,  par  hypothèse,  pour  x  —  x^,  à 
tout  nombre  positif  t  donné,  si  petit  qu'il  soit,  correspond  un  entier  N 
assez  grand  pour  que  la  condition 

I  a„a7,"  -ha,,a.,  a-/'  +  '  -\-...^  a„^pX,''-'-P  \  <  t 

ait  lieu,  quel  que  soit;j,  pourvu  que  n  soit  >  N. 
D'autre  part,  si  l'on  a  0  <  a;  <  a'i,  la  suite 

/  ce  \"  /  a;\  "-■•'  /  x\»-^i' 
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est  stationnaire  ou  décroissante.  Donc  la  série 

est  convergente  (n"  335)  et  a  une  somme  <  ^  (  —  j  et  a  fortiori  <  t. 

On  a  donc  |  R,i  |  <  £,  quel  que  soit  x.  Donc  la  série  proposée  con- 
verge uniformément  dans  l'intervalle  (0,  x{). 

349.  Sur  l'emploi  du  théorème  précédent.  —  Le  théorème  d'Abel  sert 
le  plus  souvent  à  étendre  aux  points  de  la  circonférence  du  cercle  de 
convergence  des  relations  établies  dans  l'intérieur  seulement  de  ce  cercle. 

Supposons  qu'on  ait,  dans  l'intérieur  du  cercle, 

f[x)^^anx-'^ 

et  que  f{x)  soit  continue  en  un  point  X  de  la  circonférence.  La  relation 
précédente  subsistera  au  point  X,  ]}02(rvu  que  la  série  converge  en  ce 
jioint. 

Soit,  en  effet,  r  une  variable  réelle  comprise  entre  0  et  1  ;  on  a,  par 
hvpothèse, 

r{rX)  =  y:{anX>^)rn. 

Faisons  tendre  r  vers  l'unité  ;  on  aura,  en  vertu  du  théorème  d'Abel, 

/■(X)  =  SanX». 

350.  Application  à  la  multiplication  des  séries.  —  Considérons  deux 
séries  convergentes  à  termes  réels  ou  complexes 

Formons  la  série  s"  —  Si^n,  doi^t  le  terme  général  est 

Si  la  série  Sîo^j  converge,  elle  a  pour  somme  ss'. 
En  effet,  les  deux  séries 

cp  [x)  =  2z<„i»'^,         <{/  {x)  =  SyjjO;", 

sont  convergentes  pour  x  =  1.  Donc  leur  rayon  de  convergence  est  au 
moins  égal  à  1  et  elles  sont  absolument  convergentes  si  |  o:  |  est  <  1. 
On  a  donc,  sans  difficulté  si  j  a;  [  est  <  1  (n»  320,  IV), 

(û  [x\  <]/  (a;)  =  Sz<?,ja;"''"i. 

Faisons  tendre  x  vers  l'unité.  On  aura,  parle  théorème  d'Abel, 

lim  o  [x]  =  5,         lim  4"  (^)  =  -5',         lim  Sïc,,^"'^*  ■=  — ?^/(  =  s". 

Donc  s"  =  ss' . 

351.  Théorème,  Série  illimitée  de  Maclaurin.  —  Vne  fonction  réelle 
OH  complexe  ne  peut  être  développée  en  série  potentielle  que  cVune  seule 
manière. 
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En  effet,  soit  f{x)  la  somme  d'une  série  potentielle,  convergente 
dans  un  cercle  de  rayon  R  : 

En  dérivant  successivement,  il  vient 

/■'  (a;)  =•  fli  +  2^2^  +  Sflga;"  +-.-i 
f"  [x)  =  'ia,-y'2.3a,x-i-..., 
r'(^)  =  2.3«3+..., 


Posant  X  ^  0  dans  ces  équations,  on  en  tire  successivement 

Donc  tous  les  coefficients  de  la  série  sont  complètement  déterminés. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  la  série,  il  vient 

rw  -  /'(o)  +  f  r  iO)  +  i^/'"iO)+^  r'-'  (0)+... 

C'est  la  série  illimitée  de  Maclaurin.  Nous  retrouvons  donc  par  une 
autre  voie  la  loi  de  formation  des  coefficients  successifs  que  nous 
avons  reconnue  au  n°  88.  Tandis  que  nous  avons  raisonné  là  sur  des 
expressions  composées  d'un  nombre  limité  de  termes,  nous  avons 
raisonné  ici  sur  des  sommes  prolongées  à  l'infini.  Mais  tandis  que,  les 
variables  étant  réelles,  la  formule  limitée  du  n"  88  ne  suppose  rien  que 
l'existence  des  dérivées  de  [(x),  celle  que  nous  venons  d'obtenir  n'est 
nullement  démontrée  pour  une  fonction  f{x)  quelconque.  Elle  ne  l'est 
que  pourvu  que  le  développement  soit  possible. 

352.  Nouvelles  expressions  du  terme  complémentaire  dans  la  formule 
de  Maclaurin.  —  Le  procédé  qui  se  présente  immédiatement  à  l'esprit 
pour  reconnaître  si  une  fonction  f{x)  d'une  variable  réelle  peut  s'ex- 
primer en  série  potentielle,  consiste  à  la  développer  par  la  formule 
limitée  de  Maclaurin  et  à  vérifier  si  le  terme  complémentaire  tend 
vers  zéro  quand  le  nombre  n  des  termes  augmente  indéfiniment. 
S'il  en  est  ainsi,  en  faisant  tendre  n  vers  l'infini,  on  obtiendra  l'ex- 
pression de  /'(.r)  en  série  illimitée. 

Ceci  nous  amène  à  cherclier  une  nouvelle  forme,  plus  générale,  du 
terme  complémentaire  ou  du  reste.  >'ous  allons  l'obtenir  en  nous 
servant  du  calcul  intégral. 

Soit  /'(.1-)  une  fonction,  continue  ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  d'une 
variable  réelle  x.  En  faisant  une  première  intégration  par  parties,  on  a 

f(x)  -  AO)  =  rr[x  -  t)dt  =  j-/-'(0)  +  r/"ia-  -  t]tdt, 

,'o  Jo 
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On  peut  faire  une  nouvelle  intégration  par  parties  portant  sur  tdt, 
et  continuer  ainsi  de  suite,  en  faisant  toujours  porter  l'intégration  sur 
la  puissance  de  t.  Après  n  —  1  intégrations  par  parties  consécutives, 
on  obtient  la  formule 

\M  =  m  +  #'iOi  4- l^r'iO)  +•••  +  (£^ P'-^' (0)  +  R» 

C'est  la  formule  limitée  de  Maclaurin  avec  Vexpression  exacte  du 
reste.  Si  l'on  fait  le  changement  de  variables  t  =  x  (1  —  u),  le  reste 
R,i  s'écrit  aussi 

(2)  R„  =  ~^^  {)■>  {ux)  (  l  -  uY~Ulu. 

Au  moyen  du  théorème  de  la  moyenne,  on  peut  obtenir  des  expres- 
sions plus  simples  du  reste,  mais  qui  ont  l'inconvénient  de  renfermer 
une  quantité  inconnue  h  compiise  entre  0  et  1.  Si  l'on  fait  sortir 
p^''{ux)  du  signe  d'intégration,  on  trouve 

C'est  l'expression  connue  (n-^  88). 

§  6.  Développement  des  fonctions  en  séries  potentielles. 
Discussion  du  reste  (variables  réelles). 

353.  Considérations  générales.  —  Lorsqu'on  se  propose  de  déve- 
lopper en  séries  potentielles  des  fonctions  qui  dépendent  d'une  varia- 
ble complexe,  il  existe  des  principes  généraux  qui  permettent  de 
supprimer  ou  à  peu  près  toute  discussion.  Ces  principes  seront 
exposés  dans  le  second  volume.  Pour  le  moment,  nous  considérerons 
exclusivement  les  variables  réelles.  Pour  obtenir  le  développement 
de  f{x)  en  série  potentielle,  le  procédé  le  plus  élémentaire  consiste  à 
passer  de  la  formule  limitée  de  Maclaurin  à  la  formule  illimitée  en 
faisant  tendre  n  vers  l'infini. 

Il  faut  démontrer  que  le  terme  complémentaire  Rn  tend  vers  zéro. 
C'est  à  cela  que  servent  les  expressions  générales  de  ce  terme  que 
nous  avons  fait  connaître  au  n°  précédent.  Mais  la  discussion  est  loin 
d'être  toujours  facile  sur  ces  expressions  générales.  Elle  est  simple 
pour  les  fonctions  e^ ,  sina;,  cosx.  Elle  Test  déjà  moins  pour  les  autres 
fonctions  élémentaires,  et  pour  les  fonctions  plus  compliquées,  elle 
est  le  plus  souvent  impraticable. 
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Heureusement,  pour  la  plupart  des  fonctions,  on  peut  trouver  des 
expressions  particulières  de  R»,  non  comprises  dans  les  formules 
générales,  et  qui  se  prêtent  à  une  discussion  plus  facile.  C'est  ce  que 
nous  nous  proposons  surtout  de  faire  dans  le  paragraphe  actuel. 

A  côté  du  procédé  qui  consiste  à  passer  de  la  série  limitée  à  la 
série  illimitée,  il  y  en  a  un  autre,  infiniment  plus  riche  en  ressources. 
On  pose  a  pi'iori  la  série  illimitée  et  on  démontre  directement  au 
moyen  de  ses  propriétés  particulières  qu'elle  a  pour  somme  f{x).  Ce 
procédé  est  moins  élémentaire  que  le  premier,  mais,  pour  en  faire 
saisir  la  portée,  nous  commencerons  par  l'appliquer  aux  fonctions  e-"^, 
sinic  et  cosa;. 

354.  Fonction  exponentielle.  —  Considérons  la  série 

En  vertu  du  critère  de  d'Alembert  (n°  32o),  cette  série  est  absolu- 
ment convergente  pour  toute  valeur  de  x.  En  effet,  le  module  de 
u„j.i  :  Un  est  égal  h  \  x  \  :  nei  tend  vers  zéro  avec  1  :  ii,  quelque  soit  a,*. 
Cette  série  jouit  de  la  propriété  de  se  reproduire  par  dérivation  et 
l'on  a /'(O)  =  1.  Ces  deux  propriétés  sulfisent  pour  montrer  que  la 
série  a  pour  somme  e^.  On  a,  en  effet, 

D.  f[x)^-''  =  [f'{x)  —  f{x)]e-^  -  0. 

Donc /'(a;)e-^  est  une  constante.  Faisant  .r  =  0,  on  voit  que  cette 
constante  est  1.  Donc  f{x)  =  e-^. 

355.  Fonctions  circulaires.  —  Considérons  les  deux  séries,  dont  la 
seconde  est  la  dérivée  de  la  première, 

^^^^ ^ T ~  3r  +  sT — ■'     '''^^^  "^ '^ -  ar  +  4!  ""•■• 

Elles  convergent  |)our  toute  valeur  de  x  comme  la  précédente,  et 
l'on  a 

'f"{x)=-^[x),        cp(0)==0.        'f'(0)  =  l. 

Je  dis  qu'il  en  résulte  'f{x)  =  sin.r. 

Il  suftit  de  remarquer  que  l'on  aura  nécessairement 

cp  (j;)cosj;  —  cp'(:r)sina;  =  0,        cp(j-)sina;  +  (fi'{x)cosx  =  i . 

En  effet,  les  premiers  membres  sont  des  constantes,  car  leurs  déri- 
vées s'annulent  en  vertu  des  propriétés  de  cp.  En  faisant  x  =  0,  on 
voit  que  ces  constantes  sont  0  et  I.  On  tire  alors  des  deux  équations 
précédentes  <f'xj  =  sinj'  et  '■y'{x)=^-  cos.r. 
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356.  Séries  logarithmiques.  —  Pour  développer  Log  (I  +  x],  nous 
chercherons  une  expression  parlicuHère  du  reste  R„.  Pour  cela,  nous 
paierons  de  l'identité 

-     4     _  1  -  (-  xr  +  (-  x)^  J^^^_  ^^^  ^  {-x)n 


i-\-  X  1  —  {—  x)  o  i  -{-  X 

Intégrons  les  deux  membres  de  0  à  i;,  ce  qui  suppose  x  > —  1  ;  l'in- 
tégrale du  dernier  terme  sera  R« .  Il  vient  ainsi 

(1)      Log(l+a^;  =  a'-^4-^— •  +  (-l)'^-^^4-Rn. 

Nous  nous  servirons  du  théorème  de  la  moyenne  pour  simplifier 
R;i  ;  nous  pouvons  écrire  ainsi 

r.r  r^ifjr         ( .|\n      /-/ifi 

R.  -=  (-  'i)"     fr^  -  T-TT-  ^'       (0  <  9  <  I). 

Donc  Rn  tend  vers  0,  si  |  a;  [  est  <  1  ou  si  i*  =  I.  Pour  x  -=  —  1 
la  série  devient  X«-^  et  diverge.  Donc  le  rayon  de  convergence  de  la 
série  (1)  est  égal  à  l'unité. 

La  fonction  Log  (1  -^  x)  est  donc  exprimable  en  série  illimitée  de 
Maclaurin  si  l'on  a  — 1  <  a;  <  i,  et  la  série  illimitée  diverge  dans 
les  autres  cas. 

Faisant  x  =  [,  on  obtient  la  série  semi-convergente 

Log2=l-|+i-... 

Le  développement  de  Log  .  _  peut  se  déduire  de  celui  de 
Log  (1  +  x).  On  peut  aussi  l'obtenir  par  un  raisonnement  analogue 
au  précédent.  On  a 

2  x^^  + 


1  —  X^  1  — X'^  0  1 — X' 

On  multiplie  par  2  et  on  intègre  de  0  à  a;  ;  il  vient 
(2)      LogP^  =  2Nc+^  +  ^4--+^— r   +  R. 


\  —X          L          3  o     '         '   2/1  —  1. 

_ç,  ("^  x-"dx  _  2         a^'^^+i 

et  R,j  tend  vers  0  si  a;  est  compris  entre  —  1  et  +  1.  Dans  les  autres 
cas,  la  série  infinie  diverge. 

C'est  la  série  (2)  qu'on  applique  au  calcul  des  logarithmes  des 
nombres  entiers.  Faisons 

x  =  t3i,        d'où  £  =  1±£, 

p  +  q  <i     1— « 
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et  choisissons  les  entiers  p  et  q  de  manière  que  |  x  \  soit  <  1, 
On  aura 

Cette  formule  suffit  pour  le  calcul  des  logarithmes  des  nombres 
entiers,  car  elle  ramène  le  calcul  du  logarithme  de  p  à  celui  du  loga- 
rithme d'un  nombre  entier  inférieur  q  et  le  logarithme  de  1  est  connu. 
En  particulier,  si  p  =  2,  </  =  1,  il  vient 


Los  2-2 


:^  ^  3  3=*  ^  o  3^ 


Cette  série  est  à  convergence  rapide  et  convient  beaucoup  mieux 
au  calcul  de  Log2  que  la  première  qui  converge  très  lentement. 

357.  Développement  de  l'Arc  tangente.  —  Ce  développement  s'ob- 
tient comme  le  précédent.  Partons  de  l'identité 

1  4  _  (_  ^.2)«  +  (_  x^)n        n^i  (_^2)n 


1  +  iC2  i  —  {—X^)  o    ''  '  1  +  ^• 

Intégrons-la  de  0  à  a;  ;  il  vient  (0  <  9  <  i) 
(3)     arc  igx=^x-'j-h~---  +  {-  D»  ^-^  +  R« 

"~^        '   jo    4+.I--  "~l+e^'^2n+4" 

Le  reste  est  inférieur  au  premier  terme  négligé  ;  il  tend  vers  0, 

si  I  X  I  ne  surpasse  pas  l'unité.  Donc  arc  tg  x  est  représenté  par  la 

série  illimitée  si  x  varie  entre  0  et  1,  limites  comprises.  Le  rayon  de 

convergence  est  égal  à  l'unité,  car  c'est  celui  de  la  série  dérivée 

j:{—x^yK 

En  particulier,  pour  x  ^  \,  on  trouve  la  formide  de  Leibnilz 

4  3  ^  o 

Calcul  de  r..  —  La  série  (3)  peut  servir  au  calcul  de  -  de  la 
manière  suivante.  On  calcule  d'abord  l'arc  'f  dont  la  tangente  est  1 :  5. 
La  formule  donne 

On  a  ensuite 


?=,^-:^u;+5u;  + 


*->  t"'j         i)  2  te''  P  120 


^^(/^~ 
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d'où 


tg(4'^-|- 


tg4'f  —  1 


1 


l  +  lg4o       239 
On  conclut  de  là,  par  la  formule  (3), 


^"^      4       239       3  V239y 
On  obtient  ainsi  la  formule  de  Machin 


1 

239 


7T=16 


+ 


—  1 


1 


239 


239  7 


+ 


=  3,141o926, 


358.  Convergence  de  la  série  du  binôme.  —  Si  m  est  égal  à  0  ou 
à  un  entier  positif,  on  sait  par  l'algèbre  que  (1  +  ^1"*  peut  se  dévelop- 
per en  un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ùex.  Laissons  ce 
cas  de  côté.  Soit  m  un  nombre  positif  non  entier  ou  un  nombre 
négatif.  Considérons  la  série  illimitée 

Iwn=  1  +  Ci.r  +  C,a-'-  +  •■•  +  C„;i-»  -f  ..., 

OLi  les  coefficients  sont  formés  comme  ceux  du  binôme 
„    _  771  (m  —  1)  ...  (m  —  n  +  1) 
''  "~  1.2...»  ' 

aucun  de  ces  coefficients  ne  sera  nul. 
Le  rayon  de  convergence  de  la  série  est  égal  à  l'unité,  car  on  a 


Un       ~   C„^i         ~  77 


-  1- 


771  +  1 


Ce  rapport  a  pour  limite  — x  pour  n  infini,  donc  la  série  est  absolu- 
ment convergente  si  |  a:  |  <  1  et  elle  diverge  si  |  a;  |  >  1  (n^  32î)). 

Si  a;  =  -f  1  ou  — 1,  la  discussion  est  plus  difficile.  On  voit  de 
suite  que  m  4-  1  doit  être  positif  pour  que  les  termes  décroissent. 
C'est  donc  une  première  condition  nécessaire  pour  la  convergence. 
Quand  elle  est  remplie,  les  termes  décroissent  constamment.  Sia;  =  l, 
Un-^i'.Un  devient  négatif  quand  n  surpasse  777  +  1,  et  les  termes 
deviennent  alternativement  positifs  et  négatifs.  Si  a:  =  —  1,  les 
termes  finissent,  au  contraire,  par  devenir  tous  de  même  signe. 
Nous  utiliserons  celte  remarque  tout  à  l'heure. 

Pour  résoudre  la  question  de  la  convergence,  il  faut  étudier  la  loi 
de  décroissance  des  coefficients  quand  /7i  +  1  est  positif. 

A  cet  effet,  observons  que,  d'après  la  règle  de  l'Hospital.les  rapports 


C-J 


-1-!-: 


1 


771+1 


et 


771+1 
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ont  respectivement  pour  limites,  quand  n  tend  vers  l'inlini,  les  deux 
quantités  : 

m-\-i  m  +  1 

dont  la  première  est  < —  1  et  la  seconde  > —  1  quand  t  est  posilii". 

Donc,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e,  on  aura,  à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  n, 


nj  n 


il) 


ce  qu'on  peut  écrire 


< 


Cn- 


< 


n—  l\ '«+!-£ 


n 


Changeons  n  en  n-\-  \,  n  -\-  2,  ... 
résultats.  Il  vient 

^n-\-p 
Cl}) 


n-\-p  et  multiplions  tous  les 


d      < 


< 


n  4-  py' 


m-\-l- 


Donc,  quelque  petit  que  soit  z,  le  produit  {n  +  ;j)m+i-fe  |  q^^^^  | 
reste  supérieur,  quelque  soit  p,  au  nombre  positif  fixe  «'»+'+'  |  C„  | , 
et  le  produit  (n  +  ;j)'"^'-^  |  Cn-i-^;  |   inférieur  au  nombre  positif  fixe 
n^n-\-i-t  I  ç;^^  I    Q^  peut  (Jonc  trouver  deux  constantes  positives  A  et  B 
telles  qu'on  ait,  quel  que  soit  n, 


Cn 


> 


Cn 


< 


B 


,jl  +  (W?-£ 


Si  m  est  négatif,  m  +  s  peut  aussi  être  supposé  négatif  en  prenant  £ 
assez  petit  ;  la  première  inégalité  montre  que  la  série  I  |  d  |  a  ses 
termes  supérieurs  à  ceux  d'une  série  divergente  (n°  324)  et  cette 
série  est  divergente. 

Si  m  est  positif,  m  —  s  peut  être  supposé  positif  également  ;  la 
seconde  inégalité  montre  que  la  série  ï  |  C»  |  est  convergente.  De 
plus,  dans  ce  cas,  le  produit  nC„  tend  vers  zéro,  car  sa  valeur 
absolue  ne  surpasse  pas  la  (piantité  B  :  w"-^  qui  tend  vers  zéro. 

Donc,  si  /«  est  compris  entre  —  1  et  0,  la  série  du  binôme  ne  peut 
être  que  scmi-conver(jen(e  quand  |  .r  ]  =  1.  Si  .r  =  —  1,  ce  n'est  pas 
le  cas,  car,  comme  nous  l'avons  fait  remarquer  tout  à  l'heure,  tous 
les  termes  deviennent  finalement  de  même  signe.  Mais  elle  sera 
semi-convergente  si  .r  =  i,  car  les  termes  finissent  par  devenir  à 
signes  alternés  et  de  |»lus  constamment  et  indéfiniment  décroissants 
(n-^  334). 
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En  résumé,  nous  avons  obtenu  pour  la  série  du  binôme  les  résul- 
tats suivants  : 

A)  La  série  sera  absolument  convergente  :  1°  dans  tous  les  cas, 
si  I  a;  I  <  1  ;  S*»  Si  .r  =  ±  1,  pourvu  que  m  soit  positif. 

BJ  La  série  sera  semi-convergente  si  x  =  \,  m  étant  compris  entre 
0  et  —  1. 

C)  La  série  sera  divergente  dans  tous  les  autres  cas. 

359.  Sommation  de  la  série  du  binôme.  —  Il  est  facile  de  trouver 
la  somme  de  la  série  du  binôme  dans  tous  les  cas  de  convergence. 
Soit  f  [x)  la  somme  des  n  premiers  termes 

r{x)  ^  1  +  C,^-  +  C.x'^  +...4-  C»_i  j:«-i  . 
En  observant  que  deux  coefficients  consécutifs  satisfont  à  la  condition 
«Ch—  [m  _  n  +  1)  C,,_i  =-  0, 
on  vérifie  de  suite  l'identité 

mf{x)  —  (1  +  x)  f'{x)  =  (m  —  n  +  1)  C„_i  a-»-*  =  nCn  a'"-* . 
En  vertu  de  cette  identité,  on  a 

f{x)         (1  +  x)  f\  X]  —  mfjx)  ^        nCn  x^~' 
(4  +  xY"    '         (1  +  x)'"-^'  (1  +  a;)'«-î-i 

et,  en  intégrant  de  0  à  a-  (ce  qui  suppose  a-  >  —  1,  si  m  >  0), 


iF.-*--"'^»r 


On  peut  aussi  écrire,  en  cbangeant  la  variable  d'intégration  x  en  tx, 


En  remplaçant  [{x)  par  sa  valeur,  on  tire  des  deux  formules  précé- 
dentes 

(5)    . 


ou  bien 

(6) 


rx     fii—i  fjf 


On  obtient  des  expressions  simplifiées  de  R„  ,  en  faisant  sortir  du 
signe  J  ,  au  moyen  du  théorème  de  la  moyenne,  un  des  deux  termes 
de  la  fraction.  La  formule  (5)  donne  ainsi  (0  <  0  <  1) 


1  _L_  ri'" 


m 
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Ces  deux  dernières  expressions  montrent  que  la  série  a  pour  somme 
(1  +  ^Y"  dum  tous  les  cas  de  convergence. 

En  effet,  la  première  montre  que  Retend  vers  zéro  avec  le  premier 
terme  négligé  Q>nX'^  pour  toute  valeur  de  x  >  — 1.  La  seconde  qui 
subsiste  à  la  limite  quand  x  tend  vers  —  1,  montre  que  Rn  tend  vers 
zéro  avec  «C„  dans  tous  les  cas  de  convergence  où  x  =  —  1,  car  m 
doit  être  positif  pour  que  la  série  converge. 

360.  Cas  particuliers  de  la  formule  du  binôme.  —  I.  Si  l'on  a 
x  =  —  1  et  m  >  0,  l'expression  (5)  de  Rn  prend  la  forme  0.  ^o,  ce  qui 
permet  de  se  débarrasser  du  signe  d'intégration.  On  fait  tendre  x  vers 
—  1  et  l'on  applique  la  règle  de  l'Hospital  à  l'expression  mise  sous  la 
forme  ce  :  oc.  On  trouve 

'8)         R    -»C    y,^^l^^'rx)'"^-^xn-^dx  (-j^ 

II.  Si  m  est  compris  entre  0  et  —  1  et  a:  >  —  1,  la  formule  (6)  con- 
duit à  une  expression  très  simple  du  reste.  En  effet,  m  +  1  étant  né- 
gatif, on  augmente  l'intégrale  en  y  remplaçant  x  par  —  \  et  sa  valeur 
s'obtient  alors  immédiatement  en  posant  x  =  —  1  dans  l'équation  (4). 

Il  vient 

p     V'-^dt  f    V^~^dt     _  (—1)» 


Jo  (1  +  /^r"-^^      jo  (l— 0'"+*  nCn 

Portant  cette  limite  dans  (6),  on  obtient  la  formule,  utile  surtout 
si  X  est  négatif, 

(9)  R„  =  9  (_  xy^  (i  +  xf\        (0  <  0  <  1). 

Cette  formule  suppose  donc  m  négatif  et  >  —  1 . 

361.  Développement  de  l'Arc  sinus.  — Remplaçant  x  par  — .r*, 

faisant  m  =  —  1  :  2  dans  la  formule  du  binôme,  et  prenant  la  valeur 

(9)  du  reste,  il  vient 

1  ni  0x2» 

et,  en  désignant  par  A!!  le  produit  des  entiers  non  supérieurs  à  k  et  c'e 
même  parité  que  k  (n"  218),  on  a 

ICI  =  '-*-'"■ 


(2i-)!! 
Intégrons  l'équation  (ÎO)  de  0  à  x  ;  il  vient 

(11)         arc  sin  x  -  .r  +  ï  |  C  ^  |  ^^rr\ 


C^  x-"dx 

JoVl  —X- 
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ce  qui  montre  que  l'arc  sinus  est  développable  pour  toutes  valeurs 
(le  1'  entre  —  1  et  +  1 .  Mais  le  développement  reste  légitime  à  ces 
limites,  car,  si  j-  =  1,  on  a  (n»  219) 

çi   x'Hx    _  (2«  — 1)!!  T.       ,  ^     ^ 
J,,Vl  -x'-~      (2/0!!       2""  '  ^"  '  2* 

et  (w-r  1)  =  V  élant  positif,  cette  quantité  tend  vers  0  avec  C^. 

On  peut  donc  faire  x  =--  1  et  on  trouve  la  série  : 

2     '  ^  t  A-  +  r 

362.  Développements  en  séries  des  intégrales  elliptiques  complètes 
(n"  2i)o).  —  Soit  k'  une  quantité  <  1;  en  remplaçant  x  par  Asin-^ 
dans  la  formule  (10),  il  vient 

1  1  13 

\i ,       ,.    ■  „       =  1  -r  S"  ^"  sin-  '.:;  +  -gr— r  k^  sin^  es  +  ... 
Vi  —  k^  sm2  o  '2  '2.4  ' 

Cette  série  converge  uniformément  dans  tout  intervalle  en  vertu 

du  théorème  du  n°  340,  car  elle  converge  si  sin  'f  =  1,  ce  qui  rend 

tous  les  termes  maximum.  Intégrons  donc  cette  série  de  0  à  ^,    il 

viendra 

Cette  série  converge  très  rapidement,  si  k  est  petit. 

D'autre  part,  en  remplaçant  x  par  —  k"^  sin-  ç  dans  le  développement 
de  Vl+i-,  on  trouve  la  série,  uniformément  convergente  pour  toute 
valeur  de  -f , 

Vl  ^^-^sin^ç^l— -^2  sin-  -f  —  ™  A-^  sin^  -f  —  ^^^A^sin'^cp 

et,  en  intégrant  de  0  à  -  :  2, 

E.(^-)  -  2I  i  -(.yj  k-  -  ^2:^  j  ^  _^^  __...J 

Si  k  est  petit,  cette  formule  se  prête  aussi  au  calcul. 

■:;  7  Fonctions  entières  élémentaires. 
Exponentielles  imaginaires. 

363.  Définitions.  Formules  d'Euler.  —  Nous  savons  (n»  351  et  352) 
que,  z  étant  réel,  on  a 

o  ni  o  l2?i)!  o  (2«-f  1)! 

U 
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Ces  séries  convergent  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  complexes 
de  Z-.  Ce  sont  donc  des  fonctions  entières  (n°  344).  11  est  naturel  de 
conserver,  pour  représenter  ces  fonctions,  les  mêmes  symboles  dans 
le  cas  où  la  variable  est  complexe  que  dans  celui  où  la  variable  est 
réelle.  Nous  prendrons  donc  les  équations  (l)  couime  défuiitions 
de  e^ ,  sin  z  et  cos  z  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  complexes  de  z. 

On  vérifie  immédiatement  que  l'on  a 

(2)  cos  (—  z)  =  cos  ;:•.         sin  (—  z)  =  sin  z. 
On  constate  ensuite  directement  que  l'on  a 

(3)  e^'  =  cosz  +  i  sin  z,        d'où        e-  ^'  --^  cos  ^-  —  /  sin  z. 
De  là  les  formules  fondamentales  d'Euler 

(4)  cos  z  =2  (^*'  +  ^~  ''  y     S"^  ^-  ="2T 
qui  ramènent  les  fonctions  circulaires  à  la  fonction  exponentielle. 

364.  Généralisation  des  propriétés  fonctionnelles  de  l'exponentielle  et 
des  fonctions  circulaires.  —  En  dérivant  les  séries  (1),  on  obtient 
immédiatement 

(5)  \).e^  =  e^,         D.  cos  :•  =  —  sin  ^-j         l)sinv  =  cos:î. 
Ce  sont  les  mêmes  formules  que  quand  z  est  réel. 

Les  règles  de  dérivation  des  fonctions  composées  subsistent  sans 
difficulté  quand  les  variables  sont  complexes,  car  la  définition  géné- 
rale de  la  dérivée  est  la  même  que  quand  les  variables  sont  réelles. 

Remplaçons,  dans  la  série  e^ ,  z  jiar  la  somme  v  +  z'  de  deux 
quantités  complexes.  On  j)eut  ordonner  la  série  ainsi  obtenue  suivant 
les  puissances  de  z.  En  elîet,  quand  on  a  remplacé  toutes  les  puis- 
sances de  {%  +  -•')  pai*  leurs  développements,  la  série  demeure 
absolument  convergente.  Elle  converge  eneclivement  quand  on 
remplace  z'  et  ;:•'  par  leurs  modules  r  et  r',  ce  qui  donne  une  série  à 
termes  positifs.  Or,  dans  une  série  absolument  convergente,  l'ordre 
des  termes  est  indifférent  (n°  3:20). 

].e  développement  de  c-"^-'  suivant  les  puissances  de  ^  est  donné 
par  la  formule  de  Maclaurin.  Comme  toutes  les  dérivées  sont  égales 
à  t'^'  pour  z  ^-  0,  il  vient 


(6)  e=\^'^e='  [\  -1-y  -I-  ^  -1-...J  ^  e^e^\ 

Donc  toutes  les  propriétés  fonctionnelles  de  re.\|)oiienlielle  réelle 
s'étendent  à  l'exponenlielle  imaginaire,  car  elles  se  déduisent  de 
l'équation  précédente  avec  la  condition  e'^  =  {. 
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On  peut  maintenant  vérifier  l'exactitude  des  équations 
(7;  sin  (::- 4- ;s')  =  sin;;  cos  ^' +  cos  ^- sin  ^', 

cos  (::-  +  z')  =^  cos  ^^  cos  z'  —  sin  z  sin  z', 
en  remplaçant  les  sinus  et  cosinus  par  leurs  expressions  (4)  et  en 
tenant  compte  de  l'équation  (6). 

Donc  toutes  les  propriétés  fonctionnelles  des  lignes  trigonométriques 
réelles  s'étendent  aux  lignes  trigonométriques  imaginaires,  car  elles 
se  déduisent  des  précédentes  en  y  joignant  les  équations  (4)  et  les 
conditions 

sinO  ^  0,        cosO  =  1 ,        sin  a  =^f        cos  ^  =-  0. 

365.  Décomposition  des  fonctions  précédentes  en  leurs  parties  réelles 
et  imaginaires.  —  Soit  ^  =  ^'  -f  xjï,  x  ei  y  étant  réels.  Il  vient,  par  les 
équations  (5)  et  (2), 

(8)  e-  =  ^'^-:-i/'^  e"^  eV'  =  6'^(cos  j/  +  i  sin  y). 

Cette  formule  montre  que  e=  a  pour  module  e^  et  pour  argument  y. 
Comme  e^nc  peut  s'annuler  .r  étant  réel,  f-  ne  peut  s'annule?-  pour 
aucune  valeur  réelle  ou  complexe  de  z. 

L'équation  (8)  montre  que  e^  est  une  fonction  péiiodique  de  période 
27îi,  c'est-à-dire,  que,  si  k  est  entier,  on  a 

(9)  e--'^-zhTzi  _  ^z  _ 

Réciproquement,  si  l'on  a  e*+^  --  e^,  z  sera  un  multiple  de  2tci.  En 
effet,  cette  équation  donne 

e*(e^— l)--0,        d'où        e=  ^  \,        ^''^(cosî/ +  isint/) -=  1, 
d'où  a;  =  0  et  î/  ==  S^tt. 
Les  équations  (7)  et  (3)  donnent  maintenant 

sin  [x  +  yï)  =  sin  x  cos  yi  +  cos  x  sin  yi 

e'J  -\-e-v   ,   .  ev  —  e~v 

=  sm  X ^ \-  %  cos  a: 


2 


cos  [x  -\-  yi)  =  cos  x  cos  yi  —  sin  x  sin  yi 


cos  x ^ —  X  sin  X 


2  "'"  -        2 

Les  modules  du  sinus  et  du  cosinus  se  déduisent  de  là.  On  a 

2      -J^^"'^'  +  (-      2 
(^ Y~~j  +sm2x-, 


sin^.  I  =  (  ^^^±^Ysin^^-  +  r^^-^'")  cos^^ 
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cos-î  I  =    â )  cos-a-  +( ^ )  sin*  X 

ey  —  e-vY  ,        , 
+  cos^a:. 


Ces  formules  montrent  que  le  sinus  et  le  cjsinus  ne  peuvent  s'an- 
nuler que  si  î/  =  0.  Donc  toutes  les  racines  de  ces  fonctions  sont 
réelles  et,  par  conséquent,  elles  sont  connues. 

366.  Fonctions  hyperboliques.  —  On  ^\i{)ii\\Q,  sinus  ai  cosinus  hyper- 
boliques  les  deux  fonctions 

10     SIk-  -=  — ; —  = ^ '       i.hz-  =-  cos  ;;t  =- 5- 

î  2  2 

Ces  fonctions  ont  pour  dérivées 

D.  Shv  =  Ch^-        T).  Chz  =  Shv. 

Elles  satisfont  à  toute  une  série  de  formules  analogues  à  celles  de  la 
trigonométrie  ordinaire.  La  tnijonomélric  hyperbolique  n'est  pas  dis- 
tincte de  la  trigonométrie  ordinaire,  A  toute  formule  de  celle-ci  cor- 
respond une  formule  de  la  première,  qui  s'obtient  en  rendant  les 
variables  purement  imaginaires.  En  vertu  des  formules  (10),  le  principe 
de  transformation  est  celui-ci  : 

Toute  formule  de  la  trigonométrie  du  cercle  en  donne  uj^e  de  la  tri- 
gonométrie hyperboli(iue  01  ij  remplaçant  cos  :  par  Cli:-  et  sin  :•  par 
iSlu. 

Bien  entendu,  cette  règle  ne  s'applique  qu'aux  fonctions  rationnelles 
en  sin  x  et  cos.r.  Ainsi,  on  lire  des  formules  (7) 
Sh(;:.  -f  %')  ^  SluXlK.'-h  Clu-Sbv',         CbU.  +  :-)  -  CluCiu'  +  Slu.Sbv', 
et  la  relation  sin%r  +  cos-'x  ==  1  donne 

Ch-^-  —  Sh'^.  =  1 . 

Les  fonctions  étudiées  dans  les  numéros  précédents  sont  les  plus 
simples  des  fonctions  d'une  variable  complexe.  La  tbéorie  générale 
de  ces  fonctions  sera  exposée  dans  le  second  volume. 
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